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Предисловие 
 

Лучший способ ознакомиться с каким-либо 
предметом – написать книгу о нем 

Бенджамин Дизраэли 
 

Термин «идентификация» стал широко применяться в качестве 
одного из базовых разделов теории управления около пятидесяти лет 
назад, хотя проблема моделирования является одной из основопола-
гающих в теоретической сфере деятельности. Любая научная или ин-
женерная деятельность в разной степени использует формальное или 
содержательное описание процессов, явлений или устройств в той 
или иной области науки и техники. В различных научных направле-
ниях разрабатываются свои подходы, способы и методы построения и 
использования модели. Для естественных наук главным направлени-
ем является построение математических моделей, соответственно, с 
использованием математического языка описания. 

Во второй половине XX века теория управления вышла на новый 
уровень, обобщающий основные системные принципы, распростра-
нился кибернетический подход о единстве проистекающих процессов 
в естественных (общественных и природных) и искусственных (тех-
нических, организационно-технических) системах, в связи с чем воз-
никла потребность в установлении аналогий описания этих систем 
для целенаправленного управления различными сферами деятельно-
сти. Все это, а также достаточный уровень развития вычислительной 
техники, обусловили необходимость создания обобщенного подхода 
к моделированию и выделению отдельного направления теории авто-
матического управления, занимающегося построением моделей - 
идентификации.  

В настоящее время проблема построения адекватных, эффектив-
ных моделей, используемых в дальнейшем, в частности, для синтеза 
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системы управления, находит свое решение во многих областях нау-
ки и техники.  

Первым систематическим изложением многообразных алгорит-
мов и способов идентификации является книга одного из основопо-
ложников теории идентификации профессора П.Эйкхоффа (Голлан-
дия) [74]. В книге даны основные понятия модели, постановки задач 
идентификации, изложены базовые подходы к решению задач по-
строения моделей для различных классов объектов, способов их опи-
сания, используемых сигналов при разных подходах и алгоритмах 
идентификации. Данная книга содержит многие аспекты теории 
идентификации и по настоящее время является актуальной при изу-
чении проблем построения и всестороннего анализа моделей процес-
сов или систем.  

Также среди наиболее значимых работ, посвященных вопросам 
идентификации динамических систем, следует отметить книги сле-
дующих авторов: Д. Гроппа [19], Э.П. Сэйджа и Дж.Л. Мелсы [58, 
59], Л. Льюнга [39], а среди отечественных авторов книги Я.З. Цып-
кина [71], Н.С. Райбмана [55], Ш.Е. Штейнберга [73] и др.  

Среди современных отечественных учебных изданий, рассматри-
вающих практически все аспекты курса дисциплины «Идентифика-
ция и диагностика систем», можно порекомендовать учебник по тео-
рии автоматического управления издательства МГТУ им. Н.Э. Бау-
мана [41], а также работы коллектива авторов из Санкт-
Петербургского государственного электротехнического университета 
«ЛЭТИ»: главу в монографии [64] и учебное пособие [24]. 

Активное развитие вычислительной техники в последние десяти-
летия, появление новых алгоритмических и программных средств, 
предназначенных для автоматизации профессиональной деятельно-
сти, существенно сказалось и на методах решения задач идентифика-
ции. Применение специализированных в области научных, техниче-
ских и инженерных расчетов программных средств, с одной стороны, 
предоставляет возможность для более глубокого изучения исследуе-
мой области, перенося основную тяжесть решения задач с разработ-



 6

ки, отладки алгоритмов и программ на грамотную постановку задачи, 
и, зачастую, освобождая исследователя от решения многих сопутст-
вующих вопросов: подтверждения адекватности модели, изучения 
ошибки идентификации, свойств полученных оценок и других. С 
другой стороны, темпы развития программных средств достаточно 
высоки, а способности осмыслить полученные результаты и грамотно 
их применить зачастую отстают от предоставляемых возможностей, 
откуда возникает определенное противоречие между кажущейся про-
стотой решения большого круга достаточно сложных задач, быстрым 
получением конечных результатов и недостаточным пониманием 
смысла результатов и, как следствие, недостаточно эффективным их 
дальнейшим использованием.  

Поэтому, на взгляд автора, современный подход к изучению дис-
циплин должен формировать системное восприятие учебной дисцип-
лины, объединяющий основы теории и практические подходы к их 
применению. 

В данное учебное пособие вошли основные понятия о модели, 
процессе идентификации, постановке задач построения модели, при-
ведены классифицированные по базовым признакам основные типы 
моделей объектов, необходимые для более полного понимания изло-
женного материала. В пособии рассмотрены классические разделы 
теории идентификации: непараметрическая идентификация во вре-
менной и частотной области, корреляционные методы идентифика-
ции. Из теории оценивания параметров объектов в качестве универ-
сального метода рассмотрен широко распространенный метод наи-
меньших квадратов применительно к разным типам объектов и с ис-
пользованием процедур идентификации различных типов. Также в 
пособии рассматривается актуальная задача оценивания состояния 
объекта, которое в дальнейшем может использоваться для синтеза 
управляющего воздействия. 

В текущее издание учебного пособия не вошли вопросы иденти-
фикации нелинейных объектов, являющиеся весьма актуальной и бо-
лее сложной задачей. Этим вопросам, помимо [61, 74] посвящены ра-
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боты [3, 43, 53, 63]. Не изложены и вопросы идентификации объектов 
в замкнутом контуре, когда наблюдается корреляция сигналов. Автор 
надеется рассмотреть данные вопросы при переиздании пособия. 

 
 
 

 

1 Основные сведения об идентификации 
Достоевский дает мне больше, чем Гаусс 

Альберт Эйнштейн 

1.1 Основные понятия теории идентификации 
В настоящее время понятие модели используется во многих (если 

не во всех) областях науки и техники, занимающихся решением 
сложных задач технологии, экономики, социологии, живой природы 
и прочих. Эти задачи возникают при изучении свойств и особенно-
стей объектов с целью последующего управления, при создании 
адаптивных систем, в которых на основе построенной модели объек-
та вырабатываются оптимальные управляющие воздействия. 

Различные типы моделей рассматриваемых объектов, систем или 
процессов используются на стадии создания систем управления эти-
ми объектами и на стадии их эксплуатации. Это обуславливает акту-
альность проблемы построения эффективных моделей объектов тех-
нических, технологических, экономических или социальных процес-
сов. 

Построение математических моделей того или иного типа на ос-
нове результатов наблюдений за поведением объектов и исследова-
ние их свойств составляет основное содержание науки идентифика-
ции [13, 19, 35, 55, 64, 71, 73, 74]. 

На содержательном уровне под системой понимается имеющая 
определенные задачи или цели взаимодействующая совокупность 
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объектов, между которыми существует причинно-следственная связь, 
отражающаяся в наблюдаемых входных и выходных сигналах [64]. 

В широком смысле под моделью понимается описание сущест-
венных сторон реальной системы, в удобной форме представляющей 
информацию о системе [74]. Модели могут иметь самые разнообраз-
ные формы, отражать различные свойства объектов, характеризовать-
ся разной степенью формализации и детализации, при этом их назна-
чением является построение на основе отдельных наблюдений неко-
торой общей картины протекающих процессов. 

В общем случае, модели могут быть концептуальные (феномено-
логические), физические (эмпирические) и математические (аналити-
ческие) в зависимости от того, какая часть явления наиболее сущест-
венна. Модель представляет собой упрощенное отображение дейст-
вительности, при этом сложность модели находится в определенном 
соотношении со сложностью описываемого объекта. В данном посо-
бии рассматриваются математические модели технических систем 
или объектов. 

В зависимости от типа объекта и цели построения модели фор-
мальные описания могут быть различными. В качестве моделей объ-
ектов могут быть использованы структурные схемы, операторные 
уравнения, алгебраические, дифференциальные, интегральные, ин-
тегро-дифференциальные уравнения; Марковские цепи, передаточ-
ные функции, частотные характеристики, весовые функции, графы и 
т.д. Все эти модели функционально связывают входные и выходные 
сигналы объектов [7, 32]. В узком смысле под математической моде-
лью объекта понимается описание функциональной зависимости ме-
жду наблюдаемыми сигналами - оператор связи между функциями 
входных и выходных сигналов процесса [19, 55, 64]. 

Построение математических моделей, в основном, осуществляет-
ся двумя способами: аналитическим и на основе экспериментальных 
данных, а также путем их комбинаций [41, 50, 61].  

Аналитический метод основывается на «расщеплении» системы 
на более простые подсистемы, свойства которых известны из ранее 
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накопленного опыта, наблюдений за поведением объекта с позиции 
законов физики, химии, механики и т.д. Математическое объедине-
ние описаний этих подсистем определяет модель системы, в целом. 
Такой подход называется аналитическим моделированием [74] (в его 
рамках проведение натурных экспериментов необязательно). Этот 
подход применим, когда рассматриваемый объект имеет достаточно 
простую структуру или всесторонне изучен.  

Если из-за отсутствия достаточных данных аналитическое описа-
ние объекта выполнить невозможно, применяют экспериментальные 
методы, когда для построения модели непосредственно используются 
экспериментальные данные. В этом случае ведется измерение вход-
ных и выходных сигналов системы, и модель формируется в резуль-
тате обработки соответствующих данных. При экспериментально-
аналитическом методе модель, полученная аналитическим путем, 
уточняется в последующих экспериментах. 

 

1.2 Постановка задачи идентификации 
Задача идентификации сводится, в общем случае, к определению 

оператора модели, преобразующего входные воздействия объекта в 
выходные величины [55, 71, 73]. Оператор объекта является его ма-
тематической формализацией, т.е. математической моделью объекта, 
и может быть определен в соответствующих пространствах функций. 
Операторы могут характеризоваться разными структурой и характе-
ристиками, и соответственно, задача идентификации объекта может 
иметь различные постановки.  

Представим модель объекта в виде следующей структурной схе-
мы [22, 73]: 
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Рисунок 1. 1 

Структурная схема модели объекта 
 

На схеме приняты следующие обозначения: 
u и y –наблюдаемые входные и выходные сигналы. Они могут 

быть детерминированными или случайными, могут быть смесью 
(обычно аддитивной) детерминированной и случайной составляю-
щих. Входные сигналы могут специально подаваться в систему для 
идентификации (активный эксперимент), а могут существовать в сис-
теме как управляющие или возмущающие воздействия (пассивный 
эксперимент); 

x –ненаблюдаемый сигнал, который оценивается косвенно по 
сигналу y, полученному в результате преобразования в объекте опе-
ратором В; 

1ε  и 2ε  - ненаблюдаемые помехи, являющиеся, как правило, слу-
чайными процессами типа белого шума, в некоторых случаях содер-
жащие детерминированные совпадающие; 

ξ  и v –чаще ненаблюдаемые, обычно коррелированные во време-
ни случайные сигналы, в некоторых случаях содержащие детермини-
рованные составляющие; 

A, B, P, R –операторы, в некоторых случаях, их вид неизвестен, в 
других известен, но неизвестны параметры. 

Согласно приведенной структурной схеме модели объекта (рису-
нок 1.1), основными задачами идентификации являются следующие: 
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1. Задача нахождения характеристик (параметров) объекта. По 
известным наблюдаемым переменным u и y требуется определить 
операторы (или параметры операторов) А и В. Часто одновременно с 
определением параметров А и В требуется определить параметры 
операторов Р и R, преобразующих ненаблюдаемые белые шумы 1ε  и 

2ε  в ненаблюдаемые сигналы ξ  и v. 
2. Задача оценивания переменных состояния. Состояние объекта 

характеризуется многомерной переменной состояния, вектором, од-
нозначно определяющим все его характеристики. По известным на-
блюдаемым случайным сигналам u и y при известных операторах A, 
B, P, R с известными параметрами требуется определить (оценить) 
ненаблюдаемый случайный сигнал x. При этом возможны следующие 
постановки задачи: а) Оценивание x в текущей момент времени – за-
дача фильтрации, или, собственно, оценивание; б) Оценивание x в 
будущий момент времени, сдвинутый на tΔ  относительно текущего 
момента – задача прогнозирования или экстраполяции; в) Оценива-
ние x в прошлый момент времени – задача сглаживания или интерпо-
ляции. 

3. Задача генерации случайных сигналов с заданными характери-
стиками или определения характеристик случайных сигналов. По на-
блюдаемым переменным ξ  или v требуется определить оператор (или 
параметры оператора) Р (или R).  

В некоторых случаях возникает задача, при которой одновремен-
но проводится параметрическая идентификация A, B, P, R и оценива-
ние x (одновременная идентификация и оценивание), а также возмо-
жен ряд других частных постановок задач идентификации и оценива-
ния [74]. 

В большинстве работ, посвященных идентификации, выделяются 
следующие основные составляющие, которые нужно выполнить на 
этапе идентификации [39]: 

• Сформулировать требования к данным наблюдений: как вы-
полнить сбор экспериментальных данных, как использовать эти дан-
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ные, собранные в реальных условиях проведения эксперимента [40, 
70]; 

• Определить класс объектов - совокупность моделей-
кандидатов, из которой впоследствии будет отобрана наилучшая мо-
дель; 

• Сформировать так называемую функцию потерь или риска, ха-
рактеризующую адекватность объекта и настраиваемой модели, и на 
ее основе сформулировать критерий качества идентификации; 

• Выбрать способ оценки степени соответствия исследуемой мо-
дели экспериментальным данным; 

• Определить процедуру верификации модели: провести провер-
ку и подтверждение адекватности модели, т.е. выяснить, в какой сте-
пени модель действительно «объясняет» поведение изучаемой систе-
мы. 

При построении математических моделей существенную роль иг-
рают следующие факторы [39]. 

1. До начала проведения эксперимента необходимо определить ус-
ловия, в которых будет проводиться сбор данных, решить вопросы 
дальнейшего конкретного использования этих данных. Эти задачи 
решаются на этапе планирования эксперимента путем выбора числа 
опытов эксперимента и условий его проведения, необходимых и дос-
таточных для решения поставленной задачи с требуемой точностью. 
Этот этап непосредственно не относится к идентификации, а предва-
ряет ее. 

2. В конструктивном смысле идентификация – это определение по 
входным и выходным воздействиям такой модели из определенного 
класса моделей, которой реальная исследуемая система эквивалентна. 
В соответствии с этим, нужно определить класс моделей, среди кото-
рых будет выбрана наиболее подходящая. На этом этапе необходимо 
выбрать общую структуру модели и класс уравнений, которыми 
предполагается описывать наблюдаемый процесс. Этот этап иногда 
называется идентификацией в широком смысле или структурной 
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идентификацией и зачастую оказывается решающим фактором. Для 
успешного решения задачи структурной идентификации требуется 
использовать априорные сведения о физических, химических или 
иных явлениях, происходящих в процессе, знание формальных ана-
литических свойств моделей, инженерные навыки и интуицию. До 
настоящего времени общих формальных подходов к решению задачи 
структурной идентификации не существует, и этап структурной 
идентификации часто сводится к эвристическому заданию структуры 
модели, на основе априорных сведений об объекте. 

3. Близость полученной модели реальной исследуемой системе 
достаточно относительна, т.к. операторы объекта и модели могут 
быть описаны на разных языках, иметь разную структуру или коли-
чество входов, и потому понятие адекватности может быть сформу-
лировано разными способами. Т.к. непосредственно оценить близость 
операторов объекта и модели сложно или зачастую невозможно, наи-
более часто оценивается близость выходных величин объекта и моде-
ли или математического ожидания ошибок оценок параметров. Для 
этого вводится понятие функции потерь или риска, в дальнейшем 
подлежащей минимизации. Далее для выбора «наилучшей» модели из 
определенного класса на основании этой функции потерь формирует-
ся некоторый критерий, и в дальнейшем задача идентификации ста-
новится задачей оптимизации выбранного критерия. 

4. После определения структуры модели и класса уравнений необ-
ходимо определить численные значения параметров - коэффициенты 
дифференциальных, разностных, интегральных уравнений или дру-
гих математических конструкций линейной или нелинейной модели 
объекта и (или) состояний, вошедших в уравнения математической 
модели. Таким образом, решению подлежит задача оценивания пара-
метров и (или) состояний по имеющимся экспериментальным дан-
ным, т.е. по значениям измеряемых переменных. Данная задача назы-
вается задачей параметрической идентификации или идентификацией 
в узком смысле. При оценивании параметров приходится решать за-
дачу минимизации некоторых функциональных зависимостей от из-
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меряемых величин (обычно от разности выходных сигналов модели и 
объекта) и от неизмеряемых величин - параметров и состояний. Для 
решения этой задачи необходимо разработать алгоритм идентифика-
ции, который на основе доступных для наблюдения входных и вы-
ходных величин определял бы параметры настраиваемой модели, ми-
нимизирующие погрешность модельного описания в соответствии с 
выбранным функционалом качества. 

5. Переход от этапа построения модели к последующему ее ис-
пользованию требует оценку качества полученной модели, т.е. про-
верку адекватности модели объекту. Вследствие того, что абсолютная 
эквивалентность модели объекту принципиально недостижима, то 
основным условием подтверждения адекватности модели является 
возможность использования полученной модели для решения той за-
дачи, ради которой эта модель строилась. Поэтому адекватность 
предполагает воспроизведение моделью с необходимой полнотой 
всех свойств объекта, существенных для целей данного исследова-
ния. Степень адекватности модели и объекта обычно оценивают пу-
тем сравнения их выходных сигналов при подаче одинаковых вход-
ных воздействий на объект и его модель. Это сравнение предпочти-
тельно производить на основе новой информации, отличной от дан-
ных, которые использовались в процессе идентификации объекта. 

В большинстве реальных ситуаций взаимодействие объекта с ок-
ружающей средой соответствует следующей стандартной схеме (ри-
сунок 1.2). 
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Рисунок 1.2 

Типовая схема наблюдения при идентификации объекта 
 

На рисунке 1.2 приняты следующие обозначения: 
)(tu  - входное воздействие; 
)(tη  - неконтролируемое случайное воздействие; 
)(ty - выходное воздействие объекта; 

)(tyM - выходное воздействие модели; 
)(te  - разность (невязка) между выходами объекта и модели; 

b - вектор параметров объекта; 
β  - вектор параметров модели; 
Идентификационный эксперимент в соответствии со структурной 

схемой наблюдения (рисунок 1.2) состоит в следующем. 
 На входы объекта и модели подается внешнее воздействие )(tu . 

В реальных условиях взаимодействия объекта со средой сигналы на-
блюдения за объектом искажены случайными возмущениями, опре-
деляемыми спецификой функционирования самого объекта, погреш-
ностями методов и средств измерений и неконтролируемыми воздей-
ствиями внешней среды. При использовании такой схемы наблюде-
ний полагается, что результаты измерений входного сигнала являют-
ся действительным входным сигналом, а все внутренние и внешние 
возмущения, отклонения измеренных значений от истинных воздей-
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ствий характеризуются обобщенной помехой )(tη . Обычно, в резуль-
тате эксперимента получают наблюдения входа и выхода, т.е. реали-
зации случайных функций )(tu  и )(ty . Поскольку объект связывает 
вход )(tu  с выходом )(ty , то эту связь выходной величины с входной 
формально можно представить некоторым оператором 0f : 

).),(),(()( 0 bttuftу η=      (1.1) 
В соответствии с зависимостью (1.1) выходная величина объекта 

зависит от внешнего воздействия )(tu , помехи )(tη  и от неизвестного 
вектора параметров ],......,[ 0 тbbb = , значения которых непосредст-
венному наблюдению недоступны. 

На основании сведений об объекте формируется модель, под ко-
торой понимается некоторый оператор f, преобразующий наблюдае-
мое входное воздействие )(tu  в ее реакцию )(tуM : 

).,0),(()( βtuftуM =      (1.2) 
Модель (1.2) описывается уравнениями, подобными уравнениям 

объекта (1.1) и содержащими информацию об измеряемых входных и 
выходных величинах, причем полагается, что помехи не меняют вида 
модели. Коэффициенты этих уравнений являются параметрами моде-
ли. Выходная величина модели зависит от параметров 

],......,[ 0 тβββ = , которые рассчитываются на основе алгоритма, об-
рабатывающего вектор всех наблюдений. Для нахождения вектора 
параметров β  необходимо определить оптимальный, в смысле подо-
бия объекту, способ корректировки модели. При таком подходе зада-
ча идентификации заключается в построении модельного оператора f 
из некоторого класса операторов (задача структурной идентифика-
ции) и определении по наблюдениям )(tu  и )(ty  вектора параметров 

],......,[ 0 тβββ =  (параметрическая идентификация), такого, чтобы 
выходной сигнал модели был бы наиболее близок к выходному сиг-
налу объекта.  

На основе сравнения искаженного помехой )(tη  выходного сиг-
нала объекта )),(),(()( 0 bttuftу η=  с выходным сигналом модели 
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),0),(()( βtuftуM =  находится невязка - разность выходных величин 
объекта и модели: 

).()()),(),(()( tуtуtуtуete MM −== β     (1.3) 
Для оценки соответствия модели объекту вводится функция по-

терь (функция невязки) )],),(),(([ βε tytyF M  в любой момент времени 
зависящая от выходов объекта и модели и не зависящая от оператора, 
и на ее основе формулируется критерий идентификации: 

)]},),(),(([{),,( βεβ tytyFМyyJ MM =    (1.4) 
где М – математическое ожидание величины; [*]F  – некоторая функ-
ция невязки, как правило, являющаяся четной функцией 

][][ εε −= FF . 
Критерий качества идентификации, характеризующий адекват-

ность модели реальному объекту, представляет собой средние поте-
ри. Чем меньше средние потери, тем выше качество идентификации. 
Минимизация функционала идентификации, соответствующая улуч-
шению качества идентификации, осуществляется путем надлежащего 
выбора структуры модели и изменением значений ее параметров. 
Процедура изменения реализуется алгоритмом идентификации.  

Существуют разные способы оценивания параметров, различаю-
щиеся между собой по используемому критерию оптимальности и 
имеющейся априорной информации. В определенной степени выбор 
критерия оптимальности субъективен, а процедура оценивания суще-
ственно зависит от принятого критерия. 

В подавляющем большинстве случаев критерий качества иденти-
фикации выбирается квадратичным, в виде интегрального значения 
квадрата невязки: 

( ) dttуtуdttеууJ
T

M
Т

M ∫∫ −==
0

22
0

),()()(),,( ββ   (1.5) 

или среднего значения квадрата невязки: 

( ) .),()(1)(1),,(
0

22
0

dttуtу
T

dttе
T

ууJ
T

M
Т

M ∫∫ −== ββ    (1.6) 
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Величины )(),(),( tetуty M  рассматриваются как временные функ-
ции, определенные на интервале наблюдений ],0[ T . 

При реализации процедуры оценивания параметров с использо-
ванием измерений, собранных в дискретные моменты времени 

Njt j ,...2,1, = , интегральный квадратичный критерий принимает вид: 

( ) ,),()()(),,(
1

2

1

2 ∑∑
==

−==
N

j
jMj

N

j
jM tytyteууJ ββ   (1.7) 

а среднеквадратичное отклонение рассчитывается следующим обра-
зом: 

( )∑∑
==

−==
N

j
jMj

N

j
jM tyty

N
te

N
ууJ

1

2

1

2 .),()(1)(1),,( ββ   (1.8) 

В некоторых задачах идентификации применяются модульные 
функции εε =][F , еще реже используются функционалы качества, 

отличные от квадратичных и модульных [74]. Кроме рассмотренных 
критериев (1.5) – (1.8), усредняющих потери на некотором интервале 
наблюдений ],0[ T  (в непрерывном случае) или Njt j ,...2,1, =  (в дис-

кретном случае), возможны формулировки критериев, усредняющих 
потери по множеству реализаций [48]. Кроме того, при решении за-
дач идентификации вектора параметров по имеющимся выборкам 
измерений сигналов могут использоваться статистические критерии 
[58, 59]: максимального правдоподобия, максимума апостериорной 
плотности распределения вероятности.  

Методы оценивания параметров моделей объектов, в общем слу-
чае, можно разделить на два класса подходов в зависимости от спо-
соба реализации процедуры оценивания. К первому типу относятся 
подходы на основе использования явных математических выражений, 
ко второму - реализации процедур оценивания с использованием на-
страиваемой модели. Проиллюстрируем реализацию этих двух под-
ходов соответствующими схемами. 
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Рисунок 1.3 

Структурная схема реализации процедуры оценивания разомкнутого 
типа (на основе явной математической модели) 

 
При реализации методов оценивания первого типа (рисунок 1.3) 

математическая модель задается в виде явных математических соот-
ношений, содержащих набор подлежащих определению числовых 
параметров ],......,[ 0 тβββ = . На объекте проводятся специальные 
идентификационные эксперименты по сбору массивов входных )(tu  и 
выходных )(ty  данных. Далее проводится обработка результатов по-
лученных экспериментальных данных с целью минимизации выбран-
ного функционала идентификации 

β
β min),,( →MууJ . Оптимальные 

процедуры оценивания параметров β  в этом случае сводятся к раз-
решению следующих соотношений: 

,0=
∂
∂

i

J
β  

mi ,..1,0= .    (1.9) 

Совокупность зависимостей (1.9) отвечает системе из 1+m  урав-
нений с 1+m  искомыми оценками ],......,[ 0 тβββ = , которая разреша-
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ется относительно β . Оценивание параметров в этом случае осуще-
ствляется при помощи ретроспективных алгоритмов идентификации, 
когда решение получается в результате обработки всего массива дан-
ных путем выполнения конечного числа элементарных операций и не 
может быть получено как результат промежуточных вычислений. Та-
кая процедура оценивания, с инженерной точки зрения, относится к 
методам идентификации вне контура регулирования и не позволяет 
обрабатывать поступающие наблюдения последовательно, в режиме 
нормальной эксплуатации. 

Структурная схема реализации процедуры оценивания на основе 
настраиваемой модели [48, 51, 57] приведена на рисунке 1.4.  

 

Рисунок 1.4 
Структурная хема реализации процедуры оценивания замкнутого типа 

F – функциональный преобразователь; УН – устройство настройки  
 
При реализации методов оценивания второго типа (рисунок 1.4) 

используется принцип подстройки модели к объекту по признакам 
близости поведения. В этом случае моделируется структура матема-
тических соотношений, параметры β  которой изменяются таким об-
разом, чтобы характеристики модели были близки к характеристикам 
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исследуемой системы. При таком подходе полагают организацию 
выполнения соотношений

  
,0→

∂
∂

i

J
β

 .,..1,0 mi =     (1.10) 

Невязка )),(),(( βtуtуe M  поступает на вход функционального преоб-

разователя F, где осуществляются измерения производных 
i

J
β∂
∂ . Уст-

ройство настройки УН изменяет параметры настраиваемой модели β  
на основе алгоритмов идентификации, минимизируя тем самым 
функцию ошибок путем выполнения соотношения (1.10). Решение 
получается, в принципе, как результат бесконечного числа таких опе-
раций, при этом каждый промежуточный результат представляет 
приближенное решение. 

Этот тип реализации относится к методам идентификации в 
замкнутом контуре и позволяет проводить оперативную идентифика-
цию в режиме нормального функционирования объекта.  

Следует отметить [64], что с появлением цифровых вычислитель-
ных устройств стало удобнее реализовывать используемые функции 
(вычисление критерия, автоматическая настройка, др.) алгоритмиче-
ски, что приводит к стиранию четких границ между различными спо-
собами идентификации. Основным признаком, указывающим на 
применение методов идентификации с настраиваемой моделью, сле-
дует считать наличие обратной связи. 

Среди возможных алгоритмов идентификации широкое распро-
странение получили рекуррентный метод наименьших квадратов, а 
также метод стохастической аппроксимации (МСА). Методу наи-
меньших квадратов соответствует минимизация квадратичного кри-
терия (1.5), (1.6). Этот метод приводит к решению системы линейных 
алгоритмических уравнений - системы нормальных уравнений, и по-
этому оптимальное решение β , минимизирующее функционал )(βJ  
может быть выражено в явной аналитической форме [36, 71]. 
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МСА характеризуется простотой и универсальностью, и позволя-
ет не ограничиваться квадратичными критериями идентификации, а 
формировать разнообразные как линейные, так и нелинейные алго-
ритмы идентификации [19, 47]. 

 

1.3 Классификация методов идентификации 
Возможные различные методы идентификации существенно за-

висят от разных форм представления математических моделей - 
обыкновенных дифференциальных, разностных уравнений, уравне-
ний свертки и т.д. При этом ни один из методов идентификации не 
является универсальным для идентификации всех видов математиче-
ских моделей, а используется в отдельных областях применения. 

Методы идентификации можно классифицировать по различным 
признакам. 

По способу тестирования различают активные и пассивные мето-
ды идентификации. В активных методах на вход объекта подаются 
специально сформированные воздействия - тестовые сигналы - де-
терминированного или случайного характера. Достоинствами этого 
подхода являются минимальные требования к априорным сведениям 
об объекте, целенаправленный характер идентификации, и, как след-
ствие, уменьшение временных и материальных затрат на проведение 
эксперимента.  

При использовании пассивных методов объект находится в усло-
виях нормального функционирования, и параметры модели отыски-
ваются по результатам статистической обработки наблюдений. Пре-
имуществами этого подхода является отсутствие необходимости про-
водить специальные исследования объекта, достаточно лишь измере-
ние наблюдаемых сигналов в режиме рабочего функционирования 
объекта с последующим расчетом параметров модели. Недостатками 
такого подхода являются значительные временные затраты на сбор и 
необходимую статистическую обработку данных и жесткие требова-
ния к частотному спектру входного воздействия - он не должен быть 
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меньше полосы частот динамической характеристики идентифици-
руемого объекта. 

По характеру используемых сигналов различают детерминиро-
ванные и статистические методы. При проведении активной иденти-
фикации на основе детерминированных сигналов возможно примене-
ние детерминированных методов идентификации. В реальных усло-
виях сигналы всегда подвержены действию помех и сильно зашумле-
ны, и детерминированные алгоритмы необходимо дополнять стати-
стическим усреднением (сглаживанием) получаемых результатов. 

По признаку временных затрат методы делятся на оперативные и 
ретроспективные. При оперативной идентификации обеспечивается 
текущее отслеживание меняющихся характеристик объекта. На осно-
ве рекуррентных алгоритмов, реализуемых в темпе, близком к скоро-
сти протекания процесса, оценки параметров моделей уточняются в 
реальном времени на каждом шаге поступления новых измерений. 
При ретроспективной идентификации вначале собирается весь мас-
сив данных, и оценки характеристик или параметров получаются по-
сле обработки этого массива. 

 

2 Математические модели систем 
Если ситуация не укладывается в рамки ваше-

го восприятия – раздвиньте эти рамки 
Следствие из закона Артура Кларка 

2.1 Классификация моделей объектов управления  
Существует большое разнообразие типов и классов моделей. Ни 

один из способов классификации не дает полную картину и не отра-
жает всех свойств используемых моделей, т.к. характеризует только 
отдельные признаки модели.  

Рассмотрим основные типы моделей, разделяющиеся по основ-
ным системным признакам: 

• физические (натурные) и математические (символьные); 
• одномерные и многомерные; 
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• статические и динамические; 
• детерминированные и стохастические; 
• линейные и нелинейные; 
• дискретные и непрерывные; 
• стационарные и нестационарные; 
• сосредоточенные и распределенные; 
• характеристики типа «вход - выход» и описание в пространстве 

состояний; 
• структурированные и агрегированные; 
• параметрические и непараметрические. 
Физическими являются модели, в которых свойства реального 

объекта представляются характеристиками вещественного объекта 
той же или аналогичной природы. К математическим моделям отно-
сятся те, в которых для описания характеристик объекта используют-
ся математические конструкции. В дальнейшем будем рассматривать 
только математические модели. 

Одномерными называют объекты, имеющие один вход и один 
выход, многомерные (многосвязные) объекты имеют несколько вхо-
дов и несколько выходов. 

Объект называется динамическим, если его выходное воздейст-
вие зависит не только от входного воздействия в текущий момент 
времени, но и от предыдущих значений входа. Это означает, что объ-
ект обладает инерционностью (памятью). Математические модели 
динамических объектов задают его поведение во времени.  

Объект называется статическим, если его реакция на входное 
воздействие не зависит от предыстории, от поведения системы в 
прошлом, а также от предыдущих значений входа. Статические сис-
темы обладают мгновенной реакцией на входное воздействие. Стати-
ческие модели описывают процессы, не изменяющиеся во времени, 
т.е. поведение объекта в установившихся режимах.  

Объект называется детерминированным, если его выходное воз-
действие однозначно определяется структурой объекта и входными 
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воздействиями и не зависит от неконтролируемых случайных факто-
ров. В реальных условиях наблюдаемые выходные сигналы изменя-
ются не только под воздействием наблюдаемых входов, но и из-за 
многочисленных ненаблюдаемых случайных помех. Если эти помехи 
малы или отсутствуют, то систему можно считать детерминирован-
ной. Система, в которой случайные помехи оказывают существенное 
влияние на выходные переменные, называется стохастической. Сто-
хастическая (вероятностная) модель отражает воздействие случайных 
факторов, поэтому между входными и выходными переменными су-
ществует не однозначная функциональная зависимость, а вероятно-
стная. Обычно переменные состояния стохастического объекта оце-
ниваются в терминах математического ожидания, а входные воздей-
ствия - вероятностными законами распределения. 

Объект называется линейным, если для него справедлив принцип 
суперпозиции, т.е. реакция объекта на линейную комбинацию (су-
перпозицию) двух входных воздействий равна той же самой комби-
нации реакций данного объекта на каждое из воздействий:  

( ) ( ),)()())()(( 2121 tuftuftutuf βαβα +=+    (2.1) 
где )(1 tu  и )(2 tu  - входные воздействия; α и β  - произвольные коэф-
фициенты. В противном случае объект считается нелинейным.  

Объект называется непрерывным, если состояния его входных и 
выходных воздействий изменяется или измеряется непрерывно в те-
чение определенного промежутка времени. Объект называется дис-
кретным , если состояние его выходов и входов определено лишь в 
дискретные моменты времени. Для описания дискретных систем ис-
пользуются решетчатые функции, являющиеся аналогами непрерыв-
ных функций, и разностные уравнения, являющиеся аналогами диф-
ференциальных уравнений. 

Объект называется стационарным, если его реакция на одинако-
вые входные воздействия не зависит от времени приложения этих 
воздействий, т.е. параметры такого объекта не зависят от времени. В 
противном случае говорят, что объект нестационарен .  
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Объект называется объектом с сосредоточенными параметрами, 
если его входные и выходные величины зависят только от времени 
(только от одной переменной). Модели объектов с сосредоточенными 
параметрами содержат одну или несколько производных по времени 
от переменных состояния и представляют собой обыкновенные диф-
ференциальные уравнения. Математическая модель переходных про-
цессов в объекте наряду с дифференциальным уравнением содержит 
также дополнительные условия однозначности - начальные условия. 

Объект называется объектом с распределенными параметрами, 
если выходная величина зависит от нескольких переменных - от вре-
мени и от пространственных координат. Такая ситуация обычно име-
ет место, когда исследуемая характеристика объекта, например, тем-
пература, концентрация вещества и т.п., распределена в некотором 
объеме. В этом случае математическая модель объекта содержит ча-
стные производные и описывает как динамику процесса во времени, 
так и распределенность характеристики в пространстве. Математиче-
ская модель процессов в распределенном объекте включает диффе-
ренциальное уравнение в частных производных, начальные условия и 
граничные условия. Примером такой модели может служить волно-
вое уравнение, модель диффузии или теплопроводности: 
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где ),( txQ  - функция состояния одномерного объекта с распределен-
ными параметрами; ],[ 10 xxx∈ ; a и f – заданные коэффициент и 
функция соответственно. 

Характеристиками типа «вход - выход» являются определенные 
операторы, связывающие поведение выходной величины объекта со 
входной, например, передаточная, переходная, весовая функции. 

Модели пространства состояний описывают динамическое пове-
дение системы с n степенями свободы, характеризующейся n коорди-
натами, называемыми координатами состояния. Такими координата-
ми, например, являются значения функции и ее n-1 производных в 
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произвольный момент времени. Они составляют n-мерный вектор, 
полностью определяющий состояние системы в любой момент вре-
мени в n-мерном пространстве состояний или фазовом пространстве. 
Координаты вектора состояния, в отличие от векторов входных и вы-
ходных величин, в общем случае, являются абстрактными математи-
ческими характеристиками, физическая природа которых несущест-
венна. Координаты вектора состояния, а также структура и значения 
коэффициентов уравнений состояний зависят от выбора базиса в фа-
зовом пространстве. Конкретный вид уравнений в пространстве со-
стояний приведен ниже для линейных и нелинейных систем. 

Структурированная модель является представлением математи-
ческой модели всей системы, в целом, как совокупности относитель-
но более простых моделей отдельных элементов и блоков объекта, 
соединенных между собой посредством связей. Она характеризует 
как физические, так и технические аспекты построения системы 
управления и позволяет исследовать процессы, происходящие как во 
всей системе в целом, так и в отдельных ее элементах. Таким обра-
зом, структурированная модель системы управления представляет 
совокупность ряда взаимосвязанных математических моделей от-
дельных звеньев. В такой модели, последовательно исключая из рас-
смотрения все внутренние переменные, являющиеся входными или 
выходными сигналами внутренних звеньев, можно найти дифферен-
циальное уравнение, описывающее взаимосвязь входной и выходной 
величин системы и являющееся, по сути, агрегированной моделью. 
Агрегированная модель описывает функциональные взаимосвязи ме-
жду входными и выходными величинами без учета внутренней 
структуры и взаимосвязей в системе. 

Параметрические модели описываются заданными в явной форме 
аналитическими зависимостями, содержащими параметры, подлежа-
щие идентификации. Эти зависимости представляют собой парамет-
рические модели конечной размерности, например дифференциаль-
ные уравнения определенного порядка, модели в пространстве со-
стояний. Параметрами являются численные значения величин, опре-
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деляющих выход модели (например, значения коэффициентов обык-
новенных дифференциальных уравнений, начальных условий, коэф-
фициентов передаточных функций). Методами параметрической 
идентификации определяются неизвестные коэффициенты уравнения 
объекта или передаточной функции. 

Непараметрические модели сводятся к описанию преобразований 
сигналов пространства входов в элементы пространства выходов. В 
этом случае модель объекта определяется оператором преобразова-
ния функций входных сигналов в функции выходных величин. Непа-
раметрическими моделями являются весовые функции, передаточные 
функции, (если заранее не задано число коэффициентов), корреляци-
онные функции, спектральные плотности, ряды Вольтерра. Напри-
мер, для модели в виде весовой функции, связь между входными и 
выходными сигналами для линейных объектов задается с помощью 
интеграла свертки (интеграла Дюамеля): 

,)()()()()(
00

ττττττ dtwudtuwty −=−= ∫∫
∞∞

   (2.3) 

где )(tw  - импульсная переходная (весовая) функция объекта, являю-
щаяся непараметрической моделью линейного динамического объек-
та. 

Методы непараметрической идентификации используются для 
определения временных или частотных характеристик объектов. По 
полученным характеристикам далее можно определить передаточную 
функцию или уравнения объекта. Параметрические модели могут 
приводить к большим ошибкам, если порядок модели не соответству-
ет порядку объекта. Преимущество непараметрических моделей со-
стоит в том, что они не требуют явного знания порядка объекта. Од-
нако, в этом случае описание является, по существу, бесконечномер-
ным.  
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2.2 Статические модели  
Статическая характеристика объекта – это зависимость между 

входными и выходными сигналами в установившемся режиме. Ана-
литически, в общем случае, уравнение модели статического объекта 
имеет вид нелинейной функции многих переменных:  

( ).ufy =        (2.4) 
Во многих практических случаях общую нелинейную функцию 

(2.4) удается параметризовать некоторым вектором a , тогда эта зави-
симость принимает вид  

( ),,aufy =      (2.5) 
и задача идентификации сводится к определению неизвестных пара-
метров a . Частным случаем параметрических моделей [57] являются 
модели, линейные относительно оцениваемых параметров:  

,)(0 ∑+=
i

ii ufaay (2.6)

где ),...,()( 21 nii uuufuf =  - заданная система векторных линейно неза-
висимых функций. 

Моделью статического линейного многомерного объекта с n 
входами и m выходами является система линейных алгебраических 
уравнений 
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где ija  - неизвестные параметры модели, подлежащие определению. 

В векторной форме система (2.7) имеет вид  
Аuay += 0 ,      (2.8) 

где u и y - вектора входных и выходных воздействий; 0a  и A - соот-
ветственно вектор и матрица коэффициентов модели, подлежащие 
идентификации.  
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Для моделей статических объектов часто применяют разложения 
по ортогональным семействам функций на заданном интервале на-
блюдения, где в качестве ортогональных полиномов, применяются 
полиномы Фурье, Чебышева, Лагерра и др. [40, 57]. 
 

2.3 Линейные динамические непрерывные параметрические мо-
дели  

Линейные динамические непрерывные модели в теории управле-
ния могут быть заданы в следующих формах [6, 18]: 
а) Обыкновенные дифференциальные уравнения n-го порядка 
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m ++=      (2.9) 

где mjniba ji ,...1,0;,...1,0,, == - параметры модели, подлежащие 

идентификации. Для большинства реальных физически реализуемых 
систем управления nm ≤ . 

Для описания конкретного переходного процесса к дифференци-
альному уравнению (2.9) добавляются условия однозначности – на-
чальные условия, - задающие значения выходной величины и ее 1−n  

производных в нулевой момент времени .1,...1,0,)0(
−= ni

dt
yd

i

i

  

б) Передаточные функции 
Если к дифференциальному уравнению (2.9) задать нулевые на-

чальные условия, то, применяя преобразование Лапласа, получают 
передаточную функцию линейного объекта в следующем виде: 

,
)(
)()(

0

0

∑

∑

=

=== n

i

i
i

m

i

i
i

pa

pb

pu
pypW     (2.10) 

где p - комплексная переменная – параметр преобразования Лапласа. 
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 При описании объектов, обладающих транспортным запаздыва-
нием τ , в общем случае, дифференциальное уравнение (2.9) прини-
мает вид: 

 =−++
−

+
−

−

−

− )(...)()(
01

1

1 τττ tya
dt

tyda
dt

tyda n

n

nn

n

n  

 ),(...)(
0 tub

dt
tudb m

m

m ++=      (2.11) 

а передаточная функция, соответственно, определяется выражением: 
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в) Уравнения в пространстве состояний 
Динамические процессы, наряду с дифференциальным уравнени-

ем n-го порядка (2.9), также можно описать системой n обыкновен-
ных дифференциальных уравнений первого порядка: 

.,...2,1,
1 1

niubya
dt
dy n

j

m

j
jijjij

i =+= ∑ ∑
= =

    (2.13) 

Вводя в описание вектор состояний системы, представим модель 
в пространстве состояний в следующей матричной форме: 

,)()()()()(

,)(),()()()( 000

tutDtxtCty

ttxtxtutBtxtA
dt

xd

+=

≥=+=

  
(2.14) 

где [ ]Tn txtxtxtx )(...)()()( 21=  - вектор состояний размерностью 
n; [ ])(...)()()( 21 tutututu m=  - вектор входов размерностью m; 

[ ]Tp tytytyty )(...)()()( 21=  - вектор выходов размерностью p ; 

)(tA – матрица динамики системы размерностью [ ]nn× ; )(tB  – рас-
пределительная матрица размерностью [ ]mn× ; )(tC  – выходная мат-
рица (матрица наблюдений) размерностью [ ]np× ; )(tD – матрица 
«вход-выход» размерностью [ ]mp× . 
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Наиболее распространенной формой математической модели ли-
нейной динамической системы в пространстве состояний является 
система двух векторных уравнений (2.14). Первое уравнение - диф-
ференциальное - задает поведение системы во времени, второе - ал-
гебраическое – устанавливает связь выходной величины с вектором 
состояний и со входом.  

С учетом воздействия внешней среды, при наличии входной ад-
дитивной помехи )(tv  и погрешностей измерения )(tη  базовая фор-
мулировка модели имеет вид: 

),()()()()()(

;;)();()()()()()( 000

ttutDtxtCty

ttxtxtvtVtutBtxtA
dt

xd

η++=

≥=++=

 
(2.15) 

где, помимо рассмотренных ранее обозначений, также присутствуют: 
)(tv – k -мерный вектор случайных воздействий - помех; )(tV  - 

матрица размерностью ][ kn× , описывающая канал прохождения по-
мехи; )(tη – p - мерный вектор шумов измерения. 

Воздействия )(tv  и )(tη , как правило, полагаются гауссовскими 
случайными процессами в виде белого шума. 

Рассмотренная модель (2.15) может быть представлена следую-
щей структурной схемой в пространстве состояний: 
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Рисунок 2.1 

Структурная схема линейной динамической системы в пространстве 
состояний при учете воздействий внешней среды 

∫  – матричный интегратор 

 
Если матрицы )(),(),(),( tDtCtBtA  не зависят от времени t, то сис-

тема называется стационарной. 
Если часть входного воздействия )(tu  пропорционально поступа-

ет на выход системы, т.е. 0)( ≠tD , то система называется несобст-
венной. В динамических системах практически всегда 0)( =tD . Такая 
система называется собственной или строго реализуемой.  
 

2.4 Линейные динамические дискретные параметрические моде-
ли  

Линейные динамические дискретные модели могут принимать 
следующий вид [3, 11, 13, 26, 42, 52, 72]: 
а) Обыкновенные разностные уравнения  

Универсальной характеристикой для дискретных моделей являет-
ся разностное уравнение n-го порядка, где используется понятие раз-
ности как аналога понятию производной для непрерывных моделей: 

=−++−+ )(...)1()( 10 nkyakyakya n  
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),(...)1()( 10 mkubkubkub m −++−+=     (2.16) 
где )(),( kuky  - значения выходной и входной величин в k-ый момент 
времени ...2,1=k  
б) Дискретные передаточные функции  
 Применяя оператор сдвига во времени z, задаваемый соотно-
шением )()( kyziky i=+  к конечно-разностному уравнению (2.16), 
получают операторную форму дискретной модели: 
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10 kuzbzbbkyzazaa m
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−−−− ++=++   (2.17) 

Из (2.17) при нулевых начальных условиях можно получить дис-
кретную передаточную функцию линейной системы, представляю-
щую отношение z-изображений сигнала на входе к сигналу на выхо-
де: 
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где, как и для передаточной функции непрерывной системы, обычно 
должно выполняться условие mn ≥ . 

Применяется запись передаточной функции в матричной форме  
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Учет запаздывания в объекте управления приводит к появлению 
задержки в управляющем сигнале на d периодов квантования в раз-
ностных уравнениях  

=−++−+ )(...)1()( 10 nkyakyakya n  
)()...1()( 10 mdkubdkubdkub m −−+−−+−=    (2.20) 

и в передаточных функциях 
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в) Уравнения в пространстве состояний  
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Используя для описания динамики дискретного объекта дискрет-
ные переменные состояния, образующие n - мерный вектор состояния 

[ ]Tn kxkxkxkx )(...)()()( 21= , получают описание объекта в про-
странстве состояний в следующей векторно-матричной форме: 

,][][][][][
;;][];[][][][]1[ 000

kukDkxkCky
kkxkxkukBkxkAkx

+=
≥=+=+

  (2.22) 

где pm RkyRku ∈∈ ][,][ , матрицы ][],[],[],[ kDkCkBkA  имеют раз-
мерности [ ]nn× , [ ]mn× , [ ]np×  и [ ]mp×  соответственно. 

Структурное представление модели (2.22) приведено на рисунке 
2.2. 

 
 

Рисунок 2.2 
Дискретная модель объекта в пространстве состояний 

 
б) Авторегрессионные модели со скользящим средним  

При анализе стохастических систем исходные данные являются 
результатом цифровой обработки отдельных реализаций случайного 
процесса. В соответствии с этим, в современной теории цифровых 
систем получили широкое распространение цифровые параметриче-
ские стохастические модели авторегрессии и скользящего среднего 
(АРСС-модели). Эти модели используются для изучения временных 
рядов, определения статистических характеристик этих рядов и ши-
роко применяются в управлении, экономике, при обработке звуковых 
сигналов [4, 12, 15, 28, 53]. Они достаточно просты, удобны в приме-
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нении и обычно содержат небольшое число параметров, необходи-
мых для процедуры оценивания. 

При использовании АРСС-моделей предполагают, что система 
подвержена влиянию внешних помех типа белого шума )(ke , дейст-
вие которых можно отобразить аддитивной случайной составляющей 
выходного сигнала )(ky , соответствующей прохождению белого 
шума через фильтр с некоторой передаточной функцией 

)(
)()( 1

1
1

−

−
− =

zC
zDzWф  [25, 26, 27, 49]. Структурная схема такой модели мо-

жет быть представлена в следующей форме: 

 
 

Рисунок 2.3 
Структурная схема полной модели дискретного объекта управления 

 
Рисунок 2.3 отвечает полной модели дискретного объекта управ-

ления с запаздыванием с учетом шума измерений, которой соответст-
вует следующая символьная форма: 
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При решении задачи идентификации в такой постановке наряду с 
параметрами объекта )(),( 11 −− zBzA  определению также подлежат 
параметры модели фильтра помехи )(),( 11 −− zDzC  (его передаточной 
функции), что зачастую приводит к сложностям вычислительного ха-
рактера. Поэтому часто в практике идентификации используют более 
простую усеченную модель фильтра, в которой в качестве канала 
прохождения помех используется звено с передаточной функцией 
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вида 
)(
)(

1

1

−

−

zA
zD  или 

)(
1

1−zA
. Такое упрощение позволяет уменьшить раз-

мерность задачи, и тем самым упростить методику ее решения. В 
этом случае усеченная модель для одномерного стохастического объ-
екта без запаздывания с передаточной функцией фильтра, равной 

)(
)(

1

1

−

−

zA
zD , имеет вид: 

)()()()()()( 111 zеzDzuzBzyzA −−− +=    (2.24) 
или в развернутой форме записи 

+−+=−+−+ )1()()(.......)1()( 1010 kubkubnkyakyakya n  

),(...)1()()(... 1 pkedkedkemkub pm −++−++−++   (2.25) 

где p- число оцениваемых параметров шума; )(ke - дискретные зна-
чения процесса типа белого шума с единичной дисперсией в k-ый 
момент времени.  

При использовании в качестве фильтра помехи звена с переда-

точной функцией 
)(

1
1−zA

, получается АРСС-модель следующего вида: 

)()()()()( 11 zеzuzBzyzA += −−    (2.26) 
или 

=−++−+ )(...)1()( 10 nkyakyakya n  
).()(...)1()( 10 kemkubkubkub m +−++−+=   (2.27) 

Частными случаями АРСС-моделей (2.26), (2.27) являются сле-
дующие:  
при 0=m  имеем модель авторегрессии (АР): 

)()()(.......)1()( 010 kekubnkyakyakya n +=−+−+   (2.28) 
 или  

).()()()( 1 zеzbuzyzA +=−     (2.29) 
При 0=n  получается модель скользящего среднего (СС):  

)()()........1()()( 100 kemkubkubkubkya m +−−+=   (2.30) 
или 

).()()()( 1 zеzuzBzay += −     (2.31) 
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Отметим, что цифровые модели авторегрессии также использу-
ются для моделирования помехи при преобразовании последователь-
ности типа белого шума в случайные последовательности с заданны-
ми характеристиками. В общем случае, беря за основу уравнение 
(2.23), получают АРСС - модель случайных помех в измерениях:  

),(
)(
)()()()( 1

1
1 ze

zC
zDzezWzv ф −

−
− == (2.32)

где )(ze  - белый шум с единичной дисперсией; )(zv  - коррелирован-
ный (цветной) шум. 

 Из (2.32) по аналогии (2.28) - (2.31) могут быть получены част-
ные случаи АР – или СС – моделей помех в измерениях.  

 

2.5 Нелинейные динамические модели  
Класс нелинейных динамических систем по сравнению с линей-

ными значительно шире, т.к. в этих системах протекают многообраз-
ные явления и процессы, нехарактерные для линейных систем. 
Вследствие этого для описания таких систем становится неприменим 
математический аппарат теории линейных систем. Поэтому при ре-
шении задачи получения математических моделей нелинейных сис-
тем используются следующие два основных подхода [64]. Один под-
ход заключается в получении приближенного математического опи-
сания линеаризованной модели, в определенном смысле эквивалент-
ной исходной нелинейной модели, с помощью методов линеариза-
ции: гармонической, статистической, малых приращений. Наиболее 
применим такой подход для объектов, имеющих гладкие характери-
стики, и процессов, протекающих при небольших отклонениях и воз-
мущениях относительно номинальных режимов функционирования. 

При втором подходе математическая модель рассматривается как 
существенно нелинейная. В этом случае наиболее распространенны-
ми видами моделей являются следующие. 

а) Нелинейные дифференциальные уравнения. 
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Для непрерывного одномерного объекта управления связь между 
входным и выходным сигналами записывается, в общем виде, неяв-
ным выражением: 

,0),......,,,,....,,( )()( =mn uuuuyyyyF &&&&&&    (2.33) 
где F - некоторый нелинейный оператор )1( ++ mn  аргумента, кото-
рый требуется идентифицировать. Если возможно, то проводится па-
раметризация нелинейной модели (2.33) на основе структурирования 
F с введением некоторого вектора параметров iβ : 

,0),.....,,,......,,,....,( 21
)()( =l

mn uuuyyyF βββ&&     (2.34) 
где lii ...1, =β  - параметры модели. 

В этом случае задача идентификации сводится к определению 
оператора F и к оцениванию его вектора параметров lii ...1, =β . 

Для нелинейного дискретного объекта строятся аналогичные не-
линейные разностные уравнения. 

б)Модели Гаммерштейна. 
 Такие модели нелинейных инерционных объектов строятся в 

предположении, что нелинейность и инерционность объекта можно 
разделить и представить объект в виде последовательной комбинации 
двух звеньев: нелинейного безынерционого и динамического линей-
ного. Модели «вход-выход» для таких объектов в одномерном ста-
ционарном случае могут иметь два варианта описания:  

[ ]∫
∞

−=
0

)()()( τττ dtuFwty       (2.35)  

или 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫

∞

0
)()()( τττ dtuwFty      (2.36)  

где )(tw  - импульсная переходная функция линейного звена; )(uF  - 
статическая характеристика нелинейного звена. 

Структурное представление моделей объекта для каждого из ва-
риантов описания приведено на рисунке 2.4. 



 40

 
а 

 
б 

Рисунок 2.4. 
Структурная схема модели Гаммерштейна при описании вида (2.35) –(а) 

 и вида (2.36) –(б). 
 

в) Разложение Вольтерра. 
При данном способе описания зависимость между входом )(tu  и 

выходом )(ty  представляется рядом [17, 41] 

∫ ∫ ∫ +−−+−=
t t t

ddtutuwdtuwty
0 0 0

21212121 ,...)()(),()()()( τττττττττ
 

(2.37) 

где ),,(),,(),( 32132121 ττττττ www  - обобщенные весовые функции (яд-
ра) i – го порядка. Такой ряд (2.37) носит название ряда Вольтерра. 
Разложение в ряд Вольтерра является непосредственным обобщением 
линейной модели в форме интеграла свертки на нелинейные объекты. 
Задача идентификации при этом состоит в определении обобщенных 
весовых функций ,...2,1),,...,( 21 =itttw ii . Для нестационарного объекта 
ядра будут зависеть от t.  

г) Описание в пространстве состояний. 
В общем случае, уравнения состояния для конечномерных непре-

рывных систем записываются в следующем виде: 

).),(),(()(

;;)();),(),(( 000

ttutxgty

ttxtxttutxf
dt
dx

=

≥==

   
(2.38) 
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Первое уравнение – уравнение состояния - описывает изменение 
состояния системы во времени в зависимости от начального условия 
в момент времени 0t  и входного воздействия )(tu . Второе уравнение – 
уравнение выхода - устанавливает связь между текущими значениями 
состояния и входа, с одной стороны – и выхода )(ty  - с другой. 

В общем случае в уравнениях (2.38) определению подлежат не-
линейные функции f и g . При возможности их параметризации неко-
торым вектором параметров β , описание системы принимает вид:  
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(2.39) 

и определению подлежит вектор неизвестных параметров β . 
Уравнения пространства состояний для дискретных нелинейных 

объектов при параметризации нелинейных функций вектором β  
имеют вид: 
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(2.40) 

Представление в пространстве состояний особенно удобно для 
многомерных объектов. Для нестационарных объектов необходимо 
ввести зависимость вектора β  от времени.  

 

3 Методы непараметрической идентификации линейных детер-
минированных объектов 
 

Безразлично, будешь ли ты наблюдать чело-
веческую жизнь в течение сорока лет или 
же десяти тысяч лет. Ибо что увидишь ты 
нового? 

Марк Аврелий 

 3.1 Общий подход к методам непараметрической идентификации 
Рассмотрим методы непараметрической идентификации [9, 10, 

19, 60, 61, 64], основанные на экспериментальном определении час-
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тотных и временных характеристик стационарных линейных динами-
ческих систем. Такие способы требуют особо «чистых» условий экс-
перимента (низкого уровня помех), либо значительного времени экс-
периментирования с системой, а также специальных входных воздей-
ствий. Эти методы являются методами активной идентификации и 
поэтому малоэффективны в режиме нормального функционирования 
объекта или в замкнутом контуре. Кроме того, свойством линейности 
и стационарности обладают лишь немногие объекты. Поэтому дан-
ные методы используются, в основном, для идентификации динами-
ческих объектов в окрестностях некоторых стационарных невозму-
щенных состояний - идентификация в «малом». В соответствии с 
этим далее предполагается, что связь между входными и выходными 
переменными объекта задается линейным уравнением, при этом вы-
ходная переменная изменяется только под воздействием наблюдае-
мых входных сигналов, а какие-либо ненаблюдаемые помехи отсут-
ствуют, или их влиянием можно пренебречь. 

Уравнения связи между выходными и входными переменными 
могут быть записаны в различных формах. При идентификации объ-
ектов во временной области наиболее универсальными формами яв-
ляются дифференциальные уравнения (2.9) и передаточные функции 
(2.10). Также широко используется интеграл свертки (2.3). При иден-
тификации в частотной области используются частотные характери-
стики в различных формах: амплитудно-фазовые, амплитудно-
частотные, фазо-частотные и другие. 

Для получения достоверных результатов при использовании ме-
тодов непараметрической идентификации необходим режим актив-
ной идентификации, т.е. требуется подавать на вход объекта специ-
ально сформированные тестовые воздействия. Имеется большой вы-
бор тестовых сигналов. Чтобы правильно подобрать оптимальный 
тестовый сигнал, обеспечивающий получение требуемой информа-
ции с заданной точностью за минимальное время, необходимо обла-
дать достаточной априорной информацией о системе. Выбор вида 
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входного сигнала исследуется в задачах по оптимизации методов 
планирования экспериментов [45, 46].  

При описании объекта во временной области удобно использо-
вать непериодические - импульсные, ступенчатые и другие тестовые 
сигналы, а в частотной – соответственно, периодические - синусои-
дальные, косинусоидальные сигналы. 
 

3.2 Идентификация с использованием переходных характеристик 
Широкое распространение получили методы идентификации де-

терминированных объектов путем определения аналитического вы-
ражения переходной характеристики )(th  по экспериментально по-
лученной реакции объекта при ступенчатом изменении управляюще-
го воздействия на входе 

),(1)( tctu =       (3.1) 
где )(1 t - функция единичного скачка: 

⎩
⎨
⎧

≥=
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,0,1)(1
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tt  

(3.2)

с – интенсивность сигнала. 
В реальных условиях часто наблюдаются сигналы управления и 

реакции систем, являющиеся реализацией некоторого частного реше-
ния при определенном входном сигнале. В дальнейшем, аппроксими-
ровав аналитическим выражением полученные реализации, можно 
построить дифференциальное уравнение заданной структуры, пере-
даточную функцию или частотную характеристику объекта. 

Одним из наиболее применяемых способов определения коэффи-
циентов дифференциального уравнения (или параметров передаточ-
ной функции или частотной характеристики объекта) является метод, 
основанный на аппроксимации экспериментально полученной функ-
ции )(th  решением линейного дифференциального уравнения 
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  )(...)(
0 tub

dt
tudb m

m

m ++=     (3.3) 

с постоянными коэффициентами и нулевыми начальными условиями, 
где входное воздействие u(t) задается в виде единичной ступенчатой 
функции. 

Фактически, реальные системы характеризуются пространствен-
ной протяженностью с характеристиками, распределёнными в про-
странстве, то есть являются объектами с распределёнными парамет-
рами. Следовательно, точная аппроксимация )(th  для таких объектов 
решением уравнения (3.3) возможна лишь при ∞→mn, . В этом 
случае точное решение уравнения (3.3) определяется суммой беско-

нечного числа экспоненциальных составляющих типа t
i

iec α− , где ic  
- произвольные постоянные, iα - вещественные или комплексные 
числа. Физически, распределённость параметров объекта проявляет-
ся, в целом, в медленном изменении функции )(th  в начальный мо-

мент времени t. Поэтому большое число составляющих типа t
i

iec α−  
необходимо для аппроксимации лишь начального участка )(th . При 
больших временах t с увеличением номера i составляющих решения 
модуль экспоненты iα  стремится к бесконечности, и эти составляю-

щие не оказывают заметного действия на )(th . В этом случае началь-
ный участок можно аппроксимировать введением чистого запаздыва-
ния. 

Для описания переходных функций объектов разных классов раз-
работаны соответствующие методы.  

Для переходных функций, имеющих гладкий неколебательный 
характер, применяется подход, заключающийся в последовательном 
приближении экспериментальной переходной характеристики реше-
нием дифференциального уравнения порядка n с правой частью типа 
«ступенчатая функция» [8, 50]: 

,)(
1

0 ∑
=

−−≅
n

i

t
i

ieccth α     (3.4) 
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где )()(0 конthhc ≅∞= . Интервал ],0[ конt  соответствует отрезку време-
ни, на котором задана экспериментальная функция.  

Параметры решения ic  и iα  являются вещественными числами. 
На первом этапе характеристика )(th  аппроксимируется решением 

уравнения первого порядка с функцией tec 1
1

α− , следовательно, вы-
полняется приближенное равенство: 

.)( 1
10

teccth α−−≅      (3.5) 

Далее вводится вспомогательная функция tecthcth 1
101 )()( α−≅−= , 

прологарифмировав модуль которой, получают линейную зависи-
мость tcth 111 ln)(ln α−≅ , откуда находят неизвестные параметры 

переходной функции 1c  и 1α . 
Если аппроксимация является неудовлетворительной, то для на-

хождения параметров 22 ,αc  вводится вторая составляющая решения 

(3.4) 
tec 2

2
α−

, после чего формируется функция 
tt eceсthth 21

2112 )()( αα −− ≅−= , на основе которой вычисляются искомые 
коэффициенты. Процесс аппроксимации )(th  прекращается тогда, 
когда функция 0)( ≅thn  с точностью 2-5% будет совпадать с вели-
чиной )( конth . Знаки переменных интегрирования зависят от знаков 
соответствующих функций )(thi  [50]. Для получения удовлетвори-
тельных результатов идентификации при использовании метода ло-
гарифмирования необходимо, чтобы показатели экспонент iα  суще-
ственно различались между собой. Желательно, чтобы каждый по-
следующий корень отличался от предыдущего в полтора - два раза [8, 
60]. 

Для отыскания аналитических выражений передаточных функций 
на основе экспериментально полученных переходных характеристик 
в инженерных расчетах применяются графические методы [19, 56]. 

Значение времени транспортного запаздывания τ  определяется 
как интервал времени между моментом изменения входного сигнала 
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и началом изменения выходной величины. Далее для объекта, обла-
дающего транспортным запаздыванием, передаточная функция опре-
деляется как произведение двух передаточных функций τpepW −=)(1 , 
соответствующей транспортному запаздыванию и )(2 pW , соответст-
вующей переходной функции )(2 τ−= tYY вых , у которой за начало 
отсчета принимается время τ=t . 

Статический коэффициент передачи объекта определяется соот-
ношением изменения установившегося значения выходного сигнала к 
величине входного воздействия: 

 ,)(

0

0

uu
yyk

в −
−∞

=     (3.6) 

где )(∞y  - установившееся значение выходной величины при подаче 
на вход объекта ступенчатого входного сигнала с уровнем вu ; 0u  и 

0y  - установившиеся значения входного и выходного сигналов до на-
чала проведения эксперимента. 

Постоянные времени могут быть вычислены различными спосо-
бами для объектов разного типа. 

Для инерционного объекта первого порядка постоянная времени 
объекта T  определяется как отрезок времени, за которое переходная 
функция достигает 63% своей установившейся величины. Это следу-
ет из того, что при t=T значение переходной функции приблизитель-
но равно  
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Для величины угла наклона касательной к переходной кривой в нуле-
вой момент времени справедливо соотношение: 
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=    (3.8) 

Отсюда следует, что постоянная времени может быть определена как 
момент времени, в который касательная к переходному процессу в 
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начальной точке траектории пересечет установившееся значение вы-
ходной величины (рисунок 3.1). 

 
Рисунок 3.1 

Графическое определение постоянной времени инерционного объекта 
первого порядка 

 
Апериодический объект второго порядка имеет передаточную 

функцию 
)1)(1(
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pW  и переходную характеристику 
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Tkth . Приближенную идентификацию 

параметров 21,TT  можно провести различными способами в зависи-
мости от объемов необходимых вычислений и построений, например, 
используя следующий подход. Для определения постоянной 1T  на-
чальный участок переходной кривой аппроксимируют линейной за-
висимостью до пересечения с осью ординат, считая процесс аперио-
дическим первого порядка. Беря за начало отсчета точку пересечения 
аппроксимированной кривой и оси ординат, любым из изложенных 
выше методов находят 1T . Постоянную времени 2T  определяют путем 
идентификации начального участка переходной кривой, например, 
находя момент времени, в который разгонная характеристика дости-
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гает приблизительно 37% своего установившегося значения. Коэф-
фициент усиления определяется так же, как и в случае объекта перво-
го порядка. Следует отметить, что данный подход можно использо-
вать только для приближенного отыскания параметров передаточной 
функции, которые в дальнейшем необходимо уточнять. 

 

 
Рисунок 3.2 

Графическое определение параметров 21,TT  инерционного объекта второ-
го порядка 

 
Колебательный объект второго порядка имеет передаточную 

функцию ,
12

)( 22 ++
=

TppT
kpW
ξ

 где 1<ξ , а корнями полинома явля-

ются комплексно сопряженные числа ωαλλ j±=21, . Для определения 
приближенных значений постоянной времени Т и коэффициента 
демпфирования ξ  по переходной характеристике с помощью графи-
ческих методов (рисунок 3.3) можно воспользоваться следующими 
соотношениями: 
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Рисунок 3.3 

Графическое определение параметров ξ,T  колебательного объекта второ-
го порядка 

 
Для идентификации параметров математических моделей типо-

вых динамических объектов возможно также использование других 
методов инженерной идентификации - метод площадей, метод Си-
мою, определение частотных логарифмических характеристик и иных 
[16]. 

При идентификации объектов более высокого порядка следует 
учитывать, что апериодический объект высокого порядка с n различ-
ными постоянными времени может быть аппроксимирован объектом 
n -го порядка с одной постоянной времени τ [19]: 

 .
)1()1)...(1)(1(

)(
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n
n s

k
sTsTsT

ksW
+

≈
+++

=
τ

  (3.10) 

При таком подходе с помощью простых графических построений на 
разгонной характеристике определяются точка перегиба и касатель-
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ная к ней. Специальные таблицы значений beba TTTTn /,/,  для опре-
деления порядка объекта n и усредненной величины постоянной вре-
мени τ  приведены в литературе [19, 64]. 

 
 

 
Рисунок 3.4 

Графические построения для определения параметров апериодического 
объекта высокого порядка 

 

3.3 Идентификация с помощью импульсных переходных харак-
теристик  

Импульсные переходные характеристики )(tw , представляющие 
реакцию объекта при подаче на вход импульса бесконечно малой 
длительности и бесконечно большой амплитуды, взаимно однозначно 

связаны с переходными характеристиками { })()()( 1 pWL
dt

tdhtw −==  и 

также используются для идентификации объекта управления. Про-
цесс идентификации при этом аналогичен процессу идентификации 
по переходной характеристике и проводится по соответствующим 
математическим соотношениям для типовых динамических объектов 
разных классов [19]. 
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На практике точно реализовать импульсное воздействие 
)()( tctu δ=  на вход объекта, близкое по свойствам к идеальному δ-

импульсу 

;
0,

0,0
)(

⎩
⎨
⎧

=∞
≠

=
t

t
τδ   ∫

∞

∞−

= 1)( dttδ    (3.11) 

невозможно, что объясняется техническими причинами. Из-за отли-
чий при реализации входного импульса экспериментально снятая им-
пульсная характеристика отличается от теоретической. На рисунке 
3.5 представлено сопоставление экспериментальной импульсной пе-
реходной характеристики (1) апериодического объекта первого по-

рядка и теоретической (2), построенной по выражению T
t

e
T
ktw

−
=)( . 

 
Рисунок 3.5 

Графическая идентификация по импульсной весовой функции 
 

При идентификации многомерного объекта для определения его 
переходной матрицы )(tW вх

вых  или импульсной переходной матрицы 

выхφ  проводится эксперимент с вхn  циклами, где вхn  - количество 
входов. На каждый из входов объекта последовательно во времени с 
интервалами, превышающими время затухания собственных движе-
ний объекта, подаются ступенчатые воздействия или короткие им-
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пульсы для определения )(tW вх
вых  или выхφ , соответственно. Регистра-

ция реакций на выходах объекта обеспечивает определение всех эле-
ментов искомых матричных функций. 
 

3.4 Влияние аддитивного шума 
В реальных условиях проведения эксперимента сигнал на выходе 

объекта )(ty  наблюдается в условиях наличия различного рода помех 
)(tη , которые ранее условились считать аддитивными 

),()()( ttxty η+=     (3.12) 
где )(tx  - полезный сигнал. 

Характеристиками шума полагаются математическое ожидание 
0)]([ =tM η  и среднеквадратичное отклонение 22 )]([ ση =tM . Шум 

вносит в результаты измерений неопределенность, определенную 
стандартным отклонением σ. Эту неопределенность можно умень-
шить путем повторения экспериментов несколько раз [8, 74]. Рас-
смотрим проведение серии из k экспериментов, последовательно на-
чинающихся в моменты времени kttt ,...,, 21 . Найдем значения выход-
ных сигналов, зафиксированных через время τ  после начала каждого 
испытания: 

)()()( τηττ +++=+ iii ttxty    (3.13) 
или 

iii xy η+= , .,...2,1 ki =     (3.14) 
Среднее значение выходной величины по k испытаниям находит-

ся как: 

.1)(11
1 11
∑ ∑∑
= ==

+=+==
k

i

k

i
i

k

i
iiik k

xx
k

y
k

y ηη  (3.15) 

Считая детерминированную составляющую сигнала постоянной во 
всех испытаниях, получаем, что математическое ожидание среднего 
значения зашумленного сигнала равно его истинному значению, а 
среднеквадратичное отклонение уменьшается в k раз: 
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;][ xyM k =  .])[(
2

2

k
xyM k

σ
=−   (3.16) 

Отметим, что этот результат справедлив только для некоррелируемых 
шумов. 

 Для выделения полезного сигнала широкое распространение по-
лучили методы, основанные на применении различных способов 
сглаживания по одной реализации переходного процесса [8, 64]. 

 Рассмотрим метод сглаживания на основе скользящего усредне-
ния. Он заключается в последовательном усреднении эксперимен-
тальных данных )(ty  на некотором интервале Т в окрестности теку-
щего значения времени t. Сглаживание осуществляется по формуле: 

∫
+

−

=
2/

2/
)(1)(

Tt

Tt
dy

T
ty ττ) .   (3.17) 

Для дискретных сигналов усреднение на некотором интервале 
времени tmΔ  выполняется по формуле: 

,
1

1
0

2/ ∑
=

++ +
=

m

k
kjmj y

m
y)    (3.18) 

где Njyy jj ...1,0,, =)  - соответственно истинное значение переход-

ного процесса в j -ый момент времени и его оценка, полученные при 
дискретизации с интервалом 

....1,0;1 Njconstttt jj ==−=Δ −   (3.19) 

 
Пример 3.1  
 Рассмотрим задачу сглаживания зашумленной переходной функции 

объекта с передаточной функцией 
11536

25)( 2 ++
=

pp
pW . 

 
s1=tf([25],[36 15 1])% непрерывная передаточная функция объекта 
T_end=60;% интервал измерений 
dt=0.2;% шаг дискретизации 
t=0:dt:T_end;% массив дискретного времени 
N=length(t);% размер выборки 
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u=ones(N,1);% моделирование единичного входного воздействие 
v=randn(N,1); % моделирование помехи 
y=lsim(s1,u,t)+v;% моделирование выходного воздействия с учетом адди-
тивной выходной помехи 
m=10; % задание числа точек для усреднения 
h(1)=y(1); 

for i=2:m % ycpeднение начального участка 
del=i-1; 
 h(i)=sum(y(1:i+del))/( 2*del+1); 

 end; 
 for i=m+1:N-m % основной алгоритм ycpeднения «скользящим сред-
ним» 

 h(i)=sum(y(i-m:i+m))/(2*m+1); 
 end; 
for i=N-m+1:N % ycpeднение конечного участка 

del=N-i; 
h(i)=sum(y(i-del:N))/( 2*del+1); 

end; 
plot(t,y,':b',t,h,'-b'); 
grid; 
 

Полученные результаты представлены на рисунке 3.6. 
 

 



 55

0 10 20 30 40 50 60
-5

0

5

10

15

20

25

30

Время, с

h(
t)

1

2

 
Рисунок 3.6 

Зашумленная (1) и сглаженная (2) переходные характеристики объекта 
 

Графическое представление результатов сглаживания переходной 
характеристики в условиях действия аддитивной помехи при задан-
ном числе точек усреднения 10=m  показывает (рисунок 3.6) удов-
летворительное качество рассмотренного алгоритма усреднения. 

Приведенный алгоритм усреднения реализует сглаживание про-
цесса линейным фильтром с длиной памяти tmT Δ=  и амплитудно-
фазовой частотной характеристикой вида: 

.
2

sin2)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

Δ
=

tm
tm

jWф
ω

ω
ω    (3.20) 

В этом случае необходимо правильно выбрать величину выборки 
m , т.к. при небольшом значении m  рассмотренный алгоритм дает 
оценки, близкие к истинным, но процесс сглаживания имеет худшее 
качество, а с увеличением m  алгоритм лучше сглаживает, но увели-
чивается смещение оценок. 

Следует заметить [64], что получаемые при таких процедурах ус-
реднения оценки )(ty)  всегда являются смещенными, т.к. любая про-
цедура сглаживания соответствует прохождению зашумленного сиг-
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нала через некоторый фильтр, отделяющий низкочастотный полез-
ный сигнал от более высокочастотной помехи.  

 

 
Рисунок 3.7 

Частотная характеристика фильтра )(ф ωjW  и частотные спектры полезно-

го сигнала )(сп ωS  и помехи )(п ωS  

  
На рисунке 3.7. приведена графическая интерпретация процесса 

фильтрации полезного сигнала со спектром )(сп ωS  и высокочастот-

ной помехи со спектром )(п ωS  низкочастотным фильтром с характе-
ристикой )(ф ωjW . При малой полосе пропускания фильтра помеха 

лучше отфильтровывается, но подавляется и часть полезного сигнала. 
При большой полосе пропускания, наоборот, сохраняется спектр по-
лезного сигнала, но и воздействие помехи становится большим. Это 
приводит к смещению оценок отфильтрованного сигнала относитель-
но полезного. 

Также часто используются и другие методы сглаживания – метод 
сглаживания четвертыми разностями, метод сглаживания с использо-
ванием разложения в ряд Фурье, разложения с использованием поли-
номов Чебышева [8, 64]. Применение рядов Фурье и полиномов Че-
бышева дает лучшее качество, но и требует значительно больших 
объёмов вычислений. 
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3.5 Идентификация объектов с помощью частотных характери-
стик 

Частотный метод идентификации линейных систем основан на 
работах Найквиста и Боде и использует в качестве исходной частот-
ные или спектральные характеристики.  

Частотная характеристика объекта может быть представлена со-
вокупностью амплитудно-частотной характеристики )(ωA , представ-
ляющей зависимость отношения амплитуд гармонических сигналов 
на входе и выходе объекта от частоты колебаний в установившемся 
режиме и фазо-частотной характеристики )(ωϕ , отражающей зави-
симость сдвига фаз между входными и выходными гармоническими 
сигналами от частоты. Частотные характеристики динамических объ-
ектов, как правило, определяются в режиме активного эксперимента 
подачей на вход объекта гармонического сигнала, частота которого 
изменяется в определенном диапазоне, и регистрации выходной ре-
акции. 

Для линейного стационарного объекта вход-выходное соотноше-
ние определяется через частотную передаточную функцию: 

),()()( ωωω jujWjy =     (3.21) 

где { } ∫
∞

∞−

−== dtetutuFju tjωω )()()(  - частотный спектр (преобразо-

вание Фурье) входного сигнала объекта; { })()( tyFjy =ω  - частотный 
спектр выходного сигнала; { })()( twFjW =ω  - частотная передаточ-
ная функция объекта.  

Из (3.21) следует, что частотную характеристику объекта 

)(
)()(

ω
ωω

ju
jyjW =  можно найти экспериментальным путем на основе 

частотных спектров измеренных входных и выходных сигналов )(tu  
и )(ty . Основной сложностью при таком подходе является невозмож-
ность формирования входного воздействия )(tu , частотный спектр 
которого был бы непрерывным на бесконечном интервале изменения 
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частот ω . Частотная характеристика объекта )( ωjW  также должна 
быть непрерывной во всей полосе частот, что обеспечить технически 
практически невозможно. Поэтому, вследствие наблюдения сигналов 

)(tu  и )(ty  только на ограниченном отрезке времени, возникают зна-
чительные ошибки их измерения.  

В соответствии с этим, в реальных условиях воздействие поли-
гармонических сигналов в широком диапазоне изменения частот за-
меняют последовательным применением моногармонических воздей-
ствий tutu iωsin)( 0=  с разными частотами iωω =  и исследуют реак-
цию на них. На выходе объекта в установившемся состоянии будут 
наблюдаться гармонические колебания той же частоты 

)].(sin[)()( iiim tyty ωϕωω +=    (3.22) 
В этом случае частотная передаточная функция, представленная в 
комплексном виде, определяется зависимостью: 

,)()(
)(
)()( )(

0

)(
i

i
j

j
im ejW
u

ey
ju
jyjW ωϕ

ωϕ

ωω
ω
ωω ===  (3.23) 

где )(arg)();(mod)( ωωϕωω jWjWjW ==  - амплитудно- и фазо-

частотные характеристики объекта. В соответствии с (3.23) модуль 
функции )( ijW ω  при заданной частоте тестового сигнала iω  вычис-
ляется по формуле: 

0

)()(
u

yjW im
i

ωω = ,     (3.24) 

а аргумент )( ijW ω  определяется величиной фазового сдвига выход-
ных колебаний исследуемого объекта. 

Прямые методы получения амплитудной или фазовой частотных 
характеристик, основанные на непосредственном измерении ампли-
туды и фазы отклика на синусоидальный сигнал, могут быть исполь-
зованы в ограниченном числе случаев, когда помехи, искажающие 
измерения, отсутствуют. В реальных условиях проведения экспери-
ментов объект всегда подвергается воздействию шумов. В этом слу-
чае, для получения достоверного результата выгоднее использовать 
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другие алгоритмы обработки данных, например, методы, основанные 
на гармоническом анализе сигналов [19]. Эти методы основаны на 
измерении основной гармоники установившихся колебаний на выхо-
де исследуемого объекта при гармоническом воздействии на входе. 
Обработка выходного периодического сигнала производится с помо-
щью гармонического анализатора, позволяющего определять пара-
метры одной или нескольких гармоник. 

Частотная характеристика объекта представляется в следующем 
виде: 

+== )(cos)()()( )( ωϕωωω ωϕ jWejWjW j  

),()(sin)( ωωωω jdctjWj +=+   (3.25) 

где )(cos)()( ωϕωω jWc = , )(sin)()( ωϕωω jWd =  являются под-

лежащими определению параметрами частотных характеристик объ-

екта { })()()( 22 ωωω dcjW +=  и 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
)(
)()(

ω
ωωϕ

c
darctg  для ряда час-

тот iω . 
Параметры )( ic ω  и )( id ω  можно найти, подавая на вход объекта 

тестовый сигнал tutu iωsin)( 0=  и применяя фильтрацию Фурье к 
выходному сигналу )(ty . Такая процедура фильтрации реализуется 
умножением )(ty , соответственно, на tiωsin  и tiωcos  и усреднени-
ем по целому k  числу периодов: 

∫=
T

ii tdtty
Tu

c
00

sin)(2)( ωω , 

,cos)(2)(
00
∫=
T

ii tdtty
Tu

d ωω    (3.26) 

где .2,
i

ii TkTT
ω
π

==  

Положительным свойством таких алгоритмов идентификации яв-
ляется использование неограниченного частотного диапазона, что по-
зволяет применять их также в области низких частот, характерных 
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для рабочих процессов многих промышленных технических объек-
тов. Рассмотрим, как получаемые с помощью данного алгоритма 
оценки искажаются случайными составляющими сигнала, практиче-
ски всегда имеющими место в реальных промышленных условиях. 
Когда выход объекта )(ty  искажается аддитивным белым шумом 

)(tη , [ ] 0=ηM , то в результате фильтрации вместо детерминирован-
ных величин )( ic ω  и )( id ω  будут определяться случайные величины 

)(~
ic ω  и )(~

id ω  [74]: 
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Определение математического ожидания по всему ансамблю на-
блюдений показывает, что оценки являются несмещенными: 
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Оценим дисперсию оценок на частоте iω : 
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В (3.29) [ ])()( τηη tM  - корреляционная функция аддитивного шума, и 
ее величина которой равна: 

[ ]
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==−
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2 τσ

τηητηη
ttMtK   (3.30) 

С учетом соотношения (3.30), вычисляя двойной интеграл в (3.29), 
можно определить дисперсию оценок )( ic ω : 
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где 2
ησ  - дисперсия шума; 0u  - амплитуда входного сигнала [74].  

Аналогично определяется дисперсия оценок )( id ω : 

.
2

)( 2
0

2
2

Tu
d ησσ =      (3.32) 

Полученные результаты (3.31) и (3.32) характеризуют зависи-
мость дисперсии оценок параметров частотных характеристик иден-
тифицируемого объекта от величины дисперсии аддитивного шума, 
интенсивности входного сигнала и величины выборки и показывают 
малую чувствительность алгоритмов гармонического анализа сигна-
лов к содержащимся в контуре идентификации помехам типа «белого 
шума». 

Для линейного многомерного динамического объекта экспери-
мент, с помощью которого определяются частотные характеристики, 
реализуется отдельными циклами, во время которых синусоидальный 
сигнал с заданной частотой и с заданной амплитудой подается на 
один вход. После достижения практически установившегося режима 
вынужденных колебаний объекта регистрируются амплитуды и фазы 
гармонических колебаний на всех выходах и амплитуда и фаза данно-
го ненулевого входного сигнала. Так как выходной сигнал всегда за-
шумлен и обычно искажен нелинейностями, имеющимися в объекте, 
требуется выделение первой гармонической составляющей. 
 

3.6 Корреляционные методы 
Корреляционные методы являются основными в случае исполь-

зования непрерывных (невыборочных) сигналов. Они широко ис-
пользуются для решения задач идентификации систем управления, 
обнаружения сигналов, технических измерений, реализации иссле-
дуемых случайных сигналов и т.д. Корреляционные методы основы-
ваются на дифференциальной аппроксимации и применяют опреде-
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ленный оператор (в частности, умножение на функцию времени и ин-
тегрирование произведения) к входным и выходным сигналам [19, 20, 
53, 54, 64, 65, 74]. 

Рассмотрим линейный стационарный одномерный объект, на ко-
торый воздействуют непрерывные стационарные сигналы )(tu  и 

)( tη , и задача идентификации состоит в оценке весовой функции 
объекта )(tw  по наблюдениям )(ty  и )(tu  на некотором интервале 
времени ],0[ T .  

 
Рисунок 3.8 

Схема идентификационного эксперимента по оценке импульсной весовой 
функции объекта 

 
Так как объект линейный, то для отдельных реализаций случай-

ных процессов выходной сигнал описывается интегралом свертки: 

.)()(*)()()()()(
0
∫
∞

+=+−= ttutwtdtuwty ηητττ  (3.33) 

Выражение (3.33) связывает единичные реализации случайных вход-
ного и выходного процессов. 

Для перехода к детерминированным величинам проведем умно-
жение обеих частей (3.33) на )( θ−tu  и применим операцию матема-
тического ожидания, в результате чего получим выражение: 

[ ] [ ] +−−=− ∫
∞

ττθτθ dtutuMwtytu
0

)()()()()(M  

 [ ].)()( ttuM ηθ−+       (3.34) 
Учитывая, что соотношения 

[ ];)()()( τθτθ −−=− tutuMKuu  
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[ ])()()( tytuMK uy θθ −=     (3.35) 

определяют соответственно автокорреляционную функцию входного 
сигнала и взаимную корреляционную функцию, перейдем к уравне-
нию относительно корреляционных функций сигналов: 

.0)()(0)()()(
0
∫
∞

+=+−= θθττθτθ uuuuuy KwdKwK  (3.36) 

Если выполняются условия физической реализуемости системы, т.е. 
0)( =tw  при 0<t , и сигналы u(t) и )(tη  не коррелируемы, то (3.36) 

трансформируется в уравнение, называемое уравнением Винера – 
Хопфа: 

.)()()(
0
∫
∞

−= ττθτθ dKwK uuuy     (3.37) 

Уравнение (3.37) связывает детерминированные величины – корреля-
ционные функции сигналов, - и его решение позволяет оценить им-
пульсную весовую функцию линейной стационарной системы по 
критерию минимума среднеквадратической ошибки: 

.])()()([1)]()([1
0 0

2

0

2∫ ∫ ∫
∞

−−=−=
T T

M dtdtuwty
T

dttyty
T

J τττ  (3.38) 

Решение уравнения Винера-Хопфа (3.37) аналитическими мето-
дами вызывает значительные сложности, связанные, во-первых, с 
трудностью получения аналитического описания корреляционных 
функций по реализациям входо-выходных сигналов, полученных экс-
периментально в режиме нормальной эксплуатации объекта. Во-
вторых, теоретически корреляционные функции должны определять-
ся по бесконечным выборкам. На практике же они оцениваются на 
конечном интервале времени ],0[ T , что приводит к приближенным 
оценкам истинных корреляционных функций. Появление случайных 
ошибок в оценках корреляционных функций влечет существенные 
погрешности при нахождении )(tw , и задача решения уравнения Ви-
нера-Хопфа аналитическими методами становится некорректной [65]. 
Структура уравнения (3.37) такова, что небольшие ошибки в корре-
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ляционных функциях приводят к существенным ошибкам в решении 
при оценке ИПФ. Поэтому для получения адекватных решений урав-
нения Винера-Хопфа необходимо использовать сглаживающие реше-
ния. Кроме того, поскольку при эксперименте получаются только 
оценки корреляционных функций, значение ИПФ также оказывается 
приближенным. 

Наиболее простой способ идентификации )(tw , позволяющий 
обойтись без решения уравнения свертки (3.37), заключается в ис-
пользовании в качестве входного воздействия сигнала, корреляцион-
ная функция которого близка по свойствам к импульсной функции 
Дирака )()( τδτ cK uu = , т.е. сигнала типа белого шума, где c – интен-
сивность шума. В этом случае ядро интеграла Винера-Хопфа и дает 
приближенную оценку весовой функции объекта 

).()( tcwtK uy ≈     (3.39) 

Отсюда по значению взаимной корреляционной функции и определя-
ется )(tw  объекта: 

).(1)( tK
c

tw uy≈     (3.40) 

Таким образом, подавая на вход линейного стационарного объек-
та сигнал типа белого шума и находя его взаимную с выходным сиг-
налом корреляционную функцию, можно непосредственно получить 
идентифицируемую импульсную переходную характеристику (ИПФ).  
  
Пример 3.2  
 Проиллюстрируем определение импульсной весовой функции 
апериодического объекта первого порядка с запаздыванием, переда-

точная функция которого равна pe
p

pW 10

13
10)( −

+
= , по результатам 

проведения эксперимента при входном сигнале типа белого шума. 
 
s1=tf([10],[3 1], 'td', 10) % непрерывная передаточная функция объекта 
T_izm=60; % интервал измерений 
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T_end=30; % интервал оценивания 
dt=0.05; % шаг дискретизации 
t_izm=0:dt:T_izm; % массив дискретного времени измерений 
t=0:dt:T_end; % массив дискретного времени оценивания 
N_izm=length(t_izm); % размер выборки интервала измерений 
N=length(t); % размер выборки интервала оценивания 
u=randn(N_izm,1); % массив значений входного воздействия 
y=lsim(s1,u,t_izm); %массив значений выходного воздействия 
Ruu=xcorr(u,u,'biased'); % вычисление корреляционной функции на интер-
вале измерений по одной реализации 
Ruy=xcorr(y,u,'biased'); % вычисление взаимной корреляционной функции 
по одной реализации 
% вычисление усредненных авто- и взаимной корреляционных функций 
по 10 реализациям 
Ruu_mid=0; % начальное значение автокорреляционной ф-ции 
Ruy_mid=0; % начальное значение взаимной корреляционной ф-ции 

for k=1:10 
u=randn(N_izm,1); % массив значений входного воздействия 
y=lsim(s1,u,t_izm); %массив значений выходного воздействия 
Ruu_mid= Ruu_mid+xcorr(u,u,'biased'); 
Ruy_mid= Ruy_mid+xcorr(y,u,'biased'); 

end; 
Ruu_mid= Ruu_mid/10; % усредненное значение автокоррел. ф-ции 
Ruy_mid= Ruy_mid/10; % усредненное значение взаимной коррел. ф-ции 
tau=- T_end:dt: T_end; 
figure (1); 
plot (tau, Ruu(N_izm-N+1: N_izm +N-1)); 
figure (2); 
plot (tau, Ruu_mid(N_izm-N+1: N_izm +N-1)); 
w= impulse(s1,t); 
figure (3); 
plot (t, w, t, 1/dt* Ruy (N_izm: N_izm +N-1)); 
figure (4); 
plot (t, w, t, 1/dt* Ruy_mid (N_izm: N_izm +N-1)); 
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На рисунках 3.9, 3.10 графически представлены результаты расчета. 
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Рисунок 3.9 

Корреляционная функция входного сигнала типа белый шум, получен-
ная  
по одной реализации (а) и усредненная по десяти реализациям (б) 
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Рисунок 3.10 

Истинная (аналитическая) импульсная переходная функция объекта и вза-
имная корреляционная функция входного и выходного сигналов, полу-
ченная по одной реализации (а) и усредненная по десяти реализациям (б) 

 
 

Существование определенных погрешностей между полученны-
ми взаимными корреляционными функциями и аналитической весо-
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вой характеристикой объясняется, во-первых, невозможностью 
сформировать на входе объекта идеальный белый шум, а во-вторых, 
использованием не истинных корреляционных функций процесса, а 
их оценок, полученных на ограниченных временных интервалах. 
Кроме того, могут иметь место недостаточная точность измерений, 
возможная нестационарность процесса. Все эти факторы значительно 
ограничивают возможность использования корреляционных методов. 
Результаты вычислений показывают целесообразность увеличения 
интервала измерений корреляционных функций, уменьшения шага 
дискретизации, адекватного выбора интервала оценивания и приме-
нения сглаживающих алгоритмов. 

Если в качестве входного сигнала используется сигнал, отличный 
от белого шума, то для определения оценки ИПФ используется под-
ход, заключающийся в численном решении дискретного аналога 
уравнения Винера-Хопфа (3.37) по оценкам корреляционных функ-
ций )(τuyK  и )(τuuK . В этом случае, в исходном уравнении (3.37) 

бесконечный предел интегрирования заменяется на конечный T , ко-
торый разбивается на N  частей с интервалом дискретизации tΔ , ин-
теграл заменяется на конечную сумму: 

ttijKtiwtjK
N

i
uuuy ∑

−

=
ΔΔ−Δ=Δ

1

0
])[()()( ,  .1,...1,0 −= Nj  (3.41) 

Отсюда получается система N  алгебраических уравнений, которая в 
развернутом виде принимает вид: 
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.wKtK uuuy ⋅⋅Δ=     (3.42) 

Для решения системы уравнений (3.42) приходится использовать 
специальные методы параметрической идентификации (будут рас-
смотрены далее), например, Гаусса, коллокации, или наиболее рас-
пространенный – метод наименьших квадратов, в соответствии с ко-

торым uyuu KK
t

w ⋅⋅
Δ

= −11 . 

В (3.42) матрица uuK  представляет собой квадратную симмет-
ричную матрицу из значений автокорреляционной функции входного 
сигнала. Она обладает плохой обусловленностью, вследствие чего 
малые изменения коэффициентов матрицы ведут к большим погреш-
ностям в решении, и полученное решение )(tw  часто далеко от ис-
тинного. В этом случае для получения более точного решения реко-
мендуется пользоваться методом аппроксимирующих функций с ис-
пользованием метода коллокации [29] или специальными методами 
регуляризации [44, 64, 66]. 
 

 

4 Методы параметрической идентификации 
Перемены в прогрессивной стране неизбеж-
ны. Перемены - это постоянная величина 

Бенджамин Дизраэли 
 

4.1 Общий подход к оцениванию параметров 
Методы параметрической идентификации широко применяются 

при решении практических задач идентификации линейных и нели-
нейных систем. Вопросу оценивания параметров посвящено много 
работ, начиная с разработки К. Гауссом метода наименьших квадра-
тов в 1795г., и на данный момент существует множество различных 
подходов, способов и методов параметрической идентификации [13, 
19, 62, 71, 74]. Вместе с тем, базовым подходом к определению пара-
метров моделей остается метод наименьших квадратов (МНК) [23, 36, 
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38, 67, 71]. Дальнейшее развитие использования МНК привело к по-
явлению различных модификаций этого метода: обобщенный МНК 
(марковские оценки), метод взвешенных наименьших квадратов, ме-
тод штрафных функций и др. Наряду с МНК, существуют другие ме-
тоды идентификации, находящие свое применение, например, методы 
на основе вероятностного подхода: оценки максимального правдопо-
добия, максимума апостериорной информации, байесовские оценки, 
алгоритмы стохастической аппроксимации и прочие [37, 48, 57, 58, 
59, 61, 68, 74].  

Процедурой параметрической идентификации или оценивания 
параметров является определение значений параметров, характери-
зующих динамику поведения объекта, с помощью определенных спо-
собов обработки экспериментальных данных в предположении, что 
структура модели исследуемого объекта известна. В качестве пара-
метров модели рассматриваются коэффициенты дифференциальных 
или разностных уравнений, передаточных функций, частотных харак-
теристик или нелинейных уравнений и т.д. На этапе параметрической 
идентификации может быть подтверждена или опровергнута предпо-
лагаемая структура объекта.  

Общие требования к методам идентификации заключаются в том, 
что определяемые оценки параметров модели должны быть точными 
и достигаться достаточно быстро [74]. В соответствии с этим, методы 
оценивания параметров должны быть: 

- формализуемыми в достаточно общем виде; 
- легко реализуемыми и обеспечивающими приемлемую скорость 

сходимости; 
- обеспечивающими получение оптимальных оценок искомых па-

раметров. 
На практике задача оценивания параметров модели объекта ре-

шается в условиях действия различных помех. Входной сигнал может 
быть наблюдаем точно, наблюдаем в смеси с шумом или ненаблюда-
ем, а выходной во всех случаях искажен шумом. Процедуры оцени-
вания в значительной степени зависят от наблюдаемости сигналов и 
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наличия априорной информации о вероятностных характеристиках 
сигналов. 

Процедура оценивания заключается в построении алгоритма, ко-
торый позволяет дать неизвестному вектору параметров b  идентифи-
цируемого объекта некоторую числовую оценку β  на основе резуль-
татов измерений значений его входного и выходного сигналов. При 
этом необходимо оценивать параметры, используя конечное число N  
экспериментальных данных. Следовательно, оценка является функ-
цией этих выборочных значений, представляющих собой наблюдае-
мые значения реализаций случайных величин, т.е. оценка также явля-
ется случайной величиной и может быть охарактеризована плотно-
стью вероятности ),( NP β . Эта величина зависит от размера выборки 
N , и в общем случае, дает наиболее полную информацию о рассмат-
риваемых параметрах. 

При числе параметров более двух для описания результатов экс-
перимента требуются многомерные функции вероятности. В реаль-
ных задачах оценивания в целях упрощения, как правило, плотность 
вероятности )(βP  представляется её числовыми характеристиками: 
математическим ожиданием ][βM , смещением { }bM −][β , ковариа-
цией ]]}[]}{[[{]cov[ TMMM βββββ −−= . Ковариация представляет 
собой матрицу, главная диагональ которой состоит из оценок диспер-
сий оцениваемых параметров, а недиагональные элементы соответст-
вуют оценкам взаимных дисперсий параметров. 

В статистическом плане оценки β  вектора параметров b  должны 
обладать определёнными свойствами [1, 74]: быть несмещенными, 
состоятельными, эффективными и достаточными, т.е.: 

1. оценка будет несмещенной, если для любого N  математиче-
ское ожидание оценки каждого параметра равно его истинному зна-
чению [ ] bM =β ; 

2. оценка является состоятельной, если для сколь угодно малого 
ε >0 с ростом N  практически наверняка значениеβ  близко к b . На-
дежность оценки при увеличении выборки растет:  
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[ ] ;0lim0 =〉−〉∀
∞→

εβε bP
N  

3. оценка будет эффективной, если β  имеет наименьшую дис-
персию по сравнению с любыми другими оценками γ  данного пара-
метра: 

]cov[]}}{[{]}}{[{]cov[ γγγβββ =−−≤−−= TT bbMbbM . 
4. оценка является достаточной, если для всех остальных оценок 

γ  условная плотность вероятности )/( βγP  не зависит от b. 
Для того, чтобы полученные оценки β  обладали желательными 

свойствами, делаются следующие допущения о случайных ошибках 
ε : 

1. ошибки Nii ...2,1, =ε  являются случайными величинами; 
2. математическое ожидание ошибок Nii ...2,1, =ε  равно нулю: 

[ ] 0=εM ; 

3. дисперсия ошибок Nii ...2,1, =ε  постоянна [ ] 2σε =iD ; 
4. различные значения iε  независимы друг от друга: 

⎩
⎨
⎧

=

≠
=

.,

,0
),cov( 2 jiпри

jiпри
ji σ

εε
 

Рассмотрим общую задачу построения процедуры параметриче-
ской идентификации линейной модели в случае выборочных измере-
ний непрерывной функции времени. 

Пусть выходной сигнал объекта у состоит из аддитивной смеси 
отклика на входное воздействие u  и шума η : 

.,...2,1),,,()( Njjbuyjy == η   (4.1) 

Здесь T
mbbbb ],...,[ 10=  – вектор параметров объекта размерностью 

[ ]1)1( ×+m ; j – номер наблюдаемого измерения выходной величины у; 
N – размер выборки измерений )1( +≥ mN . 

Будем считать, что сигналы u и у могут быть измерены точно, 
помеха η  характеризуется нулевым математическим ожиданием 

[ ] 0=ηM  и ковариационной матрицей H: 
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 (4.2) 
Пусть в результате эксперимента имеется выборка измерений 

входного [ ]TNuuuu )().......2(),1(=  и выходного сигналов 

[ ]TNyyyy )().......2(),1(= . Для получения на основе эксперименталь-
ных данных числовых оценок 

)}(),...,2(),1(),(),...,2(),1({ NyyyNuuuββ =  искомых параметров ис-
пользуется модель, аналогичная (4.1): 

,,...2,1),,0,()( Njjuyjy MM == β      (4.3) 

где [ ]Tmββββ .,.., 10= - вектор параметров модели размерностью 
[ ]1)1( ×+m . 

В дальнейшем, будем рассматривать способы получения оценок 
параметров линейных моделей, определяемых зависимостью: 

,,...2,1)()(
0

Njjujy
m

i
iiM == ∑

=
β    (4.4) 

которая в векторной форме принимает вид 
βUyM = ,      (4.5) 

 где матрица U представляет совокупность значений входных воздей-
ствий на объект: 

.
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NuNu
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4.2 Оценивание параметров объектов по методу наименьших 
квадратов. 

Наиболее распространенным методом оценивания параметров, 
служащим базовым подходом к параметрической идентификации, яв-
ляется метод наименьших квадратов, который в предположении ли-
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нейности и дискретности во времени объекта приводит к наиболее 
простым и универсальным решениям. Задача состоит в следующем: 
по имеющимся выборочным данным наблюдений за входным и вы-
ходным сигналами с интервалом дискретизации tΔ  требуется оце-
нить значения параметров, обеспечивающих минимум величины 
функционала невязки между модельными и фактическими данными 

∑
=

==−−=
N

j

TT jeeeUyUyJ
1

2 )()()( ββ .  (4.6) 

Здесь величина 
 Njjyjyje M ...2,1,)()()( =−= ,    (4.7) 

представляет невязку, определённую как разность между выходом 
исследуемого объекта TtNytytyy )](),..2(),([ ΔΔΔ=  и реакцией, вы-
численной по математической или физической модели объекта 

T
MMMM tNytytyy )](),...,2(),([ ΔΔΔ= . Невязка складывается из неточ-

ностей структуры модели, погрешностей измерений и неучтённых 
взаимодействий среды и объекта. Однако, независимо от происхож-
дения возникающих ошибок, МНК минимизирует сумму квадратич-
ной невязки для дискретных значений. 

В принципе, МНК не требует никакой априорной информации о 
помехе. Но для того, чтобы полученные оценки обладали желатель-
ными свойствами, будем предполагать, что помеха является случай-
ным процессом типа белого шума.  

Оценка по МНК *β , минимизирующая критерий (4.6), находится 
из условия существования минимума функционала:  

*min βββ =
== JJJ .    (4.8) 

Важным свойством оценок по МНК является существование только 
одного локального минимума, совпадающего с глобальным. Поэтому 
оценка *β  является единственной. Ее значение определяется из усло-
вия экстремума функционала (4.6): 

0)(2 *

*

=−=
∂
∂

=

β
β ββ

UyUJ T ,    (4.9) 
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откуда следует соотношение, определяемое систему нормальных 
уравнений:  

yUUU TT =*β .     (4.10) 

В общем случае, если UU T  является невырожденной матрицей, 
оценки *β  по методу наименьших квадратов получаются решением 
матричного уравнения (4.10): 

.][ 1* yUUU TT −=β     (4.11) 
В некоторых случаях, когда матрица U является квадратной мат-

рицей, что имеет место, например, если размер выборки равен числу 
оцениваемых параметров, или при использовании регрессионного 
МНК, и имеет обратную матрицу, то с учетом соотношения 

11][ −− =UUUU TT , вектор оценок может быть определен более про-
стым способом 

yU 1* −=β .     (4.12) 
Во многих случаях функции достаточно общего вида могут быть 

разложены в ряд по системе ортонормальных функций: 

∫ =
T

ijji dttutu
0

)()( δ , где 
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
ki
ki

ij ,1
,0

δ  - символ Кронекера. 

В этом случае IUU T = , где I – единичная матрица, и оценки по МНК 
в базисе ортонормальных функций получаются проще yU T=*β . 

Во многих реальных ситуациях процедура параметрической 
идентификации производится на основе использования конечного 
числа экспериментальных данных о значениях входного и выходного 
сигналов. В этом случае для оценивания параметров объекта целесо-
образно использовать дискретные формы его описания, например 
АРСС-модель (2.16), (2.20) или дискретную передаточную функцию 
(2.18), (2.21). При необходимости, от значений параметров дискрет-
ных моделей несложно перейти к параметрам непрерывных описа-
ний. 

 Будем считать, что процедура структурной идентификации вы-
полнена на предшествующем этапе и порядки числителя и знамена-
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теля передаточной функции модели n и m однозначно заданы. Пусть 
измерения выполнены на интервале из (n+N) моментов времени и, 
следовательно, имеются выборки из N измерений для входного и вы-
ходного сигналов: TNuuku )]1(),...,1(),0([)( −=  и 

TNnynynyky )](),...,1(),([)( ++= . На их основе по каждым k экспе-
риментально сделанным измерениям входного и выходного сигналов 
можно приближенно рассчитать (предсказать) следующее k+1 значе-
ние выходной величины. Такое предсказанное значение можно счи-
тать его некоторой оценкой, сделанной на основе k предшествующих 
измерений для последующего k+1 момента времени.  

Введем следующие обозначения: 
)(),( kyku - экспериментальные данные для входного и выходного 

воздействий соответственно, полученные в k-ый момент времени; 
)(ˆ ky  - предсказанное значение выходного сигнала в k момент време-

ни, рассчитанное по совокупности k-1 предшествующих измерений. 
Запишем АРСС-модель идентифицируемого объекта при задан-

ных порядках n и m. Будем рассматривать объект без запаздывания, 
т.к. учет запаздывания не вносит принципиальных особенностей в 
решение задачи и не меняет размерности расширенного вектора дан-
ных и вектора параметров модели, а лишь приводит к появлению за-
держки в управляющем сигнале на целое число d периодов квантова-
ния. Для каждого момента k предсказанное значение выходного сиг-
нала )(ˆ ky  определяется зависимостью: 

 ).(...)1()(...)1()(ˆ 11 mkubkubnkyakyaky mn −++−+−++−=  (4.13) 
На основе (4.13) система соотношений для предсказаний для всей 

временной выборки из N измерений имеет вид: 
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(4.14) 
Здесь столбец )](ˆ...)1(ˆ)(ˆ[)(ˆ NnynynykY T ++= представляет 
вектор предсказанных значений выходного сигнала; матрица 

( ) ( )
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 (4.15) 
представляет определенным образом сформированный массив экспе-
риментальных данных наблюдений за входным и выходным сигнала-
ми; T

mn bbaa ]......[ 11=β - вектор параметров модели. 
В матричной форме соотношение (4.14) имеет вид: 

.)()(ˆ βkkY Ψ=      (4.16) 
Разность между векторами измеренных значений выходного сиг-

нала )(kY  и предсказанных по модели (4.13) )(ˆ kY  образует ошибку 
аппроксимации, состоящую из погрешностей измерений выходного 
сигнала и неточностей значений параметров модели: 

).,(ˆ),(),( βββ kYkYke −=     (4.17) 
На основе (4.17) формируется функционал среднеквадратичной 

ошибки: 

.),()()()( 2∑
+

=
=⋅=

Nn

nk

T keeeJ ββββ    (4.18) 
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Так же, как и ранее, из условия существования минимума 

0)(
*

=
∂

∂

=βββ
βJ  определяется выражение для оценки, минимизирую-

щее функцию ошибки: 
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 которое в матричной форме имеет вид: 
.*][ 1 YTT ΨΨΨ= −β     (4.20) 

Полученные выражения (4.19) или (4.20) представляют в явной 
форме оценку параметров модели методом наименьших квадратов на 
основе обработки результатов измерений по полной выборке, когда 
сначала собирается весь объем исходных экспериментальных данных, 
после чего производится ретроспективная процедура идентификации. 

Следует отметить, что изложенный подход обладает существен-
ными недостатками. Во-первых, необходимо проведение сложных 
вычислительных операций (например, выполнение процедуры обра-
щения многомерных матриц), требующих большого объема опера-
тивной памяти ЭВМ. Во-вторых, невозможно оперативно обрабаты-
вать исходные данные по мере их поступления. 

Вследствие этого, получили широкое применение рекуррентные 
вычислительные схемы [19, 39, 57, 58, 71], свободные от указанных 
недостатков. Сущность рекуррентных процедур состоит в получении 
оценки вектора параметров )1(ˆ +kβ  на каждом k+1-м шаге путем 
корректировки оценки на предыдущем k-м шаге. Построение текущей 
оценки производится на основании k+1 наблюдений и результатов 
вычисления оценки )(ˆ kβ  на предыдущем шаге схемы [19, 35, 39]: 
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)],(ˆ)1()1()[()()1( kkUkykkk βγββ +−++=+
∧∧

   (4.21) 
где )1(),1( ++ kykU - вновь поступающие данные, соответствующие 
k+1-му наблюдению входного и выходного сигналов; )(kγ  - вектор 
коррекции предыдущей оценки на основании текущих данных, вы-
числяемый следующим образом: 

,
)1()()1(

)1()()(
+⋅++

+⋅
=

kUkPkUI
kUkPk T

T

γ    (4.22) 

где I - единичная матрица соответствующей размерности. 
Вспомогательный вектор )(kP , содержащий текущие значения 

входного сигнала, должен быть рассчитан заранее для подготовки к 
каждому очередному шагу в соответствии с соотношением: 

.)()]1()([)1( kPkUkIkP +−=+ γ   (4.23) 
Размерность )(kP  не зависит от размера выборки и номера наблюде-
ния и равна ][ nn×  или )]()[( mnmn +×+  при использовании модели 
(4.5) или (4.16) соответственно.  

При использовании АРСС-модели вектор или матрица исходных 
данных U заменяется на матрицу входо-выходных данных (4.15), и 
соответствующие формулы рекуррентного МНК приобретают вид: 

,)](ˆ)1()1()[()()1( kkkykkk βγββ +Ψ−++=+
∧∧

   (4.24) 

,
)1()()1(

)1()()(
+Ψ⋅+Ψ+

+Ψ⋅
=

kkPkI
kkPk T

T

γ    (4.25) 

.)()]1()([)1( kPkkIkP +Ψ−=+ γ    (4.26) 
Конструктивная реализация рекуррентного алгоритма вычисле-

ния вектора параметров на основе МНК сводится к следующим эта-
пам. 

Задаются начальные приближения вектора оценок )0(β  и вспо-
могательного вектора )0(P . Начальные значения могут быть рассчи-
таны для некоторого l номера наблюдений на основе стандартной 
процедуры МНК: 

l
T
ll

T
l yUlPlUUlP )()(;][)( 1 == − β , 
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где ll yU ,  - выборка из l экспериментальных данных входного и вы-
ходного сигналов. Можно выбрать )0(β  произвольно, или используя 
имеющуюся априорную информацию. Например, можно использо-
вать следующие значения: 

,)0(;0)0( IP αβ ==  
где 1>>α - достаточно большое число. 

1. На очередном цикле измерений производится регистрация 
входного и выходного сигналов и формируется новый вектор данных 

)1(),1( ++ kykU T  или )1( +Ψ k . 
2. Вычисляется вектор коррекции )(kγ  предыдущей оценки с 

учетом вновь поступивших данных по формуле (4.22) или (4.25). 

3. Определяется вектор новых оценок параметров )1( +
∧

kβ  по 
формуле (4.21) или (4.24). 

4. Производится подготовка к следующему циклу, вычисляется 
вектор )1( +kP  по формуле (4.23) или (4.26). 
Этапы 1 – 4 повторяются на каждом такте процедуры идентифика-
ции.  

Рассмотрим применение полученных алгоритмов реализации 
МНК для решения некоторых типичных задач идентификации объек-
тов управления. 

 

4.3 Использование метода наименьших квадратов в задачах 
идентификации 

4.3.1 Идентификация статического объекта регрессионным МНК. 
Исходными данными для задачи идентификации являются конеч-

ный ряд экспериментальных значений входных величин объекта ix  и 
соответствующие значения выходных переменных jy . Математиче-

ская модель функциональной связи между входными и выходными 
переменными задается в виде уравнения регрессии [21, 23]: 

),(xfyM =      (4.27) 
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где )(xf  - некоторая аналитическая зависимость, в качестве которой 
наиболее часто применяются степенные полиномы: 

....2
210

m
mM xaxaxaay ++++=     (4.28) 

Задача идентификации ставится как нахождение таких оценок 
неизвестных параметров miai ,...1,0, = , при которых заданная урав-
нением (4.28) аналитическая зависимость будет наилучшим образом 
аппроксимировать экспериментальные данные. 

В качестве критерия близости используется минимум квадратич-
ной невязки J значений фактических переменных jy  и модельных, 

рассчитанных по уравнению регрессии (4.28): 
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где jy  – экспериментальное значение выходной переменной, полу-

ченное в j-ый момент времени; 
jMy – модельное (расчётное) значение 

в тот же момент времени. 
Для нахождения коэффициентов регрессии составляют уравнения 

наличия экстремума по каждому параметру ia : 

.,...1,0,0 mi
a
J

i
==

∂
∂     (4.30) 

Совокупность соотношений (4.30) образует систему уравнений 
относительно оценок m+1 коэффициентов уравнения регрессии 
(4.28), решение которой определяет искомые коэффициенты. 
Для выбора полинома используются общие графические представле-
ния о характере экспериментальной зависимости (4.27), а также до-
полнительные косвенные соображения. Однако, универсальные ме-
тодики обоснования выбора вида и порядка полинома m отсутствуют. 

 
Пример 4.1 Проиллюстрируем применение метода для решения 

задачи идентификации в случае аппроксимации опытных данных 
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квадратичным полиномом 2
210 xaxaayM ++=  при заданных коэф-

фициентах регрессии .06.5;75.1;5.2 210 =−== aaa  
Критерий минимума среднеквадратичной ошибки в этом случае 

определяется функционалом: 
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Система уравнений для нахождения коэффициентов ia  в соответст-
вии с (4.30) принимает вид: 
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  (4.31) 

Преобразовывая (4.31), получим следующие соотношения: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=++

=++

=++

∑∑ ∑∑

∑∑ ∑∑

∑∑∑

== ==

== ==

===

N

j
jj

N

j

N

j
j

N

j
jj

N

j
ij

N

j

N

j
jj

N

j
j

N

j
j

N

j
j

N

j
j

xyxaxaxa

xyxaxaxa

yxaxaNa

1

2

1 1

4
2

1

3
1

2
0

11 1

3
2

2
1

1
0

11

2
2

1
10

.

;

;

   (4.32) 

Представим систему (4.32) в матричном виде: 
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  (4.33) 

Решением системы (4.33) являются искомые выражения для коэффи-
циентов уравнения регрессии ia : 
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  (4.34) 

В дальнейшем, для удобства использования примем следующие обо-
значения: 
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В соответствии с принятыми обозначениями, вектор оценок ко-
эффициентов регрессии ia  определяется как решение следующей 
системы: 
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   (4.35) 

Приведем программную реализацию рассмотренного метода. 
 
a0=2.5; % точные коэффициенты регрессии 
a1=-1.75; 
a2=5.06; 
N=40;% размер выборки 
x=10*normrnd(8, 2, [N 1]); % моделирование входного воздействия 
v=0.1*randn(N,1);% моделирование помехи в виде белого шума 
y=[a0+a1*x(1:N)+a2*x(1:N).^2+v(1:N)]; % моделирование выходного сиг-
нала с учетом помехи 
% формирование по исходным данным суммирующих коэффициентов 
s1=sum(x(1:N)); 
s2=sum(x(1:N).^2); 
s3=sum(x(1:N).^3); 
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s4=sum(x(1:N).^4); 
s5=sum(y(1:N)); 
s6=sum(y(1:N).*x(1:N)); 
s7=sum(y(1:N).*x(1:N).^2); 
R=[N s1 s2; s1 s2 s3; s2 s3 s4]; %формирование квадратной матрицы дан-
ных 
Y=[s5; s6; s7]; %формирование вектора данных 
betta=inv(R)*Y; % расчет оценок по МНК 

 
betta =% рассчитанные оценки параметров 
2.5237 
-1.7510 
5.0600. 

По результатам расчетов видно, что оценки параметров, получен-
ные в условиях зашумленности исходных данных, обладают доста-
точно удовлетворительной точностью. Погрешность полученных 
оценок может быть уменьшена путем увеличения размера выборки, 
расширения диапазона входного сигнала и применением сглаживаю-
щих процедур. 

4.3.2 Постановка задачи идентификации динамического объекта  
Наиболее распространенная задача идентификации объектов ав-

томатического регулирования – это определение передаточной функ-
ции объекта управления по его переходной характеристике, получае-
мой как реакция на входное ступенчатое воздействие. Применительно 
к динамическим системам управления в качестве входного ступенча-
того воздействия можно рассматривать управляющий сигнал на 
включение (выключение) двигателя, насоса, и т.п., открытие (закры-
тие) входных клапанов, и т.д. Рассмотрим общий подход к парамет-
рической идентификации динамических характеристик объекта 
управления. 

Положим, что система стационарна и линейна в диапазоне изме-
нения амплитуды входного сигнала и в окрестностях рабочего режи-
ма. Исходными данными для идентификации являются эксперимен-
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тальные значения кривой разгона объекта jy , полученные в дискрет-

ные моменты времени Njt j ...2,1, = . 

Применим МНК для определения значений коэффициентов пере-
даточной функции из условия наилучшего соответствия модели и 
объекта при установленном заранее на основании формы переходной 
функции и динамических свойств объекта типе передаточной функ-
ции. 

Предположим, например, что полученные в результате активного 
эксперимента данные jy  могут быть аппроксимированы динамиче-

скими характеристиками апериодического звена второго порядка с 
передаточной функцией: 
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++
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pTpT
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pWo .     (4.36) 

Поставим задачу определения параметров модели объекта 210 ,, ТТk , 
обеспечивающих наилучшее соответствие модельного описания и 
экспериментальных данных. 

Для решения задачи идентификации перейдем от модели объекта 
в форме передаточной функции (4.36) к временной характеристике 
кривой разгона )(th , вычисляя обратное преобразование Лапласа или 
с помощью таблиц преобразований 
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Для рассматриваемого объекта второго порядка аналитическое 
представление переходной характеристики имеет вид: 
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(4.38) 
Переходную функцию )(th  будем рассматривать как функцию, 

параметрически зависящую от коэффициентов 210 ,, ТТk  и от времени 
t.  
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Для нахождения параметров переходной характеристики соста-
вим функционал квадратичной невязки экспериментальных данных 

iy  и расчетных значений по (4.38) для тех же моментов времени 

jtt = , и минимизируем его: 
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(4.39) 
 

 Примечание 1 Если необходимо лишь определить интересующие 
параметры 210 ,, ТТk  объекта управления, не ставя конкретно задачу выбо-
ра и обоснования метода решения, скорости сходимости метода, допусти-
мой точности и т.п., то современные специализированные программные 
средства для выполнения инженерных и научных расчетов (MathCad, 
MatLab и подобные) позволяют решить данную задачу, не рассматривая 
подробно особенности того или иного метода решения, а лишь правильно 
сформулировав функционал идентификации общего вида (4.6) или, в ча-
стном случае (4.39), и записав его с учетом синтаксиса среды разработки 
выбранного программного средства. 

 
Для получения оценок искомых параметров 210 ,, ТТk  методом 

наименьших квадратов запишем для (4.39) условия минимума функ-
ционала 
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и разрешим полученную систему (4.40). Конкретный способ решения 
построенной системы приводит к различным вариантам применения 
МНК. 
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Решение системы уравнений (4.40), составленной для непрерыв-
ной модели объекта (4.38) вызывает определенные сложности, свя-
занные с аналитическими вычислениями. Кроме того, учитывая, что 
исходными данными являются массивы значений входных и выход-
ных сигналов, полученные в дискретные моменты времени с опреде-
ленным периодом квантования tΔ , часто оказывается удобнее при-
менять дискретные модели объекта вида (4.13). 

Рассмотрим применение метода наименьших квадратов для иден-
тификации цифровой модели второго порядка, аппроксимирующей 
рассмотренный выше апериодический объект второго порядка, опи-
сываемый непрерывной моделью объекта: 

 ).()( 022
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dt
ydT =++     (4.41) 

Процедура дискретизации модели (4.41) приводит к уравнению 
линейной регрессии, частному случаю общего уравнения (4.13), для 
которого определены порядки 1,2 == mn   
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- параметры дискретной модели, подлежащие оцениванию; tΔ  - 
период квантования. 
 

4.3.3 Идентификация динамического объекта регрессионным 
МНК 

Применим для оценивания параметров модели (4.42) регрессион-
ную процедуру метода наименьших квадратов. 

Пусть накоплено N точек измерения входного и выходного сиг-
налов объекта. С учетом порядка дискретной модели (n=2), функцио-
нал, минимизирующий квадратичную ошибку идентификации, будет 
иметь вид: 
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Система уравнений для нахождения неизвестных параметров 
baa ,, 21 , отвечающая равенству нулю соответствующих частных про-

изводных, имеет вид: 
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 (4.45) 

Проведем ряд преобразований и обозначим суммы произведений 
соответствующих отдельных измерений в дискретные моменты вре-
мени tkt Δ=  следующим образом: 
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Система уравнений (4.45) с учетом принятых обозначений примет 
вид: 
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Представим (4.46) в форме матричного уравнения: 
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Разрешая (4.47) с помощью регрессионной процедуры МНК (4.12), 
найдем вектор оцениваемых параметров дискретной модели: 
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    (4.48) 

На основе решения системы (4.48) учитывая соотношения (4.43) 
далее нужно определить параметры непрерывной модели 210 ,, ТТk , 
однозначным образом связанные с идентифицируемыми параметрами 
дискретной модели baa ,, 21 : 
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Пример 4.2 Приведем программную реализацию регрессионной 
процедуры оценивания параметров дискретной и непрерывной моде-
лей по входным и выходным (незашумленным и зашумленным) дан-
ным для объекта второго порядка с коэффициентами 

15;36;25 210 === ТТk . 
 
s1=tf([25],[36 15 1])% передаточная функция непрерывной модели объекта 
T_end=60; % интервал измерений 
dt=0.2; % шаг дискретизации 
t=0:dt:T_end; % массив дискретного времени 
N=length(t); % размер выборки 
u=ones(N,1); % единичное входное воздействие 
v=0.1*randn(N,1); %моделирование помехи (при учете) в виде белого шу-
ма 
y=lsim(s1,u,t) %+v; % выходная величина 
% формирование по исходным данным суммирующих коэффициентов 
S1=sum(y(1:N).^2); 
S2=sum(y(2:N).*y(1:N-1)); 
S3=sum(y(1:N-1).^2); 
S4=sum(y(3:N).*y(1:N-2)); 
S5=sum(y(2:N).*u(1:N-1)); 
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S6=sum(y(2:N-1).*y(1:N-2)); 
S7=sum(y(1:N-1).*u(1:N-1)); 
S8=sum(y(1:N-2).^2); 
S9=sum(y(1:N-2).*u(2:N-1)); 
S10=sum(u(1:N-1).^2); 
A=[S3 S6 S7; S6 S8 S9; S7 S9 S10]; %формирование квадратной матрицы 
данных 
B=[S2 S4 S5]'; %формирование вектора данных 
betta=inv(A)*B;% оценки параметров дискретной модели 
a1= betta(1); 
a2= betta(2); 
b= betta(3); 
T1=dt^2/(1-betta(1)-betta(2)); % расчет параметров непрерывной модели 
T2=(betta(2)*T1+T1+dt^2)/dt; 
K=betta(3)*T1/dt^2; 
s2=tf([K],[T1 T2 1]); 
y2=lsim(s2,u,t); 
plot(t,y,t,y2,':'); % сравнение переходных характеристик объекта и модели 
grid; 
 
Рассчитанные оценки параметров дискретной модели без учета поме-
хи: 
a1 = 1.9250; a2 = -0.9260; b = 0.0247; 
Рассчитанные оценки параметров непрерывной модели без учета по-
мехи 
T1 = 40.3510; T2 =15.1222; K =24.9271; 
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Сравнение переходных характеристик объекта и модели в случае отсутст-
вия помехи (а) и при учете аддитивной помехи на выходе типа белый шум 

I=0.1. (б) 
 

Сравнение полученных оценок параметров модели с их истинны-
ми значениями при отсутствии случайных возмущений показывает 
высокую точность оценивания. Графическое сопоставление (рисунок 
4.1) идентифицированных и истинных характеристик объекта пока-
зывает практически точное совпадение результатов при отсутствии 
помех и удовлетворительное соответствие выходных сигналов объек-
та и модели при зашумленных входных данных. Воздействующие на 
объект помехи существенно влияют на точность оценивания, и их це-
лесообразно предварительно отфильтровывать. Кроме того, точность 
полученных оценок зависит от шага дискретизации и выбранного ин-
тервала измерений.  

При использовании МНК получаемые оценки вычисляются с не-
которыми ошибками, которые называются смещением оценок. Для 
получения достаточно представительных результатов необходимо 
выполнить ряд условий [74]: 

• Подавать на вход объекта управления тестирующий сигнал, дос-
таточно богатый в спектральном отношении (например, псевдослу-
чайную двоичную последовательность). Такой сигнал эквивалентен 
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подаче на вход объекта множества гармонических составляющих, что 
позволяет оценить большую полосу частот АФХ объекта.  

• Объем исследуемой выборки N должен быть достаточным для 
получения представительных оценок, причем, чем меньше уровень 
тестового сигнала, тем больше должно быть число N. Целесообразно 
применять рекуррентный метод наименьших квадратов, который по-
зволяет в реальном времени получать текущие оценки параметров 
объекта и по их сходимости определять величину N и момент окон-
чания эксперимента.  

• Следует учитывать, что с увеличением уровня шумов на выходе 
объекта точность оценок снижается. Смещение оценок возникает и 
при охвате исследуемого объекта обратной связью через регулятор, 
так как в этом случае возникает корреляционная связь между входом 
и выходом объекта, приводящая к смещению оценок.  

 

4.3.4 Идентификация динамического объекта явным МНК 
Пример 4.3 Рассмотрим применение явной формы МНК для па-

раметрической идентификации той же АРСС - модели объекта второ-
го порядка (4.42), с учетом заданных порядков 1,2 == mn . 

Использование модели (4.42) для оценок коэффициентов baa ,, 21  
на основе выборки из N (от 1 до N) экспериментальных данных при-
водит к следующей системе уравнений вида (4.4): 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=−+−⋅+−

=+⋅+
=+⋅+

).()1()2()1(
...

);3()2()1()2(
);2()1()0()1(

21

21

21

NyNbuNyaNya

ybuyaya
ybuyaya

   (4.49) 

Матричная форма записи данной модели имеет стандартный вид (4.5) 
линейной модели: 
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С учетом обозначения матрицы исходных входо-выходных данных  

,
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параметры дискретной модели baa ,, 21  определяются на основе об-
щего соотношения МНК (4.11) следующим образом: 
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Приведем программную реализацию явного МНК объекта второ-

го порядка с передаточной функцией 
1

)(
2

2
1

0

++
=

pTpT
k

pWo  и коэф-

фициентами 15;36;25 210 === ТТk . 
 
s1=tf([25],[36 15 1])% непрерывная передаточная функция объекта 
T_end=60;% интервал измерений 
dt=0.2;% шаг дискретизации 
t=0:dt:T_end;% массив дискретного времени 
N=length(t);% размер выборки 
u=ones(N,1);% моделирование единичного входного воздействия 
y=lsim(s1,u,t);% моделирование выходного воздействия 
n=2;% порядок объекта 
R=[y(n:N-1) y(n-1:N-2) u(n:N-1)]; % формирование расширенной матрицы 
данных 
Y=y(n+1:N); % формирование вектора выходных данных 
betta=inv(R'*R)*R'*Y; 
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% расчет параметров непрерывной модели 
T1=dt^2/(1-betta(1)-betta(2))  
T2=(betta(2)*T1+T1+dt^2)/dt 
K=betta(3)*T1/dt^2 
 
Рассчитанные оценки параметров дискретной модели: 
a1 = 1.9190; a2 = -0.9200; b = 0.0266; 
Рассчитанные оценки параметров непрерывной модели 
T1 = 37.5243; T2 =15.2014; K = 25.0000; 

Из полученных результатов видна удовлетворительная точность 
оценивания параметров. При этом расчетная практика показывает, 
что метод чувствителен к помехам, их целесообразно отфильтровы-
вать. 
 

4.3.5 Идентификация динамического объекта рекуррентным 
МНК 

Пример 4.4 Приведем программную реализацию оценивания 
параметров 210 ,, ТТk  объекта из предыдущего примера с помощью 
рекуррентного МНК (4.24) при использовании АРСС - модели объек-
та второго порядка (4.42). 
 
s1=tf([25],[36 15 1]) % непрерывная передаточная функция объекта 
T_end=60; % интервал измерений 
dt=0.2; % шаг дискретизации 
t=0:dt:T_end; % массив дискретного времени 
N=length(t); % размер выборки 
u=ones(N,1); % массив значений единичного входного воздействия 
y=lsim(s1,u,t); %массив значений выходного воздействия 
n=2; % порядок объекта 
I=diag([1 1 1]); 
i=1; % начальный шаг 
P=1000*I; % начальное приближение 
betta=[0;0;0]; 
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bet(i,:)=betta; % массив оценок параметров 
% очередной шаг вычислений 
for i=n:N-1 

R=[y(i+n-2:-1:i-1);u(i+n-2:-1:i)]'; % формирование расширенной 
матрицы данных 
gamma=P*R'/(R*P*R'+1); 
betta=betta+gamma*(y(i+1)-R*betta); 
P=(I-gamma*R)*P; 
bet(i,:)=betta; 

end; 
plot(bet,'+'); 
T1=dt^2/(1-betta(1)-betta(2)) % расчет параметров непрерывной модели 
T2=(betta(2)*T1+T1+dt^2)/dt 
K=betta(3)*T1/dt^2 
 
Оценки параметров непрерывной модели: 
T1 = 35.6366; T2 =15.4333; K = 25.0975. 
 

Из полученных расчетных результатов видна высокая точность 
оценивания всех параметров модели. Расчетная практика показывает, 
что рекуррентный МНК по сравнению с его явной формой обладает 
лучшей сходимостью, и требует для достижения той же точности вы-
полнения меньшего количества шагов, и соответственно, вычисле-
ний. На рисунке 4.2 графически представлены процессы сходимости 
оценок параметров для рассматриваемой модели. 
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Рисунок 4.2  

Сходимость оценок параметров дискретной модели 
 

4.3.6 Определение импульсной переходной функции объекта с 
помощью метода наименьших квадратов 

Рассмотрим использование МНК для идентификации импульсной 
переходной функции (ИПФ) линейного стационарного объекта с 
одним входом и одним выходом. В соответствии с рассмотренной 
ранее схемой проведения эксперимента (рисунок 3.7), требуется 
определить ИПФ по результатам измерений входного )(tu  и 
выходного сигналов )(ty  на конечном промежутке времени 
длительностью Т в условиях действия помехи )(tη  типа белого шума, 
приведенной к выходу. 

Выходной сигнал линейной стационарной системы при нулевых 
начальных условиях выражается стандартным интегралом свертки: 

,)()()()(
0
∫ +−=
T

tdtutwty ηττ    (4.53) 

где )(tw  – импульсная переходная функция. 
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Проведем временную дискретизацию уравнения (4.53), с равно-
мерным интервалом квантования tΔ . Выходной сигнал в произволь-
ный момент времени tjt Δ=  определяется следующим соотношени-
ем: 

,1,...1,0,])[()()(
1

0
−=+ΔΔ−Δ=Δ ∑

−

=
m

N

i
j Njttijuiwjy

s

η  (4.54) 

где Δ= mm NT  – время измерения выходного сигнала; Δ= ss NT  - вре-
мя оценивания, т.е. установления реакции ИПФ (не более 5% от сво-
его пикового значения). 

Запишем выражение (4.54) в компактном виде: 

  ,
1

0
∑
−

=
− +Δ=

sN

i
jijij tuwy η   1,...1,0 −= mNj ,  (4.55) 

где ).(];)[(;)( Δ=Δ−=Δ= − jyytijuuiww jiji  

Величина jη  содержит как невязку в дискретные моменты време-

ни )( Δjη , так и ошибки, возникающие за счет аппроксимации непре-
рывной зависимости )( τ−tu  кусочно-постоянной функцией 

])[( Δ− iju . 
Проведенная процедура дискретизации во времени (4.54) приво-

дит к тому, что оценивание непрерывной функции )(tw  заменяется 
оцениванием конечного множества параметров 10 ,... −sNww . 

Выражения (4.55) в развернутом виде представляются следую-
щим образом: 
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 (4.56) 
или в матричной форме: 

ηβ +=Uy  ,     (4.57) 
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где tw Δ⋅=β  - вектор-столбец идентифицируемых параметров, 
η,y и U –вектор-столбцы и матрица соответствующих выборочных 

значений. 
Таким образом, оценивание ИПФ сводится к оцениванию вектора 

параметров β  при заданной матрице U и векторе измерений у. Ре-
зультатом оценивания является нахождение вектора β , минимизи-
рующего сумму квадратов невязок на интервале измерения: 

.min)()()( →−−= βββ UyUyJ T    (4.58) 

Оценка по МНК *β  удовлетворяет требованиям *min βββ =
== JJJ  

и находится из условия экстремума функционала (4.58): 

.0)(2 *

*

=−=
∂
∂

=

β
β ββ

UyUJ T     (4.59) 

Система уравнений (4.59) в матричной форме имеет вид: 
,* yUUU TT =β       (4.60) 

 и ее решение относительно вектора параметров находится следую-
щим образом:  

[ ] .
1* yUUU TT −

=β     (4.61) 
Соответственно, выражение явной формы метода наименьших квад-
ратов (4.11) для оценивания конечного множества параметров им-
пульсной переходной характеристики принимает следующий вид: 

[ ] .1 1
yUUU

t
w TT −

Δ
=      (4.62) 

Перепишем уравнение (4.60) относительно сумм выборочных значе-
ний сигналов: 
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 1,...1,0;1,...1,0 −=−= ss NkNi    (4.63) 
Уравнение (4.63) в непрерывной форме представляет известное урав-
нение Винера-Хопфа  



 98

,)()(1)()()(1
00

*

0
dttytu

T
dwdttutu

T

ms m T

m

T T

m
∫∫ ∫ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−− τθθθτ  (4.64) 

или   )()()( *
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τθθθτ uy
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uu KdwK
m

=−∫ ,  (4.65) 

где dttutu
T

K
mT

m
uu ∫ −=

0
)()(1)( ττ  - автокорреляционная функция вход-

ного сигнала; dttytu
T

K
mT

m
uy ∫ −=

0
)()(1)( ττ  - взаимная корреляционная 

функция входного и выходного сигнала. 
 
Пример 4.5 Приведем программную реализацию процедуры 

идентификации импульсной переходной характеристики для того же 

базового объекта с передаточной функцией 
1

)(
2

2
1

0

++
=

pTpT
k

pWo  и 

коэффициентами 15;36;25 210 === ТТk . 
s1=tf([25],[36 15 1])% непрерывная передаточная функция объекта 
T_end=45;% интервал измерений 
dt=1.5;% шаг дискретизации 
t=0:dt:T_end;% массив дискретного времени 
N=length(t);% размер выборки 
u=sign(normrnd(0, 2, [N 1]));%моделирование входного воздействия 
y=lsim(s1,u,t) ;% выходное воздействие 
% заполнение матрицы U входных значений  

for i=1:N 
for j=1:N 

if(i>=j) U(i,j)=u(i+1-j);  
else U(i,j)=0;  

end; 
end 

end 
w=1/dt*(inv(U'*U))*(U'*y); 
w0= impulse(s1,t); 
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plot (t, w0, t, w,':'); 
grid; 
 

Результаты идентификации ИПФ рассматриваемого объекта 
представлены на рисунке 4.3. 
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Рисунок 4.3 

Аналитическая (1) и экспериментальная (2) импульсные характеристики 
объекта 

 
Идентификационный эксперимент проводился при подаче на 

объект случайной последовательности сигналов 1± . Сравнение ана-
литической и экспериментально полученной импульсных весовых 
характеристик (рисунок 4.3) показывает высокую точность данного 
метода, существенно зависящую от интервала измерений и шага дис-
кретизации. Расчеты показывают, что нужно внимательно выбирать 
интервал измерений mT  и время установления реакции tNT ss Δ= , т.к. 
при проведении процедуры оценивания на участке, где ИПФ стре-

мится к нулю, матрица [ ] 1−
UU T  становится близкой к вырожденной, 

что влечет расходимость решения.  
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4.4 Градиентные методы 
Рассмотрим общую задачу минимизации квадратичной невязки 

выходных сигналов модели и объекта для функционала 

[ ] .)()(
0

2
∫ −=
t

Mo dttytyJ     (4.66) 

Настройка модели может рассматриваться как движение по ги-
перповерхности )(βJJ =  в пространстве параметров β  к экстре-
мальной точке. В соответствии с этим, задача определения парамет-
ров модели интерпретируется как задача оптимизации целевой функ-
ции )(βJ . Для решения такой задачи могут использоваться градиент-
ные методы, основанные на итерационной процедуре приближения к 
экстремуму целевой функции, характеризующейся соотношением: 

[ ],)()()()1( kgradJkkk βγββ +=+    (4.67) 
где )(kβ  - текущее приближение к истинному вектору параметров 

*β ; )(kγ  - служебный параметр, характеризующий длину k-го шага 
итерационного процесса; k  - номер итерации. 

Для определения направления движения к экстремуму использу-
ется градиент – n- мерный вектор, составляющие которого являются 
частными производными функции )(xf , вычисленными в точке х: 

....,,)(
21

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=∇
n

JJJJ
βββ

β     (4.68) 

Градиент указывает направление наискорейшего роста функции (об-
ратное направление будет направлением наискорейшего спуска). 
Градиент функции может быть определен аналитически, а если функ-
ция )(βJ  не задана, то с помощью экспериментов. 

Существует много модификаций градиентных методов, отли-
чающихся способом выбора двух основных параметров – направле-
ния спуска и величины шага вдоль этого направления. Итерационные 
методы спуска, в принципе, получают решение за бесконечное число 
шагов. На практике вычисления прекращаются при выполнении не-
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которых условий останова итерационной процедуры (условие мало-
сти приращения аргумента или критерия качества идентификации). 

Рассмотрим более подробно метод наискорейшего спуска с ми-
нимизацией вдоль направления движения. 

Метод наискорейшего спуска должен реализовать движение к 
минимуму из некоторой произвольной точки начального приближе-
ния по траектории, обеспечивающей наиболее быстрое уменьшение 
ошибки - в направлении антиградиента минимизируемой функции. 
Траектория движения в каждой точке ортогональна к линиям уровня 

constJ =)(β . Итерационная процедура определения значения вектора 
параметров на очередном шаге имеет вид: 

)()()()1( kskkk γββ +=+ ,   (4.69) 
где )(ks  - вектор, определяющий направление спуска, находится сле-
дующим образом: 

))((
))(()(

kJ
kJks

β
β

∇
∇

−= . (4.70)

Нормирующий коэффициент вектора градиента целевой функции 
определяется соотношением: 

 [ ] [ ] [ ] [ ] .)(...)()()(
22
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x
kJkJ ββββ   (4.71) 

Величина шага )(kγ  выбирается таким образом, чтобы целевая 
функция в выбранном направлении не перестала убывать. Значение 

)(kγ , в соответствии с этим, находится из условия минимума квадра-
тической аппроксимации целевой функции )(βJ  по )(kγ  в точке 

)(kβ : 

[ ]
[ ]

,
)())(()(

)())(()( 2 kskJks
kskJk T

T

⋅∇
⋅∇

−=
β

βγ    (4.72) 

где ))((2 kJ β∇  - матрица вторых производных:  
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В точке )1( +kβ  определяется новое направление движения к 
минимуму, которое будет ортогонально предыдущему и далее повто-
ряется процесс приближения к экстремуму. 

Для реализации алгоритма данного метода нужно задать точку 
начального приближения )0(β  и последовательно на каждом шаге 
алгоритма ,...1,0=k  вычислять следующие компоненты: 

1) вектор градиента целевой функции ))(( kJ β∇  в точке 
)(kββ =  соответственно (4.68); 

2) нормирующий коэффициент вектора градиента [ ])(kJ β∇  

соответственно (4.71); 
3) вектор )(ks  соответственно (4.70); 

4) матрица вторых производных ))((2 kJ β∇  соответственно 
(4.73); 

5) значение шага )(kγ  соответственно (4.72); 
6) новое значение приближения )1( +kβ  соответственно 

(4.69). 
Градиентные методы являются основой для идентификации дос-

таточно сложных объектов, для оптимизации нелинейных критериев 
качества идентификации.  
 

Пример 4.6 Рассмотрим задачу идентификации инерционного 
объекта второго порядка, описываемого передаточной функцией 

)1()1(
)(

21 +⋅+
=

pTpT
k

pW o
o . Требуется найти параметры модели 
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пониженного порядка, имеющей вид 
1
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квадратичный критерий 
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 (4.74) 

принимал свое минимальное значение при известных параметрах 
объекта .2.3;8.11;5.27 210 === TTk  Примем период времени, на кото-
ром проводится идентификация параметров .100сtкон =  

В такой постановке задачи вектор искомых параметров объекта 

содержит два параметра ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

m

m

T
k

β . После интегрирования и выполне-

ния необходимых преобразований в (4.74) получают явную форму 
функционала качества: 
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(4.75) 
Обозначим коэффициент, не зависящий от искомых параметров, 

как )).(433(
)()(2
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Коэффициенты при различных степенях искомого параметра mT  обо-
значим следующим образом: 
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С учетом принятых обозначений выражение (4.75) запишем следую-
щим образом: 
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На основе (4.76) в точках ,...2,1),( =kkβ  вычисляются компоненты 
вектора градиента - первые производные критерия идентификации по 
искомым параметрам: 

);(
))()((

23)(2 3
3

2
210

2121

0
mmm

mm
mmmoкон

m

TdTdTdd
TTTTTT

kTkkkt
k
F

+++
−++

+−−⋅−=
∂
∂

 

);)()2()32(

))(((
)()()(

2
2

3

3
3

2
21021

2
321

21
21

2
2

2
1

0
2

mmmmmm

mm
mm

mm

m

TdTdTddTTTTdTdd

TTTT
TTTTTT

kkk
T
F

+++++−++×

×++⋅
−++

+−=
∂
∂

 

и составляется вектор градиента 
T
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Далее определяется нормирующий коэффициент 
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Вычислительная процедура заканчивается по достижении норми-
рованной разности двух соседних приближений некоторого заданно-
го числа eps=0.5>0. 

eps
k

kk
≤

−+
)(

)()1(
β

ββ
. 

Рассмотрим пример программной реализации итерационной проце-
дуры. 
 
k0=27.5; % Задание параметров объекта 
T1=11.8; 
T2=3.2; 
km=1; % Задание начальных приближений искомых параметров 
Tm=1; 
z(:,1)=[ 1; 1]; 
z(:,2)=[ 1; 1]; 
i=2; 

while (abs(z(i)-z(i-1))/abs(z(i))>0.5) || (i<5) 
i=i+1; 
x=[km; Tm]; % вектор параметров 
c0=k0^2*(-3*T1^4-
3*T2^4+4*T1^2*T2^2+T1*T2*(T1^2+T2^2))/(2*(T1-
T2)^2*(T1+T2)); 
c1=(k0-km)^2*100; 
c2=-3*km^2*Tm/2; 
b1=2*k0 /((T1+Tm)*(T2+Tm)*(T1-T2)); 
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b2=(Tm*(T1-T2)+T1^2-
T2^2)*(T1+Tm)*(T2+Tm)+Tm*(T2^2*(T1+Tm)-T1^2*(T2+Tm)); 
c3=b1*b2; 
d0= T1*T2*(T1^2-T2^2); 
d1= (T1*T2*(T1-T2)+ T1^3-T2^3); 
d2=(T1^2-T2^2) ; 
d3=(T1-T2) ; 
D0= d0+d1*Tm+d2*Tm^2+d3*Tm^3 
F=c1+c2+b1*km *D0+c0; % функционал качества 
D1=d1+2*d2*Tm+3*d3*Tm^2 
% первые производные функционала 
f1=-2*(k0-km)*100-3*km*Tm+b1*D0; 
f2=-3*km^2/2+b1*km/((T1+Tm)*(T2+Tm))*(D1*(T1+Tm)* 
(T2+Tm)-D0* (T1+T2+2*Tm)); 
gr=[f1; f2]; % вектор градиента 
nor_gr=(f1^2+f2^2)^(1/2); % нормирующий коэффициент 
s=-gr/nor_gr; % вектор s 
% вторые производные функционала 
df_km_2=2*100-3*Tm; 
R=(T1+Tm)^2*(T2+Tm)^2*((T1+Tm)*(T2+Tm)*(2*d2+6*d3*Tm)-
2*D0)-2*(T1+Tm)*(T2+Tm)*(T1+T2+2*Tm)* 
((T1+Tm)*(T2+Tm)*D1-(T1+T2+2*Tm)* D0); 
df_Tm_2= b1*km /((T1+Tm)^3*(T2+Tm)^3)*R; 
df2_km_Tm=-3*km+b1/((T1+Tm)*(T2+Tm))*(D1*(T1+Tm)* 
(T2+Tm)- D0*(T1+T2+2*Tm)); 
gr2=[df_km_2 df2_km_Tm; df2_km_Tm df_Tm_2]; % матрица вто-
рых производных 
l=-gr'*s/(s'*gr2*s); % величина шага 
x=x+l*s; % новое значение вектора параметров 
km=x(1); 
Tm=x(2); 
z(:,i)=x; 

end; 
figure(1); 
plot(z(1,3:i), z(2,3:i)); 
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grid; 
s1=tf([k0],[T1*T2 (T1+T2) 1]) % передаточная функция объекта 
s2=tf([km],[Tm 1]) % передаточная функция модели 
t=0:0.1:100;  
N=length(t);  
u=ones(N,1);  
y1=lsim(s1,u,t); % переходная функция объекта 
y2=lsim(s2,u,t); % переходная функция модели 
figure(2); 
plot (t, y1, t, y2, ':b'); 
grid; 

Реализация итерационной процедуры до достижения заданной 
точности дает следующие параметры модели: 

15.5663. 27.8805; == mm Tk  Значение функционала качества: F = 
64.8810. 

На рисунках 4.4, 4.5 приведены графические результаты расчета. 
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Рисунок 4.4 

Сходимость параметров модели в двухпараметрическом пространстве 
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Рисунок 4.5 

Переходные характеристики объекта и модели 
 

 
На рисунках 4.4 и 4.5 приведены траектория сходимости итера-

ционной процедуры поиска параметров mm Tk ,  и результаты сопос-
тавления истинной и идентифицированной переходных характери-
стик, показывающие удовлетворительное качество идентификации. 
Достаточно существенная величина целевой функции F объясняется 
характерными особенностями инерционного объекта второго поряд-
ка, которые не всегда могут быть скомпенсированы моделью первого 
порядка.  

При реализации градиентных алгоритмов возникают вопросы, 
связанные со сходимостью метода, с подбором вида критерия, с фор-
мированием критерия останова, сменой тактики поиска, которые ка-
ждый раз приходится решать индивидуально для конкретной задачи. 
Кроме того, реализация градиентных алгоритмов требует определен-
ного объема аналитических вычислений, что может вызывать значи-
тельные сложности. Рекомендуется совмещать применение различ-
ных итерационных методов с учетом свойств каждого из них [74].  
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5 Оценивание состояния объекта 
Зная прошлое, легко предсказать будущее, но 
изменить его невозможно 

Из концепции детерминизма 

5.1 Общий подход к задаче оценивания переменных состояния 
В настоящее время широкое распространение получили методы 

оценивания (идентификации) в пространстве состояний, основанные 
на работах Р. Калмана и Л. Заде. Эти методы позволяют в реальном 
времени получать алгоритмы обработки данных с использованием 
современного уровня развития средств вычислительной техники. Раз-
личные варианты алгоритмов обработки результатов измерений при-
меняются при решении задач оценивания состояний в системах 
управления, оптимальных, самонастраивающихся и адаптивных сис-
темах, измерительных комплексах и средствах, теории случайных 
сигналов, навигационной аппаратуре, медицине и многих других от-
раслях. 

На практике достаточно распространенной является ситуация, ко-
гда не все компоненты вектора состояний доступны для измерения. В 
этом случае, чтобы в системе управления возможно было использо-
вать обратную связь по состоянию, необходимо восстановить вектор 
состояния системы, недоступный для измерения. Восстановление 
вектора состояния называется его оценкой, а устройства, формирую-
щие на выходе вектор оценки состояний, а также позволяющие отде-
лить полезный сигнал от помех, – наблюдателями (идентификатора-
ми, фильтрами) [5, 6, 19, 31, 35, 39, 51, 57]. Алгоритмы работы на-
блюдателей обычно строятся таким образом, чтобы при обработке 
сигналов получалась оптимальная в определенном смысле оценка не-
которой переменной. Фильтры применяются для следующих проце-
дур: 

• интерполяции, сглаживания или экстраполяции сигналов; 
• оценивания состояния объектов; 
• оценивания параметров объектов и т.д. 



 110

Рассмотрим стандартную ситуацию, при которой возникает зада-
ча оценивания состояний. Положим, что имеется некоторая система, 
состояние которой в любой момент времени однозначно характеризу-
ется определённым набором координат состояний (например, про-
странственными координатами, скоростью, уровнями напряжения и 
т.д.), т.е. эти величины являются элементами вектора состояния сис-
темы )(tx  в каждый момент времени t . Часть этих координат, как 
правило, недоступна для непосредственного определения. Положим 
далее, что имеется ряд переменных, некоторым образом связанных с 
состоянием системы, и их можно измерить с заданной точностью, т.е. 
эти величины составляют вектор измерений )(ty , относящийся к оп-
ределённому моменту времени t . Необходимо оценить значения век-
тора состояний )(tx , недоступного для непосредственного измерения. 

 

5.2 Оптимальный наблюдатель полного порядка (фильтр Калма-
на) 

Одной из наиболее употребительных схем наблюдателей в конту-
рах автоматического управления и регулирования является адаптив-
ный фильтр рекурсивного типа, известный как фильтр Калмана (Кал-
мана-Бьюси) [5, 14, 19, 30, 35, 39, 48, 51, 57, 58, 59, 61, 68, 69, 75]. 

Алгоритм фильтра Калмана позволяет в реальном времени по-

строить оптимальную оценку состояния системы )(
^

tx , основываясь 
на измерениях )(ty , неизбежно содержащих погрешности. Вектор 
измерений )(ty  рассматривается в качестве многомерного выходного 
сигнала системы, при этом зашумлённого, а вектор состояния )(tx  - 
неизвестный многомерный сигнал, подлежащий определению. Усло-
вием оптимальности построенной оценки является минимум средне-
квадратичного отклонения оцененного значения от истинного. 

В общем случае, задача фильтрации по Калману формулируется 
для нелинейной нестационарной системы в условиях действия корре-
лированного случайного процесса, отличного от белого шума. При-
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мем допущения и далее будем рассматривать задачу оценивания по 
Калману-Бьюси, сформулированную в пространстве состояний для 
линейного стационарного объекта при действующем белом шуме, по-
становка которой заключается в следующем [2, 5, 74]. 

1) Определяется n - мерное пространство функций (в общем 
случае – гильбертово) и далее полагается, что все временные процес-
сы принадлежат этому пространству. 

2) Имеется линейная динамическая стационарная система (фор-
мирующий фильтр), описываемая уравнением: 

),()()( tvtButAx
dt
dx

++=     (5.1) 

где, кроме ранее рассмотренных обозначений, принятых при по-
становке задачи в пространстве состояний (1.20), используются сле-
дующие: 

)(tx  – случайный марковский n - мерный процесс, задаваемый 
необходимой априорной информацией:  

{ } ;0xxM =  { } 0cov Px = ;     (5.2) 
)(tu  – измеряемое векторное входное воздействие, которое может 

быть как детерминированной, так и случайной величиной; 
)(tv – k -мерный вектор случайных воздействий, полагаемых про-

цессами типа белого шума: 
{ } ;0=vM  

{ } { } ),()()(cov τδτ −== tVvtvMv T   (5.3) 
где )(tδ  - дельта-функция; V  - симметричная неотрицательно опре-
деленная матрица интенсивности белого шума )(tv  размерностью 

][ kk × ; 
3) Процесс )(tx  наблюдается с помощью измерителя, и вектор 

измеряемых координат определяется соотношением: 
)()()( ttCxty η+= ,     (5.4) 

где )(tη  – p - мерный вектор шумов измерения, полагаемый случай-
ным процессом в виде белого шума: 
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{ } ;0=ηM  

 { } { } ),()()(cov τδτηηη −== tRtM T    (5.5) 
где R  - симметричная неотрицательно определенная матрица интен-
сивности белого шума )(tη  размерностью ][ pp× ; 

4) Процессы )(tv  и )(tη , а также )(tx  и )(tv , )(tx  и )(tη  полага-
ются некоррелированными: 

{ } ;0)()( =TtvM τη  { } ;0)()( =TvtxM τ  { } ,0)()( =TtxM τη  
формирующий фильтр удовлетворяет условиям физической реали-
зуемости 0,0)( <= ttw , а динамическая система, соответствующая 
(5.1), (5.4), является полностью управляемой и полностью наблюдае-
мой.  

5) Требуется построить линейную динамическую систему, обес-
печивающую получение оптимальной оценки )(ˆ tx  вектора )(tx , если 
ошибка оценивания задана: 

)(ˆ)()( txtxte −= ,     (5.6) 
и критерием оптимальности является условие минимума ее квадра-
тичной нормы: 

min)()( 22 →== ∫ tedtteJ .   (5.7) 

Задача фильтрации по Калману-Бьюси соответствует следующей 
структурной схеме: 

 
Рисунок 5.1 

Структурная схема формирующего фильтра и измерителя при действии 
случайных возмущений и наличии помех 

ФФ – формирующий фильтр 
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При построении фильтра Калмана используется идея n-мерного 
наблюдателя (наблюдателя полного порядка), когда в качестве иден-
тификатора состояния принимается математическая модель системы.  

Фильтр Калмана осуществляет процедуру рекурсивного оценива-
ния на основе наблюдений за входным и выходным сигналами объек-
та, где для уменьшения дисперсии оценок в алгоритм идентификато-
ра вводится корректирующая обратная связь по выходу системы )(ty .  

Исходя из требования получения несмещенной оценки )(ˆ tx , 
уравнение фильтра имеет вид [5, 74]:  

;)()()()(ˆˆ ^

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −++= txСtyLtButxA

dt
xd

   
(5.8) 

,)(ˆ 00 xtx =  
где L  - матрица коэффициентов усиления фильтра размером [ ]1×n , 
обеспечивающая оптимальную в смысле минимальной дисперсии 
оценку состояния, которая определяется выражением 

.1−= RPCL T       (5.9) 
В (5.9) P  - ковариационная матрица ошибок оценивания, которая 

в случае стационарности процессов определяется решением алгеб-
раического матричного уравнения Риккати: 

.01 =+−+ − TTT GVGCPRPCPAAP   (5.10) 
В общем случае, построение оптимального наблюдателя является 

решением задачи оптимального стохастического управления в усло-
виях неполноты информации о векторе переменных состояния. На-
хождение матрицы коэффициентов усиления фильтра может быть 
реализовано методом аналитического конструирования регуляторов 
[33, 34, 76]. 

Преимуществом фильтра Калмана является то, что уравнения 
фильтра имеют рекуррентную форму и могут быть легко реализованы 
с помощью цифровых вычислительных устройств.  

Рассмотрим алгоритм фильтрации в случае выборочных измере-
ний функции времени ,...2,1=k . При таком подходе матрица коэффи-
циентов усиления фильтра )1( +kL  не зависит от наблюдений и мо-
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жет быть вычислена заранее для всей процедуры оценивания по сле-
дующим соотношениям [74]. 

1) По априорным значениям характеристик сигналов находится 
априорное значение ковариационной матрицы сигнала, основанное на 
k наблюдениях: 

.)()1( VAkAPkQ T +=+    (5.11) 
2) Рассчитывается апостериорное значение ковариационной 

матрицы сигнала, основанное на k+1 наблюдениях: 

[ ] ).1()1()1()1()1(
1

++++−+=+
−

kCQRCkCQCkQkQkP TT  (5.12) 
3) Определяется матрица коэффициентов усиления )1( +kL , 

задающая вес поправок к начальным условиям на основе ковариаци-
онных матриц оценки состояний 

.)1(])1([)1()1( 11 −− +=+++=+ RCkPRCkCQCkQkL TTT   (5.13) 
В соответствии с изложенным, величины )1(),1( ++ kQkP  и 

)1( +kL  полностью определяются априорной информацией. Вычис-
ления продолжаются до установления стационарности фильтра, усло-
вием которой является равенство PkPkP ==+ )()1(  или, соответст-
венно, LkLkL ==+ )()1( . 

После определения матрицы )(kL , алгоритм работы фильтра 
Калмана сводится к последовательной обработке поступающих вход-
ных и выходных данных, при которой текущая оценка сигнала полу-
чается на основе корректировки ранее сделанной оценки с учётом 
информации, поступающей на вход фильтра в процессе наблюдения 
на каждом такте  

.)()()1()1()()()1(
^^

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−++++=+ kСBukxСAkykLkBukAxkx  (5.14) 

Общая схема системы для случая выборочных измерений функ-
ции времени, включающая объект и наблюдатель, изображена на ри-
сунке 5.2.  
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Рисунок 5.2 

Структурная схема объекта и фильтра Калмана 
1−z  - оператор единичного сдвига во времени 

 
 
Данная структура может быть реализована программными или 

техническими средствами. 
 
Пример 5.1 
Дана непрерывная система с передаточной функцией 

12.33
505

)(
)()( 2 ++

+
==

pp
p

pu
pypW

 
и заданными характеристиками случай-

ных процессов типа белого шума 1=V  (для входной помехи) и 
01.0=R  (для выходной). Известна априорная информация о сигнале: 

10000;0 00 == Px . Требуется построить наблюдатель состояния для 
оценки неизвестного вектора состояния x , когда критерием опти-



 116

мальности является минимум среднеквадратичного отклонения по-
строенной оценки от самого сигнала.  
 
sys1=tf([5 50],[3 3.2 1])% задание передаточной функции системы  
sys=ss(sys1)% задание системы в пространстве состояний 
[A,B,C,D]=ssdata(sys); % формирование матриц системы 
n=length(A); % определение порядка системы 
t=0:0.001:2; % задание массива значений времени 
x=zeros(n,1); % начальное значение математического ожидания сигнала 
p=10000*diag(ones(n,1)); % начальное значение ковариационной матрицы 
сигнала 
V=1000*diag(ones(n,1)); % ковариационная матрица входной помехи 
R=10; % ковариационная матрица выходной помехи 
eps=.001;% заданная погрешность сходимости Калмановского коэффици-
ента 
Lk (:,1)= eye(n,1); % начальные приближения 
Lk (:,2)= ones(n,1); 
i=2; 

pk(1,i)=p(1,1); pk(2,i)=p(2,2); 
while not (abs(Lk(1,i)-Lk(1,i-1))<eps & abs(Lk(2,i)-Lk(2,i-1))<eps) 
i=i+1;  

q=A*p*A'+V; 
p=q-q*C'*inv(C*q*C'+R)*C*q; 
L=p*C'*R^-1; 
pk(1,i)=p(1,1); pk(2,i)=p(2,2); 

Lk(:,i)=L; 
end 

k=3:i;  
figure(1); 
plot(k, pk(1, 3:i),'--o', k, pk(2, 3:i),':s'); 
figure(2); 
plot(k, Lk(1,3:i), '--o', k, Lk(2,3:i), ':s'); 
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Рисунок 5.3 

Апостериорная ковариация оценок (а) и матричный коэффициент усиления 
фильтра (б) 

 
На рисунке 5.3(а) показана пошаговая апостериорная ковариация 

(неопределенность) оценок 1x̂  (кривая 1) и 2x̂  (кривая 2). Видно, что 
начиная с заданного априорного значения )0(P  величина ковариации 
оценки каждой компоненты вектора x̂  быстро приближается к своему 
асимптотическому значению. Соответственно, на рисунке 5.3 (б) по-
казана асимптотическая сходимость матрицы коэффициентов усиле-
ния фильтра [ ]TllL 21= , где изменению коэффициентов 1l  и 2l  соот-
ветствуют кривые 1 и 2 . 
 

Структура рассматриваемого объекта и фильтра Калмана, реали-
зованная в среде Simulink системы MatLab, представлена на рисунке 
5.4. 
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Рисунок 5.4 
Имитационная модель фильтра Калмана 

 
На данной модели приняты обозначения:  
u,v,h - моделируемые сигналы входного воздействия, помехи объекта 
и шума измерений; 
X, Y, Y_h – вектор состояния объекта, вектор измерения без учета 
выходной помехи и с ее учетом соответственно; 
XK, YK - вектор состояния и вектор измерения фильтра Калмана (т.е. 
оценки вектора состояния и вектора измерения объекта). 
Запись A*uvec, В*uvec, С*uvec и L*uvec обозначает векторное умно-
жение матриц A, B, C или L на соответствующий входной сигнал. 
 
% построение графиков вектора состояния и наблюдения 
figure(3); 
plot(t, Y,':b',t,YK,'-b') 
grid; 
figure(4); 
plot(t, Y_h,'g',t,YK,'b') 
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grid; 
figure(5); 
plot(t, X(:,1),':b',t,XK(:,1),'-b') 
grid; 
figure(6); 
plot(t, X(:,2),':b',t,XK(:,2),'-b') 
grid; 
 

Результаты компьютерного моделирования представлены на ри-
сунках 5.5-5.8. 
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Рисунок 5.5 

Сравнение точного, без учета помехи (кривая 1) и оцененного xCy ˆˆ =  
(кривая 2) значений выходных сигналов 
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Рисунок 5.6 

Сравнение измеренного зашумленного y  (кривая 1) и оцененного xCy ˆˆ =  
(кривая 2) значений выходных сигналов 
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Рисунок 5.7 

Сравнение истинного (кривая 1) значения компоненты 1x  вектора состоя-
ния системы и его оценки 1x̂  (кривая 2) 
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Рисунок 5.8 

Сравнение истинного (кривая 1) значения компоненты 2x  вектора состоя-
ния системы и его оценки 2x̂  (кривая 2). 

Результаты компьютерного моделирования показывают вполне 
удовлетворительное качество работы фильтра Калмана как при сгла-
живании шумов (рис. 5.6), так и при отслеживании траекторий нена-
блюдаемых сигналов x  (рис. 5.7, 5.8). Оценка 1x̂  практически полно-
стью совпадает со своим истинным значением. Для сигнала 2x  оце-
ниваемая траектория отстает от реальной, но при этом улучшаются 
сглаживающие свойства фильтра. 
 

5.3 Наблюдатель состояния пониженного порядка 
В случае отсутствия шумов в измерениях для получения оценки 

координат вектора состояния возможно уменьшить порядок наблю-
дателя, непосредственно используя содержащуюся в выходных пере-
менных информацию о состоянии объекта. Такие наблюдатели назы-
ваются наблюдателями пониженного порядка или наблюдателями 
Люенбергера [2, 5, 77]. В них размерность вектора состояния умень-
шается на число компонент измеряемого вектора. 
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Рассмотрим детерминированную, стационарную, полностью на-
блюдаемую систему: 

),()(

);()(

tCxty

tButAx
dt
dx

=

+=

   
(5.15) 

где )(tx  - n-мерный вектор состояния; )(ty  - p - мерный вектор вы-
ходных координат, причем np <  и pCrang = . 

В соответствии с этим, имеем p  линейно независимых уравнений 
для определения p  переменных вектора состояний по вектору выхо-
да )(ty . Следовательно, для нахождения )( pn −  ненаблюдаемых ком-
понент вектора )(tx  возможно построить алгоритм оценивания по-
рядка )( pn − . 

Выберем в качестве новых переменных состояния линейную 
комбинацию из p  компонент вектора )(tx , задаваемых уравнением 
наблюдения системы, и )( pn −  комбинаций оставшихся ненаблюдае-
мых компонент. Представим новый вектор переменных в следующем 
виде: 

),()(.....
)(

.......
)(

tPxtx
C

T

ty

tz
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
   (5.16) 

где T  - невырожденная матрица размерностью ])[( npn ×− ; )(tz  - 
)( pn − – мерный вектор ненаблюдаемых переменных. Если найти та-

кое невырожденное преобразование [ ]TCTP M= , которое будет 
обеспечивать желаемый набор характеристических чисел матрицы 
динамики идентификатора размерностью )]()[( pnpn −×− , то можно 
получить уравнения )( pn − –мерного асимптотического идентифика-
тора, динамические свойства которого можно выбирать по своему 
усмотрению. Соответственно, переход к вектору состояния в новом 
базисе будет осуществляться по соотношению 

).()( tTxtz =      (5.17) 
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С учетом того, что матрица P  имеет обратную, и, в соответствии 
с (5.16), можно записать 

.
)(

.......
)(

)( 1

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
= −

ty

tz
Ptx      (5.18) 

Подставляя новые переменные (5.18) в первое уравнение системы 
(5.15), получим 

).(
)(
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)(

....... 1 tPBu
ty

tz
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dt
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⎡

−    (5.19) 

Разбивая матрицы 1−PAP  и PB  на соответствующие блоки, за-
пишем систему (5.19) в следующем виде: 
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   (5.20) 

где yzzyzz AAA ,,  и yyA  - матрицы размерностью )]()[( pnpn −×− , 

])[( ppn ×− , )]([ pnp −×  и ][ pp×  соответственно; zB  и yB  - матрицы 

размерностью ])[( mpn ×−  и ][ mp× . 
Запишем из (5.20) уравнения только для ненаблюдаемых пере-

менных состояния: 

).()()( tuBtyAtzA
dt
dz

zzyzz ++=    (5.21) 

Введем наблюдатель той же структуры 

).()()(ˆˆ tuBtyAtzA
dt
zd

zzyzz ++=    (5.22) 

Ошибку оценивания определим невязкой )()(ˆ tztz − , которая 
должна стремиться к нулю. В [5] показано, что если система иденти-
фицируема, то динамические свойства идентификатора можно выби-
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рать произвольно. Динамика стремления ошибок оценок вектора со-
стояния к нулю определяется матрицей zzA . Нужно определить усло-
вия, которым должны соответствовать матрицы zzyzz BAA ,, . 

Применяя преобразование (5.17) к объекту (5.21), получим соот-
ношение 

).()()( tuBtCxAtTxA
dt
dxT zzyzz ++=    (5.23) 

Умножим обе части уравнения (5.15) на матрицу Т 

).()( tTButTAx
dt
dxT +=

    
(5.24) 

Приравнивая (5.23) и (5.24), получим условия для вычисления необ-
ходимых матриц: 

.; TBBCATATA zzyzz ==−    (5.25) 

Получив оценку )(ˆ tz  соответственно (5.22), можно найти оценку 
всего вектора состояния )(ˆ tx , которая будет иметь вид 

),()()(ˆ tGytHztx +=      (5.26) 
где - H  и G  - матрицы размерности )]([ pnn −×  и ][ pn×  соответст-
венно. 

Учитывая преобразование (5.17) и уравнение наблюдения из 
(5.15), соотношение (5.26) представим в следующем виде: 

).()()()()(ˆ txGCHTtGCxtHTxtx +=+=   (5.27) 
Из требования для ошибки оценивания 0)()(ˆ →− txtx  получается со-
отношение для определения матриц 

.IGCHT =+      (5.28) 
Далее, объединив (5.26) и (5.22), найдем описание искомого наблю-
дателя: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

++=

+=

),()()(ˆˆ
);()()(ˆ

tuBtyAtzA
dt
zd

tGytHztx

zzyzz
    (5.29) 

где искомые матрицы zyzz AAGH ,,,  и zB , связанные выражениями 

(5.28) и (5.25), могут выбираться до некоторой степени произвольно.  
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 Задача конструирования идентификатора сводится к решению 
матричного уравнения (5.25) относительно матрицы T. Алгебраиче-
ская задача состоит в том, чтобы выбрать матрицы zzA  и zyA  так, что-

бы решение T имело заданный ранг )( pn − . Для обеспечения устой-
чивости устройства восстановления необходимо и достаточно [5, 60], 
чтобы произвольная матрица zzA  имела отрицательные вещественные 
собственные числа. Решение T первого алгебраического уравнения из 
(5.25) будет единственным, если матрицы А и zzA  не будут иметь об-
щих собственных чисел. Матрица zyA  при этом выбирается произ-

вольно.  
В соответствии с изложенным, алгоритм синтеза наблюдателя 

пониженного порядка сводится к следующим процедурам. 
1) Проверяется наблюдаемость исходной системы и находится 

индекс наблюдаемости p . 
2) Определяются корни характеристического уравнения матри-

цы А. 
3) Выбирается матрица zzA  из условия физической реализуемо-

сти таким образом, чтобы обеспечить желаемое время переходного 
процесса в наблюдателе. При этом корни характеристического урав-
нения матрицы zzA  не должны совпадать с корнями характеристиче-
ского уравнения матрицы А. 

4) Задается произвольно матрица zyA , удовлетворяющая усло-

вию управляемости фильтра 
[ ] pnAAAAArang zy

pn
zzzyzzzy −=⋅⋅ −− 1...  

5) Решается матричное уравнение CATATA zyzz =−  относитель-

но Т. 
6) Вычисляется матрица TBBz = . 
7) Находятся матрицы H и G из уравнения (5.28). 
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Пример 5.2 
Дана непрерывная система с передаточной функцией 

100
100

)(
)()( 2 ++
==

pppu
pypW . Доступной наблюдению считается лишь 

вторая компонента вектора состояния системы. Требуется построить 
наблюдатель пониженного порядка для восстановления первой ком-
поненты при подаче на вход единичного входного воздействия. 
 

Рассмотрим решение данной задачи с использованием MatLab. 
 
sys=ss(tf([100],[1 1 100]))% Задание системы в пространстве состояний 
[A,B,C,D]=ssdata(sys) % формирование матриц системы 
 Задание объекта матрицами в пространстве состояний. 

125.30;
0
4

;
000.8

50.1200.1
==

−−
= СBA . 

Определение порядка объекта и индекса наблюдаемости. 
;1;1;2 =−== pnpn  

Уравнения описания искомого наблюдателя (5.29) для заданных зна-
чений n и p  примут вид: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

++=

+=

).()()(ˆˆ

);()()(ˆ

121

2

1

2

1

tubtyatza
dt
zd

ty
g
g

tz
h
h

tx
   (5.30) 

Нахождение параметров 121 ,, baa  по соотношениям (5.25)  

,221121 CattaAtt =−     (5.31) 

с учетом численных значений будут иметь вид: 

.125.30
08

5.121
221121 attatt =−

−−
   (5.32) 

Из условия физической реализуемости полагают 01 <а  таким, 
чтобы обеспечить желаемое время переходного процесса в наблюда-
теле. Выберем 101 −=а , значение параметра 2а  положим произволь-
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ным - 12 =а . С учетом этих значений преобразуем (5.32) к следую-
щему виду 

.
125.3
0

105.12
89

2

1 =
− t

t
    (5.33) 

Из (5.33) находятся коэффициенты матрицы Т 
]148.01316.0[−=Т . 

Далее определяется параметр 1b  из второго соотношения (5.25) 

.5264.0
0
4

148.01316.0211 −=−== Bttb  

Затем находятся матрицы H и G из условия (5.28) 

.
10
01

125.301480.01316.0
2

1

2

1 =+−
g
g

h
h

  (5.34) 

Решениями (5.34) являются следующие значения 

.
32.0

3599.0
0
5988.7

=
−

= GH  

В соответствии с проведенными вычислениями уравнения наблюда-
теля принимают вид 

.
)(2632,5)()(ˆ10ˆ

)(
3019,0
3599,0

)(
0
7599,0

)(ˆ

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−+−=

+
−

=

tutytz
dt
zd

tytztx
   (5.35) 

 
% задание коэффициентов в MatLab 
a1=-10; a2=1; 
T=[-0.1316 0.148] 
b1=-0.5264 
H=[-7.5988; 0] 
G=[0.3599; 0.32] 

 
Структурная схема объекта и наблюдателя, реализованная в среде 

Simulink системы MatLab, представлена на рисунке 5.9. 
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To Workspace2

XL

To Workspace1

Y

To Workspace

X

Integrator 2

1
s

Integrator

1
s

Constant

1 C* uvec

a1* uvec

H* uvec

a2* uvec

b1* uvec

B* uvec

G* uvec

A* uvec

 
Рисунок 5.9 

Компьютерное моделирование объекта в пространстве состояний и на-
блюдателя Люенбергера 

 
На данной модели приняты обозначения:  
X, Y– вектор состояния и вектор измерения объекта; 
XL - вектор состояния наблюдателя (т.е. оценка вектора состояния 
объекта). 
Запись A*uvec, В*uvec, С*uvec, G*uvec, H*uvec, a1*uvec, a2*uvec и 
b1*uvec обозначает векторное умножение матриц A, B, C, G или H и 
скалярных величин a1, a2, b1 на соответствующий входной сигнал. 
 
% построение графиков вектора состояния 
t=0:0.05:5; % задание массива значений времени 
figure(1); 
plot(t, X(:,1),':b',t,XL(:,1),'-b'); 
grid; 
figure(2); 
plot(t, X(:,2),':b',t,XL(:,2),'-b'); 
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grid; 
 

Результаты компьютерного моделирования представлены на ри-
сунке 5.10. 
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Рисунок 5.10 

Истинные (кривые 1) и восстановленные с помощью наблюдателя (кривые 
2) значения координат для первой (а) и второй (б) компоненты вектора со-

стояния системы 
 

Проведенные расчеты показывают высокую точность оценивания 
состояний наблюдателем Люенбергера. При отсутствии шумов объ-
екта и измерений имеет место практически точное восстановление 
ненаблюдаемой и точную оценку наблюдаемой координат. 
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