
Математический институт им. В.А. Стеклова

Российской академии наук

Лекционные курсы НОЦ

Выпуск 6

Издание выходит с 2006 года

В. И. Афанасьев

Случайные блуждания и ветвящиеся
процессы

Москва
2007



УДК 519.21
ББК (В)22.171

А94

Редакционный совет:

С.И. Адян, Д.В. Аносов, О.В. Бесов, И.В. Волович,
А.М. Зубков, А.Д. Изаак (ответственный секретарь),

А.А. Карацуба, В.В. Козлов, С.П. Новиков,
В.П. Павлов (заместитель главного редактора),

А.Н. Паршин, Ю.В. Прохоров, А.Г. Сергеев , А.А. Славнов,
Д.В. Трещев (главный редактор), Е.М. Чирка

А94 Лекционные курсы НОЦ / Математический инсти-
тут им. В.А. Стеклова РАН (МИАН). – М.: МИАН, 2007.
Вып. 6: Случайные блуждания и ветвящиеся процессы /
Афанасьев В. И. – 188 с.

ISBN 5-98419-018-4

Серия “Лекционные курсы НОЦ” – рецензируемое продолжающееся
издание Математического института им. В.А. Стеклова РАН. В серии
“Лекционные курсы НОЦ” публикуются материалы специальных кур-
сов, прочитанных в Математическом институте им. В.А. Стеклова Рос-
сийской академии наук в рамках программы Научно-образовательный
центр МИАН.

Настоящая брошюра содержит годовой курс В.И. Афанасьева
“Случайные блуждания и ветвящиеся процессы”, прочитанный в тече-
ние 2005/2006-го учебного года.

ISBN 5-98419-018-4 c© Математический институт
им.В. А. Стеклова РАН, 2007



ОГЛАВЛЕНИЕ ОГЛАВЛЕНИЕ

Оглавление

Предисловие . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
Лекция 1. Сходимость случайных элементов по распределе-

нию . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
Лекции 2–3. Условия сходимости по распределению случай-

ных процессов с траекториями из D[0, 1] . . . . . . . . . 15
Лекция 4. Определение броуновского движения и его суще-

ствование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
Лекция 5. Принцип инвариантности Прохорова–Донскера 35
Лекция 6. Приложения принципа инвариатности Прохо-

рова–Донскера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
Лекция 7. Распределение минимума, максимума и положе-

ния в последний момент броуновского движения. Бро-
уновский мост . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

Лекция 8. Локальные предельные теоремы Гнеденко и Сто-
уна . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

Лекция 9. Принцип инвариантности Лиггетта . . . . . . . 66
Лекция 10. Предельная теорема для статистики Колмого-

рова . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Лекция 11. Броуновская извилина и броуновская экскурсия:

определение и конечномерные распределения . . . . . . 79
Лекция 12. Броуновская извилина и броуновская экскурсия

как условное броуновское движение . . . . . . . . . . . 87
Лекция 13. Принцип инвариантности Иглхарта . . . . . . . 94
Лекция 14. Тождества Спарре–Андерсена и Спицера . . . 105
Лекция 15. Приложения тождеств Спарре–Андерсена и

Спицера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
Лекция 16. Условная локальная предельная теорема и ее

применение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 121
Лекция 17. Локальная версия принципа инвариантности

Иглхарта и ее применение для случайных блужданий
с отрицательным сносом . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Лекция 18. Ветвящиеся процессы Гальтона–Ватсона . . . . 146
Лекции 19–20. Ветвящиеся процессы в случайной среде . . 159



Предисловие

Вниманию читателей предлагается годовой спецкурс, прочи-
танный для студентов и аспирантов различных московских вузов
в рамках Научно-образовательного центра при Математическом
институте им. В.А. Стеклова РАН в течение 2005/2006-го учеб-
ного года.

В спецкурсе излагаются различные аспекты теории случай-
ных блужданий и теории ветвящихся процессов. При этом ядро
курса составляют условные принципы инвариантности для слу-
чайных процессов, построенных на основе случайных последова-
тельностей, коими являются и случайные блуждания, и рассмат-
риваемые в курсе ветвящиеся процессы.

В связи с этим представляется необходимым познакомить чи-
тателя с теоремами об условиях сходимости по распределению
случайных процессов с непрерывными траекториями или с тра-
екториями без разрывов второго рода. Общие вопросы сходимо-
сти по распределению и указанные теоремы излагаются в первых
трех лекциях.

Большое внимание в рассматриваемом курсе уделено прин-
ципу инвариантности Прохорова–Донскера и его приложениям
(см. лекции 4–7). В частности, рассматриваются закон арксинуса
и предельная теорема для совместного распределения миниму-
ма, максимума и положения в последний момент для случайного
блуждания с нулевым сносом.

Наряду с принципом инвариантности Прохорова–Донскера в
курсе рассматриваются так называемые условные принципы ин-
вариантности для случайных блужданий. Этот раздел теории ве-
роятностей зародился в семидесятые годы двадцатого столетия и
активно развивается в настоящее время.

В лекциях 9–10 рассматривается условный принцип инвари-
антности Лиггетта, в котором накладывается ограничение на
положение случайного блуждания в последний момент. В каче-
стве приложения этого принципа инвариантности получается зна-
менитая предельная теорема Колмогорова для выборочной функ-
ции распределения.

В лекциях 11–13 и 17 излагается условный принцип инвари-
антности Иглхарта, в котором накладывается ограничение на



Предисловие 5

всю траекторию случайного блуждания. При этом рассматрива-
ются случайные блуждания как с нулевым сносом, так и с отри-
цательным. В качестве предельных процессов здесь фигурируют
броуновская экскурсия и броуновская извилина.

Важное место в доказательстве упомянутых принципов инва-
риантности занимают локальные предельные теоремы: теорема
Стоуна, изложенная в лекции 8, и условная локальная предель-
ная теорема, изложенная в лекции 16.

В курсе излагаются и применяются тождества Спарре–
Андерсена и Спицера (см. лекции 14–15), играющие значитель-
ную роль в теории случайных блужданий. Приведены прямые,
вероятностные доказательства этих тождеств (без факторизаци-
онных теорем).

Ветвящимся процессам посвящены последние при лекции.
Сначала рассматривается классический ветвящийся процесс
Гальтона–Ватсона и излагаются предельные теоремы Яглома,
Феллера–Линдвалла, Ламперти–Нея–Дарретта. Затем рассмат-
ривается популярная в настоящее время модель ветвящегося про-
цесса в случайной среде и излагаются предельные теоремы для
этого процесса, часть которых получена в результате плодотвор-
ной совместной работы сотрудников отдела дискретной матема-
тики Математического института им. В.А. Стеклова и немецких
математиков Г. Керстинга и Й. Гейгера. Важно подчеркнуть вза-
имосвязь ветвящихся процессов в случайной среде и условных
случайных блужданий, благодаря которой различные части кур-
са становятся единым целым.

Для понимания спецкурса необходимо знакомство с основа-
ми теории вероятностей, а также с элементами теорий восстанов-
ления, мартингалов, марковских процессов, например по книгам
А.Н. Ширяева [9] (см. главы 2, 3, 7) и А. А. Боровкова [2] (см. гла-
вы 9, 12, 20). Изучение спецкурса позволит читателю перейти от
классических разделов теории вероятностей к современным зада-
чам этой науки.

Работа над спецкурсом была частично поддержана грантом
РФФИ (проект № 05-01-00035) и грантом президента РФ для ве-
дущих научных школ (проект № НШ-4129.2006.1). Автор выра-
жает глубокую благодарность своей дочери А. В. Афанасьевой
за большую помощь в компьютерном наборе текста и посвящает
книгу своей жене Л.В. Афанасьевой.
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Лекция 1
Сходимость случайных элементов

по распределению

Сходимость по распределению является одним из важнейших
понятий теории вероятностей и расматривается, как правило, во
всех стандартных учебных курсах по этой дисциплине (вспомните
закон больших чисел в форме Хинчина, центральную предельную
теорему). В начале данной лекции приводятся необходимые для
дальнейшего сведения об этой сходимости.

Пусть S – метрическое пространство, а B(S) – его борелевская
σ-алгебра, т.е. минимальная σ-алгебра, содержащая все открытые
подмножества S. Рассмотрим вероятностные меры P, P1, P2, . . . ,
заданные на измеримом пространстве (S,B(S)).

Определение 1.1. Говорят, что последовательность вероят-
ностных мер {Pn} слабо сходится к вероятностной мере P при
n → ∞, если для любой непрерывной ограниченной числовой
функции f , заданной на S,∫

S

fdPn →
∫

S

f dP при n→∞.

В следующей теореме А. Д. Александрова приводятся условия
слабой сходимости (с доказательством можно ознакомиться по
книгам [1], [3]).

Теорема 1.1. Следующие утверждения эквивалентны:
1) последовательность {Pn} слабо сходится к P при n→∞;
2) для любого множества A ∈ B(S) такого, что P (∂A) = 0

(∂A – граница множества A),

Pn(A) → P (A) при n→∞;

3) для любого замкнутого множества F ∈ B(S)

lim sup
n→∞

Pn(F ) 6 P (F );

4) для любого открытого множества G ∈ B(S)

lim inf
n→∞

Pn(G) > P (G).
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Пусть X – случайный элемент, отображающий некоторое ве-
роятностное пространство (Ω,F ,P) в измеримое пространство
(S,B(S)) (это означает, что для любого множества A ∈ B(S)
множество {ω : X(ω) ∈ A} принадлежит F ). Случайный элемент
индуцирует меру PX на (S,B(S)):

PX(A) := P({ω : X(ω) ∈ A}).

Определение 1.2. Говорят, что последовательность случай-
ных элементов X1, X2, . . . (определенных, вообще говоря, на раз-
ных вероятностных пространствах) со значениями в простран-
стве S сходится по распределению при n → ∞ к случайному
элементу X со значениями в пространстве S, если {PXn

} слабо
сходится к PX при n → ∞. Эта сходимость обозначается так:
Xn

D→ X.

Теорема 1.1 может быть переформулирована.

Теорема 1.1′. Следующие утверждения эквивалентны:
1) Xn

D−→X при n→∞;
2) для любой непрерывной ограниченной числовой функции f ,

заданной на S ,
lim

n→∞
Ef (Xn) = Ef (X)

(здесь символ E означает математическое ожидание, соответ-
ствующее мере P);

3) для любого множества A ∈ B(S) такого, что P (∂A) = 0,

lim
n→∞

P (Xn ∈ A) = P (X ∈ A) ;

4) для любого замкнутого множества F ∈ B(S)

lim sup
n→∞

P (Xn ∈ F ) 6 P (X ∈ F ) ;

5) для любого открытого множества G ∈ B(S)

lim inf
n→∞

P (Xn ∈ G) > P (X ∈ G) .

Замечание 1.1. Строго говоря, следует писать Pn (Xn ∈ A)
и Enf (Xn) вместо P (Xn ∈ A) и Ef (Xn) соответственно, указы-
вая на вероятностную меру и соответствующее ей математическое
ожидание того вероятностного пространства, на котором опреде-
лен случайный элемент Xn, но устранение избыточности в упо-
треблении символа n не вызывет путаницы.
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Пусть {ξn} – последовательность случайных величин, т.е. слу-
чайных элементов со значениями в R (со стандартной метрикой).
Тогда утверждение ξn

D−→ξ при n → ∞ равносильно сходимости
функций распределения в основном: Fn(x) → F (x) при n → ∞
во всех точках непрерывности F (x), где Fn(x) = P(ξn 6 x),
F (x) = P(ξ 6 x); причем, если функция F (x) непрерывна на
отрезке [a, b], то эта сходимость равномерна на отрезке [a, b].

Пусть ϕn(t) = E exp (itξn) – характеристическая функция слу-
чайной величины ξn, ϕ(t) = E exp (itξ) – характеристическая
функция случайной величины ξ. Тогда утверждение ξn

D−→ξ при
n→∞ равносильно сходимости ϕn(t) к ϕ(t) при n→∞ для всех
t ∈ R.

Аналогичные утверждения справедливы для последователь-
ности случайных векторов, т.е. случайных элементов со значени-
ями в Rm (со стандартной метрикой), m ∈ N.

Напомним также центральную предельную теорему: если
X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные случайные
величины, EX1 = 0, EX2

1 := σ2, 0 < σ2 <∞, то случайная после-
довательность Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N, удовлетворяет соотно-
шению

Sn

σ
√
n

D→ N при n→∞,

гдеN означает случайную величину со стандартным нормальным
распределением.

Доказательство указанных фактов можно найти в книгах [1],
[2] и [9].

Теорема 1.2. Пусть g – непрерывное отображение метри-
ческого пространства S в другое метрическое пространство S′ .
Если X,X1, X2, . . . – случайные элементы со значениями в про-
странстве S и Xn

D→ X при n → ∞, то g (X) , g(X1), g (X2) , . . .
– случайные элементы со значениями в пространстве S′ и
g (Xn) D→ g (X) при n→∞.

Доказательство. Пусть f – непрерывная ограниченная
числовая функция, заданная на S′. Тогда f ◦ g – непрерывная
ограниченная числовая функция, заданная на S, и поэтому при
n→∞

Ef(g(Xn)) = Ef ◦ g(Xn) → Ef ◦ g(X) = Ef(g(X)).

Теорема доказана.
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Теорема 1.3. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные элементы со
значениями в пространстве S . Для сходимости Xn

D→ X при
n→∞ необходимо и достаточно, чтобы для любой непрерывной
ограниченной числовой функции f , заданной на S ,

f(Xn) D→ f(X) при n→∞. (1.1)

Доказательство. Необходимость условия (1.1) следует из
теоремы 1.2. Докажем достаточность этого условия. Если соотно-
шение (1.1) справедливо, то для любой непрерывной ограничен-
ной числовой функции g одного числового переменного получаем,
что при n→∞

Eg(f(Xn)) → Eg(f(X)). (1.2)

Поскольку f – ограниченная функция, то существует постоян-
ная M такая, что |f(x)| 6 M при всех x ∈ S. Положим

g(u) =


u, если u ∈ [−M,M ];
M, если u > M ;
−M, если u < −M.

Ясно, что g – непрерывная ограниченная функция и

g(f(Xn)) = f(Xn).

Поэтому из (1.2) следует, что при n→∞

Ef (Xn) → Ef (X) .

Теорема доказана.

Центральную роль в дальнейшем играет теорема о двупара-
метрической случайной последовательности.

Теорема 1.4. Пусть метрическое пространство S (с мет-
рикой ρ) сепарабельно и случайные элементы Yn, X1,n, X2,n, . . .
со значениями в пространстве S имеют одинаковую область
определения при каждом n ∈ N. Пусть

1) Xm,n
D−→Xm при n→∞;

2) Xm
D−→X при m→∞;

3) limm→∞ lim supn→∞ P(ρ(Xm,n;Yn) > ε) = 0 для произволь-
ного фиксированного ε > 0.

Тогда при n→∞
Yn

D→ X.
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Доказательство. Пусть F – замкнутое множество. Заме-
тим, что и множество Fε := {x : ρ(x, F ) 6 ε}, где ρ(x, F ) – рассто-
яние от точки x до множества F , является замкнутым. Очевидно,
что

{Yn ∈ F} = {Yn ∈ F, ρ(Yn, Xm,n) < ε}∪{Yn ∈ F, ρ(Yn, Xm,n) > ε}.

Но первое событие в правой части влечет событие {Xm,n ∈ Fε}, а
второе влечет событие {ρ (Yn, Xm,n) > ε}. Поэтому

P (Yn ∈ F ) 6 P (Xm,n ∈ Fε) + P (ρ (Yn, Xm,n) > ε) .

Перейдем к пределу при n→∞, учитывая теорему Александро-
ва:

lim sup
n→∞

P (Yn ∈ F ) 6 P (Xm ∈ Fε) + lim sup
n→∞

P (ρ (Yn, Xm,n) > ε) .

В этом соотношении перейдем к пределу при m→∞:

lim sup
n→∞

P (Yn ∈ F ) 6 P (X ∈ Fε)+ lim
m→∞

lim sup
n→∞

P (ρ (Yn, Xm,n) > ε) .

Но второе слагаемое в правой части равно нулю, поэтому

lim sup
n→∞

P (Yn ∈ F ) 6 P (X ∈ Fε) .

А теперь в этом соотношении перейдем к пределу при ε→ 0, учи-
тывая аксиому непрерывности и то, что множества Fε убывают с
уменьшением ε и

⋂
ε Fε = F :

lim sup
n→∞

P (Yn ∈ F ) 6 P (X ∈ F ) .

Откуда, вспоминая теорему 1.1′, получаем требуемое утвержде-
ние.

Замечание 1.2. В доказанной теореме сепарабельность про-
странства S обеспечивает измеримость числовой функции
ρ(Xm,n;Yn).

В качестве применения рассмотренных теорем установим
условия сходимости по распределению случайных процессов с
непрерывными траекториями.
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Рассмотрим пространство C[0, 1] числовых функций, задан-
ных и непрерывных на отрезке [0, 1], с метрикой равномерной
сходимости: для x, y ∈ C[0, 1]

ρравн(x, y) = sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)| .

Это – сепарабельное пространство. Введем модуль непрерывно-
сти для x ∈ C[0, 1]:

wx(δ) = sup
t,s : |t−s|6δ

|x(t)− x(s)| ,

где δ – положительное число (t, s ∈ [0, 1]).
Доказательство следующих двух лемм предоставляется чита-

телю.

Лемма 1.1. Числовая функция x, заданная на отрезке [0, 1],
принадлежит пространству C[0, 1] тогда и только тогда, когда
limδ→0 wx(δ) = 0.

Для произвольной функции x ∈ C[0, 1] построим ее кусочно-
линейное приближение x(δ) при δ = 1/m, m ∈ N:

x(δ)(t) = x (δk) +
t− δk

δ
[x (δ (k + 1))− x (δk)] ,

если t ∈ [δk, δ (k + 1)], k = 0, . . . ,m− 1.

Лемма 1.2. Если x ∈ C[0, 1], то при δ > 0 справедливо нера-
венство

ρравн
(
x, x(δ)

)
6 2wx(δ),

поэтому limδ→0 ρравн
(
x, x(δ)

)
= 0.

Если X – случайный элемент со значениями в C[0, 1], то любо-
му ω ∈ Ω соответствует непрерывная функция X (t, ω), t ∈ [0, 1].
Можно показать, что X (t, ω) является случайным процессом (т.е.
при фиксированном t числовая функцияX (t, ω) является случай-
ной величиной) с непрерывными траекториями. Наоборот, если
X (t, ω) является случайным процессом с непрерывными траек-
ториями, то его можно рассматривать как случайный элемент со
значениями в C[0, 1].

Для случайного процесса X будем использовать и другие обо-
значения: {X(t)} или {X(t), t ∈ [0, 1]}.
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Пусть X,X1, X2, . . . – произвольные случайные процессы (t ∈
[0, 1]). Говорят, что конечномерные распределения случайного
процесса Xn сходятся при n → ∞ к соответствующим конеч-
номерным распределениям процесса X, если для произвольного
натурального числа m и произвольных чисел t1, t2, . . . , tm из от-
резка [0, 1] при n→∞

{Xn(t1), Xn(t2), . . . , Xn(tm)} D→ {X(t1), X(t2), . . . , X(tm)} .

Следующая теорема принадлежит Ю. В. Прохорову, внесшему
определяющий вклад в теорию сходимости случайных процессов.

Теорема 1.5. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные процессы с
непрерывными траекториями. Если конечномерные распределе-
ния случайного процесса Xn сходятся при n → ∞ к соответ-
ствующим конечномерным распределениям процесса X и для лю-
бого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wXn(δ) > ε) = 0, (1.3)

то Xn
D→ X при n→∞. Наоборот, из сходимости по распределе-

нию в C[0, 1] процессов с непрерывными траекториями следуют
сходимость конечномерных распределений и условие (1.3).

Доказательство. Начнем с первого утверждения. Пусть
δ = 1/m, m ∈ N. Положим

Xm,n = X(δ)
n , X̃m = X(δ).

По лемме 1.2
ρравн (Xm,n, Xn) 6 2wXn

(δ).

Поэтому в силу (1.3)

lim
m→∞

lim sup
n→∞

P (ρравн (Xm,n, Xn) > ε) = 0. (1.4)

Далее, пусть f – непрерывная ограниченная числовая функ-
ция, заданная на C[0, 1]. Тогда f (Xm,n) есть непрерывная огра-
ниченная числовая функция g от случайного вектора {Xn(0),
Xn(1/m), . . . , Xn(1)}, который сходится по распределению в Rm+1
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при n→∞ к случайному вектору {X(0), X (1/m) , . . . , X(1)}. По-
этому при n→∞

f (Xm,n) = g (Xn(0), Xn (1/m) , . . . , Xn(1)) D→
D→ g (X(0), X (1/m) , . . . , X(1)) = f(X̃m).

По теореме 1.3 отсюда следует, что при n→∞

Xm,n
D→ X̃m. (1.5)

По лемме 1.2
lim

m→∞
ρравн(X̃m, X) = 0,

но из сходимости почти наверное (п.н.) следует сходимость по
распределению, поэтому при m→∞

X̃m
D→ X. (1.6)

Из соотношений (1.4)–(1.6) по теореме 1.4 получаем, что при
n→∞

Xn
D→ X.

Докажем второе утверждение. Отображения

x→ wx(δ),
x→ {x(t1), x(t2), . . . , x(tm)}

являются непрерывными на C[0, 1] (здесь m – произвольное на-
туральное число, а t1, t2, . . . , tm – произвольные числа из отрезка
[0, 1]). Отсюда по теореме 1.2 находим, во-первых, что для всех
ε > 0 (за исключением, быть может, некоторого счетного множе-
ства)

lim
n→∞

P (wXn
(δ) > ε) = P (wX(δ) > ε) ,

но
lim
δ→0

P (wX(δ) > ε) = 0,

следовательно, условие (1.3) выполнено. Во-вторых, при n→∞

{xn(t1), xn(t2), . . . , xn(tm)} D→ {x(t1), x(t2), . . . , x(tm)} .

Теорема доказана.
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Пример 1.1. Рассмотрим случайные процессы (не зависящие
от ω) с непрерывными траекториями: X(t) ≡ 0 и при n ∈ N

Xn(t) =


nt, 0 6 t 6 1/n;
2− nt, 1/n 6 t 6 2/n;
0, 2/n 6 t 6 1.

Ясно, что конечномерные распределения процесса Xn сходятся
при n → ∞ к соответствующим конечномерным распределени-
ям процесса X, но условие (1.3) не выполняется. Таким образом,
сходимости конечномерных распределений недостаточно для схо-
димости по распределению в пространстве C[0, 1].
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Лекции 2–3
Условия сходимости по распределению

случайных процессов с траекториями из D[0, 1]

Рассмотрим пространство D[0, 1] числовых функций, имею-
щих пределы слева и непрерывных справа на отрезке [0, 1] (выбор
отрезка [0, 1] вместо произвольного отрезка [a, b] вызван лишь со-
ображениями удобства). Такие функции измеримы, ограничены
и имеют не более чем счетное число точек разрыва, причем чис-
ло точек, разрыв в которых превосходит заданное положительное
число, конечно.

Введем метрику Скорохода: для x, y ∈ D[0, 1]

ρск(x, y) = inf
λ

max
{

sup
t∈[0,1]

|λ(t)− t| , sup
t∈[0,1]

|x(λ(t))− y(t)|
}
.

Инфинум здесь берется по всем строго возрастающим и непре-
рывным отображениям λ отрезка [0, 1] на [0, 1]. Две функции в
этой метрике близки друг к другу, если график одной из них по-
лучается из графика другой с помощью небольших деформаций
как вдоль оси ординат, так и вдоль оси абсцисс. Очевидно, что
ρравн (x, y) > ρск(x, y).

Пример 2.1. Пусть (см. рис. 1)

x(t) =

{
1, t ∈ [0; 1/2) ,
1/2, t ∈ [1/2; 1] ,

и y(t) =

{
1, t ∈ [0; 2/3) ,
1/2, t ∈ [2/3; 1] .

Ясно, что ρравн(x, y) = 1/2. Пусть

λ(t) =

{
3t/4, t ∈ [0; 2/3) ;
1/2 + (3/2) (t− 2/3) , t ∈ [2/3; 1] .

Тогда x(λ(t)) ≡ y(t) и supt∈[0,1] |x(λ(t))− y(t)| = 0, а
supt∈[0,1] |λ(t)− t| = 1/6. Нетрудно показать, что ρск(x, y) = 1/6.

Пространство D[0, 1] сепарабельно. В нем всюду плотно мно-
жество ступенчатых функций, принимающих рациональные зна-
чения в точке 1 и на промежутках [i/k, (i+ 1) /k), где k ∈ N, а
i = 0, . . . , k − 1.
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Рис. 1.

Положим для x ∈ D[0, 1] и a, b таких, что 0 6 a 6 b 6 1,

wx [a, b) = sup
s,t∈[a,b)

|x(s)− x(t)| .

Напомним, что разбиением отрезка [0, 1] называется совокупность
точек t0, t1, . . . , tr (при r = 2, 3, . . . ) таких, что 0 = t0 < t1 < · · ·
· · · < tr = 1. Введем модуль непрерывности для x ∈ D[0, 1]:

w′x(δ) = inf
{ti}

max
i
ωx [ti, ti+1) ,

где δ – положительное число, а инфинум берется по всем разби-
ениям {ti} отрезка [0, 1], для которых mini (ti+1 − ti) > δ. Заме-
тим, что в лекции 1 можно было определить аналогичный модуль
непрерывности для непрерывных функций (достаточный для на-
ших целей):

w̃x(δ) = max {wx [0, δ) , wx [δ, 2δ) , . . . } .

Если x – ступенчатая функция и δ не больше наименьшей дли-
ны ступенек, то w′x(δ) = 0. Можно показать, что если функция
x ∈ D[0, 1] имеет конечное число точек разрыва, то w′x(δ) при ма-
лых δ совпадает с модулем непрерывности непрерывной функции,
получающейся из x путем устранения разрывов.

Лемма 2.1. Числовая функция x, заданная на отрезке [0, 1],
принадлежит пространству D[0, 1] тогда и только тогда, когда
limδ→0 w

′
x(δ) = 0.

Доказательство. Пусть x ∈ D[0, 1]. Покажем, что

lim
δ→0

w′x(δ) = 0.
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Поскольку w′x(δ) не возрастает по δ, достаточно для любого ε > 0
установить существование такого разбиения {ti} отрезка [0, 1],
что maxi wx [ti, ti+1) < ε. Рассмотрим все t ∈ [0, 1], для которых
существует такое разбиение промежутка [0, t). Пусть τ – точная
верхняя грань таких t. Поскольку функция x непрерывна в точ-
ке 0 справа, то τ > 0. Далее, в силу существования предела слева
x (τ−) число τ само является таким t. Ясно, что τ не может быть
меньше 1, т.к. из-за непрерывности функции x справа вместо τ
можно взять большее число в качестве t. Итак, τ = 1. Требуемое
утверждение доказано. Доказательство обратного утверждения
предоставляется читателю.

Лемма 2.2. Если x ∈ D[0, 1], то при δ > 0 справедливо нера-
венство w′x(δ) 6 wx (2δ).

Доказательство. Разобьем отрезок [0, 1] так, чтобы δ 6
ti+1 − ti 6 2δ. Тогда для любого i выполняется неравенство
wx (2δ) > wx [ti, ti+1) и, следовательно,

wx (2δ) > max
i
wx [ti, ti+1) > w′x(δ).

Лемма доказана.

Для произвольной функции x ∈ D[0, 1] построим ее ступенча-
тое приближение x(δ) при δ = 1/m, m ∈ N:

x(δ)(t) =

{
x (δk) , t ∈ [δk, δ (k + 1)) , k = 0, 1, . . . , 1/δ − 1;
x(1), t = 1.

Лемма 2.3. Если x ∈ D[0, 1], то при δ > 0 справедливо нера-
венство

ρск
(
x, x(δ)

)
6 w′x(δ) + δ,

поэтому
lim
δ→0

ρск
(
x, x(δ)

)
= 0.

Доказательство. Существует такое разбиение {si} отрез-
ка [0, 1], что mini (si+1 − si) > δ и maxi w [si, si+1) 6 w′x(δ) + δ.
Пусть δ = 1/m, m ∈ N. Рассмотрим разбиение ti = iδ, i =
0, 1, . . . ,m. Для каждой точки si существует единственный про-
межуток [tji

, tji+1), ее содержащий. Очевидно, tji+1 строго воз-
растает по i.
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Возьмем в качестве λ кусочно-линейную функцию, отобража-
ющую tji+1 в si для каждого i. Ясно, что

sup
t∈[0,1]

|λ(t)− t| 6 δ. (2.1)

Пусть t ∈
[
tji+1, tji+1+1

)
, тогда λ(t) ∈ [si, si+1) и x(λ(t)) изме-

няется так, как x(s) изменяется при s ∈ [si, si+1), т.е. изменение
x(λ(t)) не превосходит wx [si, si+1). Множество значений функции
x(δ)(t) при t ∈

[
tji+1, tji+1+1

)
состоит из x (tji+1) , . . . , x

(
tji+1

)
, но

tji+1, . . . , tji+1 ∈ [si, si+1), поэтому для каждого i

sup
t∈[tji+1,tji+1+1)

∣∣x(δ)(t)− x(λ(t))
∣∣ 6 wx [si, si+1) .

Следовательно,

sup
t∈[0,1]

∣∣x(δ)(t)− x(λ(t))
∣∣ 6 max

i
wx [si, si+1) 6 w′x(δ) + δ. (2.2)

Из (2.1) и (2.2) следует утверждение леммы.

Если X – случайный элемент со значениями в D[0, 1], то лю-
бому ω ∈ Ω соответствует функция X (t, ω), t ∈ [0, 1], принадле-
жащая D[0, 1]. Можно показать, что X (t, ω) является случайным
процессом (т.е. при фиксированном t числовая функция X (t, ω)
является случайной величиной) с траекториями из D[0, 1]. Наобо-
рот, если X (t, ω) является случайным процессом с траекториями
из D[0, 1], то его можно рассматривать как случайный элемент со
значениями в D[0, 1].

Теорема 2.1. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные процессы с
траекториями из D[0, 1]. Если конечномерные распределения
случайного процесса Xn сходятся при n → ∞ к соответству-
ющим конечномерным распределениям процесса X и для любого
ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′Xn

(δ) > ε
)

= 0, (2.3)

то Xn
D→ X при n→∞.

Доказательство. Положим δ = 1/m, m ∈ N, и по Xn по-
строим ступенчатое приближение Xm,n = X

(δ)
n , а по X построим

X̃m = X(δ).
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Покажем, что при n→∞

Xn,m
D→ X̃m. (2.4)

В силу теоремы 1.3 достаточно показать, что для произволь-
ной непрерывной ограниченной числовой функции f , заданной
на D[0, 1], при n→∞

f (Xn,m) D→ f(X̃m). (2.5)

Ясно, что f (Xn,m) является непрерывной ограниченной числовой
функцией g случайного вектора {Xn (0) , Xn (1/m) , . . . , Xn(1)},
который по условию теоремы сходится по распределению в Rm+1

к {X(0), X (1/m) , . . . , X(1)} при n→∞. Поэтому

g (Xn(0), Xn (1/m) , . . . , Xn(1)) D→ g (X(0), X (1/m) , . . . , X(1))

при n→∞. Осталось заметить, что

g (X(0), X (1/m) , . . . , X(1)) = f(X̃m).

Соотношение (2.5) и, следовательно, (2.4) доказаны.
Покажем, что при m→∞

X̃m
D→ X. (2.6)

Действительно, по леммам 2.1 и 2.3

ρск(X, X̃m) = ρск
(
X,X(δ)

)
→ 0 при δ → 0,

т.е. имеет место сходимость п.н. Из сходимости п.н. следует схо-
димость по распределению, т.е. соотношение (2.6).

Наконец, ввиду леммы 2.3

ρск (Xn, Xm,n) = ρск
(
Xn, X

(δ)
n

)
6 w′Xn

(δ) + δ.

Поэтому по условию (2.3) при любом ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (ρск (Xn, Xm,n)− δ > ε) = 0.

Следовательно,

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (ρск (Xn, Xm,n) > ε) = 0. (2.7)

Из соотношений (2.4), (2.6), (2.7), ввиду теоремы 1.4, получаем
утверждение теоремы 2.1.
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Иногда вместо модуля непрерывности w′x(δ) удобнее рассмат-
ривать другой модуль непрерывности для x ∈ D[0, 1]:

w′′x(δ) = sup
t,t1,t2 :

|t1−t2|6δ,t∈[t1,t2]

min {|x(t)− x(t1)| , |x(t2)− x(t)|} ,

где δ – положительное число (t1, t2 ∈ [0, 1], t1 6 t2).

Лемма 2.4. Для любой функции x ∈ D[0, 1]

w′′x(δ) 6 w′x(δ).

Доказательство. Возьмем произвольное ε > 0. Существу-
ет такое разбиение {si} отрезка [0, 1], что mini (si+1 − si) > δ и
maxi w [si, si+1) 6 w′x(δ) + ε. Пусть t1 и t2 таковы, что 0 6 t1 6
t2 6 1, |t1 − t2| 6 δ. Тогда либо оба t1 и t2 ∈ [si, si+1) для некото-
рого i и, следовательно, при t ∈ [t1, t2]

|x(t)− x(t1)| 6 w′x(δ) + ε, |x(t)− x(t2)| 6 w′x(δ) + ε;

либо t1 и t2 лежат в соседних промежутках [si−1, si) и [si, si+1),
поэтому при t ∈ [t1, si)

|x(t)− x(t1)| 6 w′x(δ) + ε,

а при t ∈ [si, t2]
|x(t)− x(t2)| 6 w′x(δ) + ε.

Итак,
w′′x(δ) 6 w′x (δ) + ε.

Поскольку ε произвольно, то получаем утверждение леммы.

Лемма 2.5. Для любого x ∈ D[0, 1]

w′x (δ/2) 6 6a, (2.8)
wx [0, δ) 6 2b, (2.9)

где a = max (w′′x(δ), wx [0, δ) , wx [1− δ, 1)), b = |x(δ)− x(0)|+w′′x(δ),
δ ∈ (0, 1).

Доказательство. Сначала заметим, что при s ∈ [0, δ)

|x(s)− x(0)| 6 |x(δ)− x(0)|+ min {|x(s)− x(0)| , |x(δ)− x(s)|} .
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Поэтому

sup
s∈[0,δ)

|x(s)− x(0)| 6 |x(δ)− x(0)|+ w′′x(δ)

и, следовательно,

wx [0, δ) 6 2 |x(δ)− x(0)|+ 2w′′x(δ).

Итак, соотношение (2.9) установлено.
Доказательство соотношения (2.1) разобьем на части.
1) Сначала покажем, что для любых t, t1, t2, s таких, что

|t1 − t2| 6 δ, 0 6 t1 6 s 6 t 6 t2 6 1, справедливо неравенство

min (|x(s)− x(t1)| , |x(t2)− x(t)|) 6 2w′′x(δ). (2.10)

Пусть |x(s)− x(t1)| > w′′x(δ), тогда |x(s)− x(t2)| 6 w′′x(δ),
|x(s)− x(t)| 6 w′′x(δ). Следовательно, |x(t2)− x(t)| 6 2w′′x(δ). Если
же |x(s)− x(t1)| 6 w′′x(δ), то (2.10) выполняется.

2) Докажем, что если расстояние между двумя точками интер-
вала (0, 1) меньше δ, то не более чем в одной из них скачок функ-
ции x больше 2a. Доказательство проведем от противного. Пусть
τ1 и τ2 (τ1 6 τ2) – две точки из интервала (0, 1), в которых скачок
функции x больше 2a, и пусть |τ1 − τ2| < δ. Взяв t1 и t достаточ-
но близко (с левой стороны) к τ1 и τ2 соответственно и положив
t2 = τ2, s = τ1, получим, что |t1 − t2| < δ и |x(s)− x(t1)| > 2w′′x (δ),
|x(t)− x(t2)| > 2w′′x(δ), что противоречит (2.10).

Заметим также, что по определению a промежутки [0, δ) и
[1− δ, 1) не содержат точек, в которых скачок функции x боль-
ше 2a.

3) Разобьем отрезок [0, 1] точками {si} так, что si+1 − si > δ
для любого i и скачки функции x, превышающие 2a, могут быть
лишь в точках si. Полученное разбиение требуется измельчить:
если si+1− si > δ для некоторого i, то включим середину отрезка
[si, si+1] в разбиение {si}; будем поступать аналогично до тех пор,
пока для любого i не будет выполняться соотношение

δ

2
6 si+1 − si 6 δ.

4) Покажем, что для итогового разбиения {si} при любом i

wx [si, si+1) 6 6a. (2.11)
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Возьмем две точки t1 и t2 (t1 6 t2) из [si, si+1). Пусть

σ1 = sup
{
σ ∈ [t1, t2] : sup

t16u6σ
|x(u)− x(t1)| 6 2a

}
,

σ2 = inf
{
σ ∈ [t1, t2] : sup

σ6u6t2

|x(t2)− x(u)| 6 2a
}
.

Покажем, что σ2 6 σ1. Доказательство проведем от против-
ного. Пусть σ2 > σ1. В любой правой окрестности σ1 существует
такая точка s, что |x(s)− x(t1)| > 2a, а в любой левой окрестно-
сти σ2 существует такая точка t, что |x(t)− x(t2)| > 2a. Но это
противоречит (2.10).

Итак, σ2 6 σ1 и, следовательно,

|x(σ1−)− x(t1)| 6 2a, |x(σ1)− x(t2)| 6 2a, |x(σ1)− x(σ1−)| 6 2a
(2.12)

(последнее неравенство объясняется тем, что σ1 ∈ (t1, t2] и, следо-
вательно, σ1 является внутренней точкой отрезка [si, si+1], поэто-
му скачок функции x в ней не превосходит 2a). Из (2.12) следует,
что |x(t2)− x(t1)| 6 6a. Итак, соотношение (2.11) и, следователь-
но, (2.8) установлены. Лемма доказана.

Теорема 2.2. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные процессы с
траекториями из D[0, 1], причем X (1−) = X(1) п.н. Если конеч-
номерные распределения случайного процесса Xn сходятся при
n → ∞ к соответствующим конечномерным распределениям
процесса X и для любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′′Xn

(δ) > ε
)

= 0, (2.13)

то Xn
D→ X при n→∞.

Доказательство. Покажем, что при любом ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′Xn

(δ) > ε
)

= 0, (2.14)

откуда, ввиду теоремы 2.1, будет следовать утверждение теоре-
мы 2.2.

Из сходимости конечномерных распределений Xn получаем,
что при n→∞

{Xn(0), Xn(δ)} D→ {X(0), X(δ)} .
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Следовательно, по теореме 1.2 при n→∞

|Xn(δ)−Xn(0)| D→ |X(δ)−X(0)| . (2.15)

Далее, в силу непрерывности X в точке 0 справа limδ→0X(δ) =
X(0), но из сходимости п.н. следует сходимость по вероятности:
при любом ε > 0

lim
δ→0

P (|X(δ)−X(0)| > ε) = 0. (2.16)

Из соотношения (2.15) следует, что для всех ε > 0 (за исключе-
нием, быть может, некоторого счетного множества)

lim
n→∞

P (|Xn(δ)−Xn(0)| > ε) = P (|X(δ)−X(0)| > ε) ,

откуда, учитывая (2.16), находим, что при любом при ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (|Xn(δ)−Xn(0)| > ε) = 0. (2.17)

Ввиду леммы 2.5

wXn [0, δ) 6 2 |Xn(δ)−Xn(0)|+ 2w′′Xn
(δ).

Откуда с учетом (2.13) и (2.17) получаем, что при любом ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wXn [0, δ) > ε) = 0. (2.18)

Аналогично показывается, что если X (1−) = X(1) п.н., то
при любом ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wXn
[1− δ, 1) > ε) = 0. (2.19)

В силу леммы 2.5

w′Xn

(
δ

2

)
6 6 max

(
w′′Xn

(δ), wXn
[0, δ) , wXn

[1− δ, 1)
)
,

поэтому, учитывая (2.13), (2.18) и (2.19), приходим к (2.14). Тео-
рема доказана.

Чтобы установить справедливость условия (2.13), иногда по-
лезно использовать следующее утверждение.
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Лемма 2.6. Пусть X – случайный процесс с траекториями
из D[0, 1]. Пусть γ > 0, α > 1/2, F – неубывающая непрерывная
числовая функция на [0, 1]. Если при любых t, t1, t2 , таких, что
0 6 t1 6 t 6 t2 6 1, справедливо неравенство

E (|X(t)−X(t1)|γ |X(t2)−X(t)|γ) 6 [F (t2)− F (t1)]
2α
, (2.20)

то при всех ε > 0

P (w′′X(δ) > ε) 6
K

ε2γ
[F (1)− F (0)] [wF (2δ)]2α−1

,

где K – положительная постоянная, не зависящая от ε, δ .

Доказательство. Из соотношения (2.20), дважды применяя
неравенство Чебышева, получаем, что

P (min {|X(t)−X(t1)| , |X(t2)−X(t)|} > ε) 6
1
ε2γ

[F (t2)−F (t1)]
2α
.

(2.21)

Положим при x ∈ D[0, 1] и a, b таких, что 0 6 a < b 6 1,

M ′′
x (a, b) = sup

t,t1,t2 : a6t16t6t26b
min {|x(t)− x(t1)| , |x(t2)− x(t)|} .

Можно показать (см. [2, теорема 12.5]), что соотношение (2.21)
влечет неравенство

P (M ′′
X (a, b) > ε) 6

K1

ε2γ
[F (b)− F (a)]2α

,

где K1 – положительная постоянная, не зависящая от ε, a, b.
Пусть δ = 1/ (2m), где m ∈ N. Если

M ′′
X (2iδ, (2i+ 2) δ) < ε при i = 0, 1, . . . ,m− 1

и
M ′′

X ((2i+ 1) δ, (2i+ 3) δ) < ε при i = 0, 1, . . . ,m− 2,

то при t1, t2 таких, что 0 6 t1 6 t2 6 1 и t2 − t1 6 δ, обе точ-
ки t1, t2 лежат в одном из 2m − 1 отрезков [2iδ, (2i+ 2) δ] или
[(2i+ 1) δ, (2i+ 3) δ], поэтому при t ∈ [t1, t2]

min {|X(t)−X(t1)| , |X(t2)−X(t)|} < ε.
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Следовательно,

P (w′′X(δ) > ε) 6
K1

ε2γ

[m−1∑
i=0

[F ((2i+ 2) δ)− F (2iδ)]2α +

+
m−2∑
i=0

[F ((2i+ 3) δ)− F ((2i+ 1) δ)]2α

]
6

6
2K1

ε2γ
[wF (2δ)]2α−1 [F (1)− F (0)] .

Осталось положить K = 2K1. Лемма доказана.

Частое применение находит следующая теорема.

Теорема 2.3. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные процессы с
траекториями из D[0, 1]. Пусть конечномерные распределения
случайного процесса Xn сходятся при n → ∞ к соответству-
ющим конечномерным распределениям процесса X и для любого
ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wXn(δ) > ε) = 0. (2.22)

Тогда при n→∞

Xn
D→ X, (2.23)

причем траектории X п.н. непрерывны.

Доказательство. Из соотношения (2.22), ввиду леммы 2.2,
следует, что для любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′Xn

(δ) > ε
)

= 0.

Откуда, вспоминая теорему 2.1, получаем (2.23). Доказательство
непрерывности траекторий X предоставляется читателю.

В заключение обсудим требование о сходимости конечномер-
ных распределений. Рассмотрим отображение D[0, 1] в R : x →
x(t), где t – фиксированное число из отрезка [0, 1]. Это отобра-
жение измеримо. При t ∈ (0, 1) оно является непрерывным тогда
и только тогда, когда функция x непрерывна в точке t. Пусть
P – вероятностная мера, заданная на D[0, 1]. Нетрудно показать,
что множество TP таких t, при которых указанное отображение
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непрерывно P -п.н., содержит точки 0 и 1 и его дополнение в [0, 1]
не более, чем счетно.

В силу этих свойств множества TP для любого δ > 0 существу-
ет такое разбиение {ti} отрезка [0, 1], что ti ∈ TP и ti+1 − ti 6 δ
для любого i. По функции x ∈ D[0, 1] будем строить ее ступенча-
тое приближение x(δ), исходя из этого разбиения. Тогда (см. лем-
му 2.3) ρск

(
x, x(δ)

)
6 w′x(δ) + δ.

Из сказанного следует, что если X,X1, X2, . . . – случайные
процессы с траекториями из D[0, 1], то из сходимости Xn

D→ X
при n → ∞ следует сходимость конечномерных распределений,
соответствующих точкам t1,t2, . . . , tm из TPX

, где PX – мера, ин-
дуцированная случайным процессом X в D[0, 1]. Наоборот, ес-
ли в условиях теорем 2.1–2.3 вместо сходимости произвольных
конечномерных распределений потребовать сходимости конечно-
мерных распределений, соответствующих точкам t1,t2, . . . , tm из
TPX

, то Xn
D→ X при n→∞.
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Лекция 4
Определение броуновского движения и его

существование

Одним из важнейших случайных процессов является винеров-
ский процесс, называемый также броуновским движением.

Определение 4.1. Случайный процесс {W (t), t > 0} назы-
вается стандартным броуновским движением, если

1) W (0) = 0 п.н.;
2) приращения процесса W (t1),W (t2) − W (t1), . . . ,W (tm) −

W (tm−1) при любых m ∈ N и t1, t2, . . . , tm таких, что 0 < t1 <
t2 < · · · < tm, являются независимыми случайными величинами;

3) случайная величина W (t) − W (s) имеет нормальное рас-
пределение с параметрами 0 и t − s при любых t, s таких, что
0 6 s < t;

4) траектории процесса {W (t)} п.н. непрерывны.

Можно дать и другое определение броуновского движения.

Определение 4.2. Случайный процесс {W (t), t > 0} назы-
вается стандартным броуновским движением, если

1) W (0) = 0 п.н.;
2) случайный вектор {W (t1),W (t2), . . . ,W (tm)} имеет мно-

гомерное нормальное распределение при любых m ∈ N и
t1, t2, . . . , tm таких, что 0 < t1 < t2 < · · · < tm;

3) EW (t) = 0 при любом t ∈ [0,∞), cov (W (t1),W (t2)) =
min (t1, t2) при любых t1, t2 ∈ [0,∞);

4) траектории процесса {W (t)} п.н. непрерывны.

Прежде, чем доказывать эквивалентность этих определений,
напомним некоторые сведения о нормальных распределениях. Го-
ворят, что случайная величина ξ имеет нормальное распределение
с параметрами a ∈ R и σ2 ∈ (0,∞) (обозначение: ξ ∼ N

(
a, σ2

)
),

если ξ является непрерывной случайной величиной с плотностью
вероятностей

p(x) =
1√
2πσ

e−
(x−a)2

2σ2 , x ∈ R.

Нормальное распределение называется стандартным, если a = 0,
σ2 = 1. Функция распределения в этом случае обозначается Φ(x)
и называется функцией Лапласа.
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Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξn – независимые случайные величины и ξi ∼
N(0, 1) при i = 1, 2, . . . , n. Рассмотрим случайный вектор ξ =
{ξ1, ξ2, . . . , ξn}. Пусть A и b – произвольные числовые матрицы
размеров n×n и n×1. Распределения случайных векторов Aξ+b
(здесь случайные векторы представлены в виде столбцов) и толь-
ко они называются n-мерными нормальными распределениями.
Случайные векторы с такими распределениями называются нор-
мальными.

Если {η1, η2, . . . , ηn} – нормальный вектор и cov (ηi, ηj) = 0 при
всех i, j таких, что i 6= j, то случайные величины η1, η2, . . . , ηn яв-
ляются независимыми. Если же cov (ηi, ηj) = 0 при всех i, j таких,
что i 6 k, j > k для некоторого k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}, то случайные
векторы {η1, η2, . . . , ηk} и {ηk+1, ηk+2, . . . , ηn} являются независи-
мыми.

Доказательство эквивалентности. Очевидно,
W (t1)

W (t2)−W (t1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
W (tm)−W (tm−1)

 =


1 0 . . . 0 0
−1 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . −1 1



W (t1)
W (t2)
. . . . . . .
W (tm)

 ,

(4.1)

Поэтому 
W (t1)
W (t2)
. . . . . . .
W (tm)

 = A ·


W (t1)

W (t2)−W (t1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
W (tm)−W (tm−1)

 , (4.2)

где A – матрица, обратная к первой матрице в правой части (4.1).
Если W удовлетворяет условиям определения 1, то слу-

чайный вектор {W (t1),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tm)−W (tm−1)} яв-
ляется нормальным, откуда, ввиду (4.2), случайный вектор
{W (t1),W (t2), . . . ,W (tm)} также является нормальным. Далее,
при t2 > t1

cov (W (t1),W (t2)) = EW (t1)W (t2) =

= EW (t1) (W (t2)−W (t1)) + EW 2(t1) = t1

(здесь учтено, что W (t1) и (W (t2)−W (t1)) – независимые слу-
чайные величины и поэтому EW (t1) (W (t2)−W (t1)) = 0).
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Если же W удовлетворяет условиям определения 4.2, то вви-
ду (4.1) из того, что вектор {W (t1),W (t2), . . . ,W (tm)} являет-
ся нормальным, следует, что и вектор {W (t1),W (t2)−W (t1), . . . ,
W (tm)−W (tm−1)} нормальный. Его компоненты некоррелирова-
ны, т.к. при j > i

E (W (ti+1)−W (ti)) (W (tj+1)−W (tj)) =
= EW (ti+1)W (tj+1)− EW (ti+1)W (tj)−

− EW (ti)W (tj+1) + EW (ti)W (tj) =
= ti+1 − ti+1 − ti + ti = 0,

поэтому случайные величины W (t1),W (t2)−W (t1), . . . ,W (tm)−
W (tm−1) являются независимыми. Наконец,

E (W (t)−W (s))2 = EW 2(t)− 2EW (t)W (s) + EW 2(s) =
= t− 2s+ s = t− s.

Эквивалентность доказана.

Докажем существование броуновского движения. Зададим его
явную конструкцию, исходя из последовательности независи-
мых случайных величин с одинаковым распределением N(0, 1)
и функций Шаудера.

Дадим их определение, но сначала напомним определение
функций Хаара. Эти функции обозначаются Hi(t), i ∈ N, и за-
даются на отрезке [0, 1]. Функция H1 тождественно равна 1. Для
каждого n ∈ N0 (N0 = {0, 1, 2, . . . }) введем 2n функций Хаара
H2n+k, где k = 1, 2, . . . , 2n. Для этой цели разобьем отрезок [0, 1]
на 2n равных отрезков и пронумеруем их слева направо. Возь-
мем k-й такой отрезок. Вне его положим H2n+k(t) = 0. Разде-
лим указанный отрезок пополам. На левой его половине поло-
жим H2n+k(t) = 2−n/2, а на правой – положим H2n+k(t) = −2−n/2

(см. рис. 2).
Рассмотрим пространство L2[0, 1] измеримых числовых функ-

ций x, заданных на отрезке [0, 1] и интегрируемых в квадрате:∫ 1

0
x2(t) dt < +∞. Известно, что функции Хаара образуют пол-

ную ортонормированную систему в пространстве L2[0, 1] со ска-
лярным произведением

(x, y) =
∫ 1

0

x(t)y(t) dt для x, y ∈ L2[0, 1].
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Рис. 2.

Поэтому любую функцию x ∈ L2[0, 1] можно разложить в ряд по
этой системе функций:

x =
∞∑

i=1

aiHi, где ai = (x,Hi) ;

и выполнено равенство Парсеваля:

(x, y) =
∞∑

i=1

(x,Hi) (y,Hi) .

Построим непрерывные неотрицательные функции Si(t), на-
зываемые функциями Шаудера, на основе Hi(t):

Si(t) =
∫ t

0

Hi(s) ds, i ∈ N.

Очевидно, что при i ∈
{
2n + 1, . . . , 2n+1

}
|Si(t)| 6

2n/2

2n+1
= 2−n/2−1 (4.3)

и при разных i1, i2 ∈
{
2n + 1, . . . , 2n+1

}
функции Si1(t), Si2(t) име-

ют непересекающиеся носители.
Установим два вспомогательных утверждения.

Лемма 4.1. Пусть числовая последовательность {ai, i ∈ N}
такова, что ai = O (iε) при i → ∞ для некоторого ε ∈ (0, 1/2).
Тогда ряд

∑∞
i=1 aiSi(t) сходится равномерно по t на отрезке [0, 1].
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Доказательство. Существует такая положительная посто-
янная K, что при всех i ∈ N выполняется неравенство |ai| 6 Kiε,
поэтому при всех n ∈ N0 и i ∈

{
2n + 1, . . . , 2n+1

}
|ai| 6 K2(n+1)ε.

Откуда, учитывая (4.3) и то, что функции Si(t) при разных
i ∈

{
2n + 1, . . . , 2n+1

}
имеют попарно непересекающиеся носите-

ли, получаем, что при всех t ∈ [0, 1]

2n+1∑
i=2n+1

|ai|Si(t) 6 K2(n+1)ε2−n/2−1 = K2ε−12−n(1/2−ε).

Следовательно, при m ∈ N0, t ∈ [0, 1]

∞∑
i=2m+1

|ai|Si(t) 6
∞∑

n=m

K2ε−12−n(1/2−ε),

но правая часть стремится к нулю при m→∞. Лемма доказана.

Лемма 4.2. Пусть ξ1, ξ2, . . . – случайные величины, задан-
ные на одном вероятностном пространстве (Ω,F ,P), причем
ξi ∼ N(0, 1), i ∈ N. Тогда для произвольной постоянной c ∈(√

2,∞
)

и почти всех (п.в.) ω ∈ Ω существует такое натураль-
ное число N0 (c, ω), что при всех i > N0 (c, ω) будет |ξi| < c

√
ln i.

Доказательство. Нам потребуется лемма Бореля–Кантел-
ли, утверждающая, что если случайные события A1, A2, . . . тако-
вы, что

∑∞
i=1 P (Ai) < +∞, то для п.в. ω произойдет лишь конеч-

ное число событий из A1, A2, . . . . Заметим, что если ξ ∼ N(0, 1),
то при x > 0

1− Φ(x) = P (ξ > x) 6
1√
2πx

e−x2/2. (4.4)

Действительно,

P (ξ > x) =
1√
2π

∫ +∞

x

e−u2/2 du = − 1√
2π

∫ +∞

x

1
u
de−u2/2 =

=
1√
2πx

e−x2/2 − 1√
2π

∫ +∞

x

1
u2

e−u2/2 du 6
1√
2πx

e−x2/2.

Поэтому при i > 2

P
(
|ξi| > c

√
ln i
)

6
2

c
√

2π ln i
e−(c2 ln i)/2 =

2i−c2/2

c
√

2π ln i
.
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При c >
√

2 ряд
∑+∞

i=2 i
−c2/2/

√
ln i сходится. Следовательно, для

п.в. ω лишь для i из конечного множества выполняется неравен-
ство |ξi(ω)| > c

√
ln i. Лемма доказана.

Теорема 4.1. Пусть ξ1, ξ2, . . . – независимые случайные ве-
личины, причем ξi ∼ N(0, 1), i ∈ N; S1,S2, . . . – функции Шаудера,
тогда

W (t, ω) :=
∞∑

i=1

Si(t)ξi(ω) (4.5)

является броуновским движением при t ∈ [0, 1].

Доказательство. В силу лемм 4.1 и 4.2 для п.в. ω ряд в пра-
вой части (4.5) сходится равномерно по t на отрезке [0, 1]. Функ-
ции Si(t) непрерывны по t при любом i ∈ N. Следовательно, для
п.в. ω правая часть (4.5) является непрерывной по t функцией.

Покажем, что ряд в правой части (4.5) сходится в среднем
квадратическом. Напомним, что если η, η1, η2, . . . – случайные ве-
личины, заданные на одном вероятностном пространстве, то схо-
димость в среднем квадратическом случайной последовательно-
сти {ηn} к η при n → ∞ (обозначение: ηn

ср. кв.→ η) означает, что
limn→∞ E (ηn − η)2 = 0; случайная последовательность {ηn} схо-
дится в среднем квадратическом при n→∞ тогда и только тогда,
когда E (ηm − ηl)

2 → 0 при m, l→∞. Аналогично вводится поня-
тие сходимости в среднем квадратическом для последовательно-
сти случайных векторов. Имеем при m > l, что

E

( m∑
i=1

Si(t)ξi −
l∑

i=1

Si(t)ξi

)2

= E

( m∑
i=l+1

Si(t)ξi

)2

=
m∑

i=l+1

S2
i (t).

Вспоминая свойства функций Шаудера, видим, что

∞∑
i=2

S2
i (t) 6

∞∑
n=0

∑
2n<i62n+1

S2
i (t) 6

∞∑
n=0

1
2n+2

< +∞.

Следовательно,

lim
m,l→∞

m∑
i=l+1

S2
i (t) = 0,
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что означает требуюмую сходимость в среднем квадратическом.
Поскольку и сходимость п.н., и сходимость в среднем квадрати-
ческом влекут сходимость по вероятности, то пределы правой ча-
сти (4.5) в обоих случаях будут равны п.н.

Покажем справедливость свойств 1), 2), 3) определения 4.2
броуновского движения.

1) Поскольку Si(0) = 0 для всех i ∈ N, то W (0) = 0 п.н.
2) Предел в среднем квадратическом последовательности нор-

мальных случайных векторов является нормальным случайным
вектором. Поскольку для m ∈ N и t1, . . . , tm ∈ (0, 1] при n→∞{ n∑

i=1

Si(t1)ξi, . . . ,
n∑

i=1

Si(tm)ξi

}
ср. кв.→ {W (t1), . . . ,W (tm)} (4.6)

и вектор слева является нормальным, то и вектор справа является
нормальным.

3) Из соотношения (4.6) следует сходимость математических
ожиданий и ковариаций компонент случайного вектора в левой
части, поэтому при n→∞

а) E
∑n

i=1 Si(t)ξi → EW (t), но левая часть равна нулю, следо-
вательно, EW (t) = 0 при любом t ∈ [0, 1];

б) E
(∑n

i=1 Si(t1)ξi
)(∑n

i=1 Si(t2)ξi
)
→ EW (t1)W (t2), но левая

часть равна
∑n

i=1 Si(t1)Si(t2) и ее предел равен (вспомним равен-
ство Парсеваля)

∞∑
i=1

Si(t1)Si(t2) =
∞∑

i=1

(
Hi, I[0,t1]

) (
Hi, I[0,t2]

)
=

=
(
I[0,t1], I[0,t2]

)
= min (t1, t2) ,

следовательно, EW (t1)W (t2) = min (t1, t2) при t1, t2 ∈ [0, 1] (здесь
I[a,b] (·) – индикатор отрезка [a, b]).

Теорема доказана.

Замечание 4.1. Используя процедуру пополнения вероят-
ностного пространства, на котором заданы случайные величины
ξ1, ξ2, . . . , и полагаяW (t, ω) = 0 при t ∈ [0, 1] и тех ω, для которых
ряд в правой части (4.5) не сходится равномерно по t на отрезке
[0, 1], получаем броуновское движение, все траектории которого
непрерывны. В дальнейшем будем рассматривать именно такое
броуновское движение.
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В заключение обсудим вопрос о построении броуновского дви-
жения при всех t ∈ [0,∞). Для этой цели рассмотрим последо-
вательность независимых броуновских движений W1,W2, . . . , за-
данных при t ∈ [0, 1], и положим W (t) = W1(t) при t ∈ [0, 1],
W (t) = W1(1) +W2 (t− 1) при t ∈ [1, 2], W (t) = W1(1) +W2(1) +
W3 (t− 2) при t ∈ [2, 3] и т.д. Полученный процесс W и яв-
ляется броуновским движением на полуоси [0,∞) (доказатель-
ство предоставляется читателю). В связи с указанным постро-
ением уместно упомянуть так называемое марковское свойство
броуновского движения W : для каждого t0 ∈ (0,+∞) случай-
ный процесс {W (t0 + t)−W (t0), t ∈ [0,+∞)} является броунов-
ским движением, причем не зависящим от прошлого, т.е. процесса
{W (t), t ∈ [0, t0]}.
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Лекция 5
Принцип инвариантности Прохорова–Донскера

Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные
случайные величины.

Определение 5.1. Случайным блужданием называется по-
следовательность сумм

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Случайная величинаXn называется n-м шагом случайного блуж-
дания. Числовые характеристики EX1, DX1 называются соответ-
ственно сносом и шаговой дисперсией случайного блуждания.

Случайные блуждания являются одним из важных объектов
исследований в теории вероятностей. Так основные результаты
классической теории вероятностей посвящены случайному блуж-
данию с нулевым сносом и конечной положительной шаговой дис-
персией σ2:

1) усиленный закон больших чисел:

Sn

n
→ 0 п.н.;

2) центральная предельная теорема:

Sn

σ
√
n

D→ N,

гдеN означает случайную величину со стандартным нормальным
распределением;

3) закон повторного логарифма:

lim sup
n→∞

Sn

σ
√

2n ln lnn
= 1 п.н.

Случайные блуждания так же, как и броуновское движение,
обладают марковским свойством: для любого n0 ∈ N случайная
последовательность {Sn0+n − Sn0 , n ∈ N0} имеет такое же рас-
пределение, как {Sn, n ∈ N0}, и не зависит от случайного вектора
{S0, S1, . . . , Sn0}.

Рассмотрим отрезок случайного блуждания S0, S1, . . . , Sn и
на его основе определим ступенчатую функцию Sbtc, t ∈ [0, n]
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(btc и dte означают соответственно целое приближение t в сторону
уменьшения или увеличения). Множество значений этой функции
совпадает с указанным отрезком блуждания.

Сожмем график этой функции вдоль оси абсцисс в n раз и
вдоль оси ординат в σ

√
n раз. При таком преобразовании мы по-

лучим график функции

Yn(t) :=
Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1].

Заметим, что Yn является случайным процессом с траекториями
из D[0, 1], сохраняющим всю информацию об отрезке блуждания
S0, S1, . . . , Sn.

При t = 1 получаем, что

Yn(1) =
Sn

σ
√
n

D→ N.

Это наводит на мысль, что Yn
D→ Y для некоторого случайного

процесса Y с траекториями из D[0, 1]. Следующий результат по-
лучил название принципа инвариантности Прохорова–Донскера.

Теорема 5.1. Если EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, то

при n→∞
Yn

D→W,

где W – стандартное броуновское движение (при t ∈ [0, 1]),
знак D→ означает сходимость по распределению в пространстве
D[0, 1].

Доказательство разобьем на ряд лемм (доказательство
первой из них предоставляется читателю).

Лемма 5.1. Пусть {ξn} и {ηn} – последовательности слу-
чайных величин, причем ξn , ηn – независимые случайные вели-
чины при каждом n ∈ N. Если ξn

D→ ξ , ηn
D→ η при n → ∞,

то
{ξn, ηn}

D→ {ξ̃, η̃},

где ξ̃, η̃ – независимые случайные величины, причем ξ̃
d= ξ , η̃ d= η

(знак d= означает совпадение распределений).

Лемма 5.2. Конечномерные распределения Xn сходятся к
конечномерным распределениям W .
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Доказательство. Пусть t ∈ (0, 1]. Тогда по центральной
предельной теореме при n→∞

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n

=
Sbntc

σ
√
bntc

√
bntc√
n

D→
√
tN.

Но √
tN ∼ N (0, t) ⇒

√
tN

d= W (t).

Пусть 0 < t1 < t2 6 1. Поскольку

Yn(t2)− Yn(t1) =
Sbnt2c − Sbnt1c

σ
√
n

,

случайная величина Yn(t2) − Yn(t1) не зависит от Yn(t1). Далее,
при n→∞

Yn(t2)− Yn(t1) =
Sbnt2c − Sbnt1c

σ
√
bnt2c − bnt1c

√
bnt2c − bnt1c√

n

D→
√
t2 − t1N.

Но
√
t2 − t1N ∼ N (0, t2 − t1) ⇒

√
t2 − t1N

d= W (t2)−W (t1).

В силу леммы 5.1 при n→∞

{Yn(t1), Yn(t2)− Yn(t1)}
D→ {W (t1),W (t2)−W (t1)} .

Следовательно, при n→∞

{Yn(t1), Yn(t2)}
D→ {W (t1),W (t2)} .

Аналогично рассматривается случай распределений размер-
ности 3 и больше. Лемма доказана.

Лемма 5.3. Пусть δ = 1/m, где m – натуральное число, и
ti = iδ , i = 0, 1, . . . ,m; тогда для любого случайного процесса X с
траекториями из D[0, 1] справедливо неравенство

P (wX(δ) > 3ε) 6
m−1∑
i=0

P

(
sup

s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| > ε

)
.
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Доказательство. Пусть s, t таковы, что 0 6 s 6 t 6 1 и
|s− t| 6 δ. Тогда либо s, t ∈ [ti, ti+1] для некоторого i и, следова-
тельно,

|X(s)−X(t)| 6 |X(s)−X(ti)|+ |X(t)−X(ti)| 6
6 2 max

i
sup

s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| ;

либо s ∈ [ti, ti+1], t ∈ [ti+1, ti+2] для некоторого i и, следовательно,

|X(s)−X(t)| 6 |X(s)−X(ti)|+
+ |X(ti)−X(ti+1)|+ |X(ti+1)−X(t)| 6

6 3 max
i

sup
s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| .

Поэтому если |s− t| 6 δ, то

|X(s)−X(t)| 6 3 max
i

sup
s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| .

Следовательно,

wX(δ) 6 3 max
i

sup
s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| .

Откуда вытекает, что

P (wX(δ) > 3ε) 6 P

(
max

i
sup

s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| > ε

)
6

6
m−1∑
i=0

P

(
sup

s∈[ti,ti+1]

|X(s)−X(ti)| > ε

)
.

Лемма доказана.

Лемма 5.4. Пусть выполнены условия теоремы 5.1, тогда
справедливо неравенство Колмогорова: при любом λ > 0

P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n

)
6 2P

(
|Sn| > (λ−

√
2 )σ

√
n
)
.

Доказательство. Пусть τ – момент первого достижения
случайной последовательностью {|Si|, i = 0, 1, . . . , n} полуоси
[λσ

√
n,+∞). Тогда{

max
16i6n

|Si| > λσ
√
n

}
=

n⋃
m=1

{τ = m} ,
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причем события справа являются попарно несовместными. По-
этому

P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n

)
=

= P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n , |Sn| > (λ−

√
2 )σ

√
n

)
+

+ P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n , |Sn| < (λ−

√
2 )σ

√
n

)
6

6 P
(
|Sn| > (λ−

√
2 )σ

√
n
)

+

+
n−1∑
m=1

P
(
|Sn| < (λ−

√
2 )σ

√
n , τ = m

)
.

Теперь заметим, что

P
(
|Sn| < (λ−

√
2 )σ

√
n , τ = m

)
6

6 P
(
τ = m, |Sn − Sm| >

√
2σ
√
n
)

=

= P (τ = m)P
(
|Sn − Sm| >

√
2σ
√
n
)

(здесь учтено, что случайные события {τ = m} и {|Sn − Sm| >√
2σ
√
n } являются независимыми). По неравенству Чебышева

P
(
|Sn − Sm| >

√
2σ
√
n
)

6
E (Sn − Sm)2

2σ2n
=

(n−m)σ2

2σ2n
=
n−m

2n
.

Следовательно,

n−1∑
m=1

P
(
|Sn| < (λ−

√
2 )σ

√
n , τ = m

)
6

6
1
2

n−1∑
m=1

P (τ = m) 6
1
2
P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n

)
.

Итак,

P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n

)
6

6 P
(
|Sn| > (λ−

√
2 )σ

√
n
)

+
1
2
P

(
max

16i6n
|Si| > λσ

√
n

)
,

откуда следует утверждение леммы.
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Лемма 5.5. В условиях теоремы 5.1 при любом ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wYn
(δ) > ε) = 0.

Доказательство. Из леммы 5.3 следует, что

P (ωYn
(δ) > ε) 6

m−1∑
i=0

P

(
sup

s∈[ti,ti+1]

|Yn(s)− Yn(ti)| >
ε

3

)
.

В силу неравенства Колмогорова

P

(
sup

s∈[ti,ti+1]

|Yn(s)− Yn(ti)| >
ε

3

)
=

= P

(
sup

s∈[ti,ti+1]

∣∣S[ns] − S[nti]

∣∣ > ε

3
σ
√
n

)
=

= P

(
sups∈[ti,ti+1]

∣∣S[ns] − S[nti]

∣∣
σ
√
bnti+1c − bntic

>
ε

3

√
n√

bnti+1c − bntic

)
6

6 2P

( ∣∣S[ns] − S[nti]

∣∣
σ
√
bnti+1c − bntic

>
ε

3

√
n√

bnti+1c − bntic
−
√

2

)
.

Последняя вероятность стремится при n→∞ к

P (|N | > xδ) ,

где N ∼ N(0, 1), xδ = ε/(3
√
δ ) −

√
2 . А эта вероятность равна

2 (1− Φ (xδ)). В лекции 4 показано (см. соотношение (4.4)), что
при x > 0

1− Φ(x) 6
1√
2πx

e−x2/2,

поэтому при достаточно малом δ

1− Φ (xδ) 6
1√

2πxδ

e−x2
δ/2.

Из сказанного следует, что

lim
n→∞

P (wYn
(δ) > ε) 6

4
δ
√

2πxδ

e−x2
δ/2.

Очевидно, предел правой части равен 0 при δ → 0, что доказывает
лемму.

Из лемм 5.2 и 5.5 в силу теоремы 2.3 получаем утверждение
теоремы 5.1.
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Лекция 6
Приложения принципа инвариатности

Прохорова–Донскера

Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково распределенные
случайные величины, причем

EX1 = 0, EX2
1 = σ2, 0 < σ2 < +∞. (6.1)

Введем случайное блуждание

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Построим случайный процесс с траекториями из D[0, 1]

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1].

По принципу инвариантности Прохорова–Донскера при n→∞

Yn
D→W, (6.2)

где W – броуновское движение, знак D→ означает сходимость
по распределению в пространстве D[0, 1] функций, непрерывных
справа и имеющих пределы слева на отрезке [0, 1], с борелевской
σ-алгеброй относительно топологии Скорохода. Если f – непре-
рывное отображение D[0, 1] в R, то по теореме 1.2 следует, что
при n→∞

f (Yn) D→ f (W ) , (6.3)

где D→ означает сходимость по распределению в R с борелевской
σ-алгеброй относительно стандартной топологии.

Именно соотношение (6.3) получило первоначально название
принципа инвариантности (в термин инвариантность здесь
вкладывается двойной смысл: неизменность относительно рас-
пределения шага случайного блуждания и неизменность относи-
тельно отображения f).

Важная проблема состоит в нахождении распределения f (W ).
Разумеется, это можно сделать, исходя из свойств броуновского
движения. Другой подход состоит в том, чтобы использовать само
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соотношение (6.3) для нахождения распределения f (W ). Именно,
рассматривается простое случайное блуждание с шагом

Xi =

{
1 с вероятностью 1/2;

−1 с вероятностью 1/2.

Используя простой вид этого блуждания, находят явный вид пре-
дельного распределения, которое в силу (6.3) совпадает с распре-
делением f (W ). Прежде, чем рассматривать примеры, усилим
соотношение (6.3), усилив теорему 1.2.

Теорема 6.1. Пусть X,X1, X2, . . . – случайные элементы со
значениями в метрическом пространстве S и при n→∞

Xn
D→ X. (6.4)

Пусть g – измеримое отображение S в метрическое простран-
ство S′ (это означает, что прообраз борелевского множества
в S′ является борелевским множеством в S ) и Cg – множе-
ство тех элементов S , в которых отображение g непрерывно.
Если P (X ∈ Cg) = 1, то при n→∞

g (Xn) D→ g (X) .

Доказательство. Пусть F – замкнутое множество, принад-
лежащее S′. Покажем, что

lim sup
n→∞

P (g (Xn) ∈ F ) 6 P (g (X) ∈ F ) = P
(
X ∈ g−1(F )

)
, (6.5)

где g−1(F ) – прообраз F .
Пусть [A] означает замыкание множества A, т.е. объедине-

ние A и всех его предельных точек. Из условия (6.4) по теореме
Александрова получаем, что

lim sup
n→∞

P (g (Xn) ∈ F ) = lim sup
n→∞

P
(
Xn ∈ g−1(F )

)
6

6 lim sup
n→∞

P
(
Xn ∈ [g−1(F )]

)
6 P

(
X ∈ [g−1(F )]

)
. (6.6)

Покажем, что

P
(
X ∈ [g−1(F )]

)
= P

(
X ∈ g−1(F )

)
. (6.7)
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Пусть Dg – множество элементов S, в которых отображение g
разрывно (множества Cg и Dg являются борелевскими). Тогда
S = Cg +Dg и

[g−1(F )] =
[
g−1(F )

]
Dg + [g−1(F )]Cg ⊂ Dg + [g−1(F )]Cg. (6.8)

Установим, что

[g−1(F )]Cg ⊂ g−1(F ). (6.9)

Действительно, пусть x принадлежит [g−1(F )]Cg. Из того, что
x ∈ [g−1(F )], следует, что существует такая последовательность
элементов {xn}, что xn ∈ g−1(F ) и xn → x. Кроме того, x ∈
Cg и, следовательно, отображение g непрерывно в x и поэтому
limn→∞ g(xn) = g(x). Но g(xn) ∈ F и поэтому g(x) ∈ F , т.к. F
– замкнутое множество. Следовательно, x ∈ g−1(F ). Итак, (6.9)
доказано. Из (6.8) и (6.9) вытекает, что

[g−1(F )] ⊂ Dg + g−1(F ).

Откуда получаем, что

P
(
X ∈ [g−1(F )]

)
6 P (X ∈Dg)+P

(
X ∈ g−1(F )

)
= P

(
X ∈ g−1(F )

)
,

поскольку P (X ∈ Dg) = 0. Противоположное неравенство

P
(
X ∈ [g−1(F )]

)
> P

(
X ∈ g−1(F )

)
очевидно. Таким образом, соотношение (6.7) доказано.

Из (6.6) и (6.7) следует, что

lim sup
n→∞

P (g (Xn) ∈ F ) 6 P
(
X ∈ g−1(F )

)
,

т.е. соотношение (6.5) справедливо. Теорема доказана.

Пример 6.1. Пусть S = D[0, 1]. Рассмотрим отображение S
в R

g(x) = sup
t∈[0,1]

x(t).

Это отображение является непрерывным при всех x ∈ D[0, 1].
Действительно, если ρск(x, y) < δ, где δ > 0, то существует

такое непрерывное строго возрастающее отображение λ отрезка
[0, 1] на [0, 1], что

sup
t∈[0,1]

|y(t)− x(λ(t))| < δ, sup
t∈[0,1]

|λ(t)− t| < δ.
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Откуда, учитывая равенство supt∈[0,1] x(t) = supt∈[0,1] x(λ(t)), на-
ходим, что

|g(y)− g(x)| =
∣∣∣∣ sup

t∈[0,1]

y(t)− sup
t∈[0,1]

x(t)
∣∣∣∣ =

=
∣∣∣∣ sup

t∈[0,1]

y(t)− sup
t∈[0,1]

x(λ(t))
∣∣∣∣ 6

6 sup
t∈[0,1]

|y(t)− x(λ(t))| < δ,

т.е. отображение g непрерывно в точке x.

Пример 6.2. Пусть S = D[0, 1]. Рассмотрим отображение S
в R

h(x) = λ ({t : t ∈ [0, 1], x(t) > 0}) ,

где λ(A) – мера Лебега борелевского множества A ⊂ R. Можно
показать, что это отображение является измеримым и п.н. непре-
рывным на траекториях броуновского движения, т.е.

P (W ∈ Ch) = 1.

Перейдем теперь к следствиям принципа инвариантности
Прохорова–Донскера. Положим

Mn = max
06i6n

Si.

Теорема 6.2. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда при всех x > 0

lim
n→∞

P

(
Mn

σ
√
n

6 x

)
=

2√
2π

∫ x

0

e−
u2
2 du.

Доказательство. Ввиду принципа инвариантности Прохо-
рова–Донскера и непрерывности функционала

g(x) = sup
t∈[0,1]

x(t), x ∈ D[0, 1],

по теореме 6.1 получаем, что при n→∞

sup
t∈[0,1]

Yn(t) D→ sup
t∈[0,1]

W (t).
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Заметим, что

sup
t∈[0,1]

Yn(t) =
supt∈[0,1] Sbntc

σ
√
n

=
Mn

σ
√
n
.

Итак, при n→∞

Mn

σ
√
n

D→ sup
t∈[0,1]

W (t). (6.10)

Осталось найти распределение правой части (6.10).

Лемма 6.1. В случае простого случайного блуждания при
всех x > 0 справедливо равенство

P (Mn > x) = 2P (Sn > x) + P (Sn = x) .

Доказательство. Достаточно рассмотреть натуральное x.
Очевидно, что

P (Mn >x) = P (Sn = x)+P (Sn > x,Mn >x)+P (Sn < x,Mn >x) .

Рис. 3.

Заметим, что число траекторий S0, S1, . . . , Sn, удовлетворя-
ющих условию {Sn > x, Mn > x} совпадает с числом траекто-
рий, удовлетворяющих условию {Sn < x, Mn > x}. Действитель-
но (см. рис. 3), если Mn > x, то существует момент τ пер-
вого достижения значения x отрезком случайного блуждания
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S0, S1, . . . , Sn; число траекторий, ведущих за время n− τ из точ-
ки x в точки, лежащие не ниже x, совпадает с числом траекторий,
ведущих в точки, лежащие не выше x.

Вероятность каждой траектории S0, S1, . . . , Sn равна 2−n, по-
этому

P (Sn > x,Mn > x) = P (Sn < x,Mn > x) .

Следовательно,

P (Mn > x) = 2P (Sn > x,Mn > x) + P (Sn = x) .

Откуда, учитывая, что {Sn > x, Mn > x} = {Sn > x}, получаем
утверждение леммы.

В случае простого случайного блуждания из леммы 6.1 и цен-
тральной предельной теоремы находим, что

lim
n→∞

P

(
Mn

σ
√
n

> x

)
= 2 (1− Φ(x)) ,

где Φ(x) – функция Лапласа.
Таким образом, функция распределения правой части (6.10)

равна 1− 2 (1− Φ(x)) = 2Φ(x)− 1, что завершает доказательство
теоремы.

Установим теперь закон арксинуса для случайных блужданий.

Теорема 6.3. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда при всех x ∈ [0, 1]

lim
n→∞

P

(
|{i : 0 6 i 6 n, Si > 0}|

n
6 x

)
=

2
π

arcsin
√
x

(здесь |A| означает мощность множества A).

Доказательство. В силу принципа инвариантности Прохо-
рова–Донскера и непрерывности функционала h(x) = λ({t : t ∈
[0, 1], x(t) > 0}) на траекториях броуновского движения по тео-
реме 6.1 получаем, что при n→∞

λ ({t : t ∈ [0, 1], Xn(t) > 0}) D→ λ ({t : t ∈ [0, 1], W (t) > 0}) .

Заметим, что

λ ({t : t ∈ [0, 1], Xn(t) > 0}) =
|{i : 0 6 i 6 n− 1, Si > 0}|

n
.
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Итак, при n→∞

|{i : 0 6 i 6 n, Si > 0}|
n

D→ λ ({t : t ∈ [0, 1], W (t) > 0}) . (6.11)

Осталось найти распределение правой части (6.11).

Рассмотрим непрерывную функцию, построенную на основе
отрезка случайного блуждания S0, S1, . . . , Sn:

Y ∗
n (t) = Si + (t− i) (Si+1 − Si) , t ∈ [i, i+ 1] , i = 0, 1, . . . , n− 1.

Доказательство следующей леммы можно найти в [7, т. 1, гл. 3,
§ 4].

Лемма 6.2. В случае простого случайного блуждания при
k = 0, 1, . . . , n справедливо равенство

P
(
λ ({t : t ∈ [0, 2n] , Y ∗

2n(t) > 0}) = 2k
)

= u2ku2n−2k,

где u2k = Ck
2k2−2k .

Используя формулу Стирлинга, нетрудно показать, что при
x ∈ [0, 1]

lim
n→∞

∑
k6xn

u2ku2n−2k =
2
π

arcsin
√
x.

Рассмотрим простое случайное блуждание. Из леммы 6.2 и
последнего соотношения получаем, что при x ∈ [0, 1]

lim
n→∞

P
(
λ ({t : t ∈ [0, n] , Y ∗

n (t) > 0}) 6 xn
)

=
2
π

arcsin
√
x.

Заметим, что

0 6 λ ({t : t ∈ [0, n] , Y ∗
n (t) > 0})n− |{i : 0 6 i 6 n, Si > 0}| 6

6 |{i : 0 6 i 6 n, Si = 0}| .

Последнее выражение имеет порядок
√
n при n→∞ (cм. [7, т. 1,

гл. 3, § 7, теорема 4]). Отсюда следует, что в случае простого
случайного блуждания при x ∈ [0, 1]

lim
n→∞

P
(
|{i : 0 6 i 6 n, Si > 0}| 6 xn

)
=

2
π

arcsin
√
x.

Итак, функция распределения правой части (6.11) равна
(2/π) arcsin

√
x. Теорема доказана.
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Лекция 7
Распределение минимума, максимума

и положения в последний момент броуновского
движения. Броуновский мост

Положим

mn = min
06i6n

Si, Mn = max
06i6n

Si,

m = inf
t∈[0,1]

W (t), M = sup
t∈[0,1]

W (t).

Пусть N означает случайную величину со стандартным нормаль-
ным распределением.

Теорема 7.1. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда при n→∞
1

σ
√
n
{mn,Mn, Sn}

D→ {m,M,W (1)} , (7.1)

причем при любых a, b, u, v таких, что a 6 0 6 b, a 6 u < v 6 b,
справедливо равенство

P(a < m 6 M < b, u < W (1) < v) =

=
+∞∑

k=−∞

P(u+ 2k(b− a) < N < v + 2k(b− a))−

−
+∞∑

k=−∞

P (2b− v + 2k(b− a) < N < 2b− u+ 2k(b− a)) .

(7.2)

Доказательство. Отображение x → supt∈[0,1] x(t), x ∈
D[0, 1], является непрерывным при всех x ∈ D[0, 1] (см. лек-
цию 6). Аналогичные утверждения справедливы для отображе-
ний x→ inft∈[0,1] x(t) и x→ x(1), x ∈ D[0, 1]. Поэтому непрерывно
при всех x ∈ D[0, 1] следующее отображение D[0, 1] в R3:

x→
{

inf
t∈[0,1]

x(t), sup
t∈[0,1]

x(t), x(1)
}
.

Откуда в силу принципа инвариантности Прохорова–Донскера и
по теореме 6.1 предыдущей лекции получаем утверждение (7.1)
доказываемой теоремы.
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Для доказательства (7.2) нам потребуется следующий резуль-
тат. Положим

pn (a, b, v) = P(a < mn 6 Mn < b, Sn = v), pn(j) = P(Sn = j).

Лемма 7.1. В случае простого случайного блуждания при
любых целых a, b, v таких, что a 6 0 6 b, a < b, a 6 v 6 b,
справедливо равенство

pn (a, b, v) =
+∞∑

k=−∞

pn(v + 2k(b− a))−
+∞∑

k=−∞

pn(2b− v + 2k(b− a)),

(7.3)

причем оба ряда в правой части сходятся при a < b.

Доказательство. Воспользуемся принципом математиче-
ской индукции. Если n = 0, то pn (a, b, v) = 1 при v = 0 и
pn (a, b, v) = 0 при v 6= 0. То же справедливо и для правой ча-
сти (7.3). Обозначим равенство (7.3) через [n, a, b, v]. Предполо-
жим справедливость [n− 1, a, b, v] при любых a, b, v таких, что
a 6 0 6 b, a < b, a 6 v 6 b, и покажем справедливость [n, a, b, v].
Пусть сначала a = 0, тогда и левая, и правая части (7.3) об-
ращаются в 0 (правая – поскольку pn(j) = pn (−j) при любых
целых j). Аналогично рассматривается случай b = 0. Пусть те-
перь a 6 −1, b > 1. Тогда справедливы [n− 1, a− 1, b− 1, v − 1] и
[n− 1, a+ 1, b+ 1, v + 1]. Теперь заметим, что по формуле полной
вероятности

pn (a, b, v) =
1
2
pn− 1 (a+1, b+1, v+1) +

1
2
pn− 1 (a− 1, b− 1, v− 1) ,

(7.4)

pn(j) =
1
2
pn− 1 (j− 1) +

1
2
pn + 1 (j+1) . (7.5)

Выписывая выражения для двух слагаемых в правой части (7.4)
в соответствии с (7.3) и используя (7.5), получаем справедливость
[n, a, b, v]. Лемма доказана.
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Рассмотрим простое случайное блуждание. Из леммы 7.1 сле-
дует, что если a 6 0 6 b, a 6 u < v 6 b, то

P(a < mn 6 Mn < b, u < Sn < v) =

=
+∞∑

k=−∞

P(u+ 2k(b− a) < Sn < v + 2k(b− a))−

−
+∞∑

k=−∞

P (2b− v + 2k(b− a) < Sn < 2b− u+ 2k(b− a)) .

Воспользовавшись центральной предельной теоремой для каж-
дого члена этих двух рядов и оценками для хвостов этих рядов
(например,

+∞∑
k=L

P
(
u+ 2k(b− a) < Sn < v + 2k(b− a)

)
6

6 P
(
Sn > u+ 2L(b− a)

)
,

при L ∈ N) получаем, что при a 6 0 6 b, a 6 u < v 6 b

lim
n→∞

P

(
a <

mn

σ
√
n

6
Mn

σ
√
n
< b, u <

Sn

σ
√
n
< v

)
=

=
+∞∑

k=−∞

P(u+ 2k(b− a) < N < v + 2k(b− a))−

−
+∞∑

k=−∞

P
(
2b− v + 2k(b− a) < N < 2b− u+ 2k(b− a)

)
.

Таким образом, соотношение (7.2) и теорема доказаны.

Следствие 7.1. При u < v 6 b, b > 0

P(M < b, u < W (1) < v) = P(u < N < v)−P(2b− v < N < 2b− u).

При a 6 0, a 6 u < v

P(a < m, u < W (1) < v) = P(u < N < v)−P(2a− v < N < 2a−u).

При a 6 0 6 b

P(a < m 6 M < b) =
+∞∑

k=−∞

(−1)kP
(
a+k(b−a) < N < b+k(b−a)

)
.
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Эти результаты, касающиеся броуновского движения, позво-
ляют изучить свойства таких случайных процессов как броунов-
ский мост, броуновская извилина и броуновская экскурсия. На-
званные процессы тесно связаны с броуновским движением и иг-
рают важную роль в дальнейшем. Начнем с первого из них.

Определение 7.1. Случайный процесс {W0(t), t ∈ [0, 1]} на-
зывается броуновским мостом, если

1) W0(0) = 0 п.н.;
2) все конечномерные распределения нормальны;
3) EW0(t) = 0, EW0(s)W0(t) = s(1− t) при 0 6 s 6 t 6 1;
4) траектории W0 п.н. непрерывны.

Заметим, что W0(1) = 0 п.н. В качестве примера броуновского
моста можно рассмотреть процесс W (t)− tW (1), t ∈ [0, 1], где W
– броуновское движение. Условия 1), 2) и 4) выполняются. Далее,
при 0 6 s 6 t 6 1

E (W (t)− tW (1)) = 0,
E(W (s)− sW (1))(W (t)− tW (1)) =

= EW (s)W (t)− tEW (s)W (1)− sEW (1)W (t) + stEW 2(1) =
= s(1− t).

Как и в случае броуновского движения, будем считать, что
все траектории броуновского моста являются непрерывными.

Пусть X – случайный процесс, заданный на вероятностном
пространстве (Ω,F ,P). Пусть A ∈ F и P(A) > 0. Обозна-
чим {X |A} случайный процесс, заданный на вероятностном про-
странстве (A,F ∩A,P (· |A)), где P (· |A) – условная вероятност-
ная мера (P (B |A) = P (AB) /P(A) при B ∈ F ∩ A) и определяе-
мый формулой

{X |A} (ω) = X(ω), ω ∈ A.

Положим при ε > 0

Wε = {W | 0 6 W (1) 6 ε} .

Теорема 7.2. При ε→ 0

Wε
D→W0,

где знак D→ означает сходимость по распределению в C[0, 1].
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Доказательство. Возьмем в качестве W0 процесс {W (t) −
tW (1), t ∈ [0, 1]}. Пусть m – натуральное число и 0 6 t1 <
t2 < · · · < tm 6 1. Случайный вектор {W0(t1),W0(t2), . . . ,W0(tm)}
не зависит от W (1). Действительно, рассмотрим случайный век-
тор {W0(t1), . . . ,W0(tm),W (1)}. Он является нормальным. Поэто-
му независимость W (1) от остальных компонент равносильна ра-
венствам

cov (W (1),W0(ti)) = 0, i = 1, . . . ,m.

Проверим их:

cov (W (1),W0(ti)) = cov (W (1),W (ti)− tiW (1)) =

= EW (1)W (ti)− tiEW
2(1) = 0.

Из доказанного следует, что случайная величина W (1) не зави-
сит от случайного события {W0 ∈ A} для любого множества A
из цилиндрической σ-алгебры в пространстве C[0, 1]. Можно по-
казать, что эта σ-алгебра совпадает с борелевской σ-алгеброй в
C[0, 1] относительно равномерной топологии. Поэтому для любо-
го борелевского множества A из C[0, 1]

P (W0 ∈ A | 0 6 W (1) 6 ε) = P(W0 ∈ A). (7.6)

Рассмотрим теперь произвольное замкнутое множество F из
C[0, 1]. Покажем, что

lim sup
ε→0

P (W ∈ F | 0 6 W (1) 6 ε) 6 P (W0 ∈ F ) . (7.7)

Если 0 6 W (1) 6 ε и W ∈ F , то W0 ∈ Fε = {x : ρравн(x, F ) 6 ε}.
Откуда с учетом (7.6) получаем, что

P(W ∈ F | 0 6 W (1) 6 ε) 6 P(W0 ∈ Fε | 0 6 W (1) 6 ε) =
= P(W0 ∈ Fε).

Следовательно,

lim sup
ε→0

P(W ∈ F | 0 6 W (1) 6 ε) 6 lim sup
ε→0

P (W0 ∈ Fε) =

= P (W0 ∈ F ) .

Последнее равенство объясняется тем, что множества Fε убывают
с уменьшением ε и

⋂
ε Fε = F . Итак, соотношение (7.7) и теорема

доказаны.
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Теорема 7.3. Броуновский мост является неоднородным
марковским процессом с переходной плотностью

p0 (s, x; t, y) =



1√
2πt(1− t)

exp
(
− y2

2t(1− t)

)
,

0 = s < t < 1, x = 0, y ∈ R;√
1− s

2π(t− s)(1− t)
exp

(
− ((1− s)y − (1− t)x)2

2(1− s)(t− s)(1− t)

)
,

0 < s < t < 1, x ∈ R, y ∈ R.

Доказательство. Требуется показать, что для произволь-
ных чисел m ∈ N, t1, t2, . . . , tm таких, что 0 < t1 < t2 < · · ·
· · · < tm 6 1, и a1, a2, . . . , am ∈ R выполняется равенство

P
(
W0(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
=

=
∫
· · ·
∫

G(a1,...,am)

p0(0, 0; t1, x1)×

× p0(t1, x1; t2, x2) . . . p0(tm−1, xm−1; tm, xm) dx1 . . . dxm,
(7.8)

где G (a1, . . . , am) = {(x1, x2, . . . , xm) : x1 6 a1, . . . , xm 6 am}.
Броуновское движение является марковским процессом с пере-
ходной плотностью

p (s, x; t, y) =
1√

2π(t− s)
e−

(y−x)2

2(t−s) ,

0 6 s < t < +∞, x ∈ R, y ∈ R.

Поэтому по теореме 7.2, учитывая, что случайный вектор {W0(t1),
. . . ,W0(tm)} принадлежит границе множества G (a1, . . . , am) с ну-
левой вероятностью, получаем, что

P (W0(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m) =

= lim
ε→0

P
(
W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

∣∣ 0 6 W (1) 6 ε
)

=

= lim
ε→0

1
P(0 6 W (1) 6 ε)

×

× P (W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m; 0 6 W (1) 6 ε) =
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= lim
ε→0

1
P(0 6 W (1) 6 ε)

×

×
∫ ε

0

dxm+1

∫
· · ·
∫

G(a1,...,am)

p(0, 0; t1, x1)×

× p (t1, x1; t2, x2) . . . p(tm−1, xm−1; tm, xm)×
× p(tm, xm; 1, xm+1) dx1 . . . dxm =

=
∫
· · ·
∫

G(a1,...,am)

p(0, 0; t1, x1) . . . p(tm−1, xm−1; tm, xm)×

× p(tm, xm; 1, 0)
p(0, 0; 1, 0)

dx1 . . . dxm.

Нетрудно показать, что в последнем интеграле подынтегральное
выражение совпадает с подынтегральным выражением в правой
части (7.8). Пусть, например, m = 1, тогда

p(0, 0; t1, x1)
p(t1, x1; 1, 0)
p(0, 0; 1, 0)

=
1√
2πt1

e−
x2
1

2t1
1√

1− t1
e
− x2

1
2(1−t1) =

=
1√

2πt1(1− t1)
e
− x2

1
2t1(1−t1) = p0(0, 0; t1, x1).

Теорема доказана.

Теорема 7.4. Для любого x > 0 выполняется равенство

P

(
sup

t∈[0,1]

|W0(t)| 6 x

)
= K(x),

где K(x) – функция распределения Колмогорова, т.е.

K(x) = 1 + 2
+∞∑
k=1

(−1)ke−2k2x2
, x > 0.

Доказательство. Очевидно, при x > 0

P

(
sup

t∈[0,1]

|W0(t)| 6 x

)
= P

(
−x 6 inf

t∈[0,1]
W0(t) 6 sup

t∈[0,1]

W0(t) 6 x

)
.
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По теореме 7.2

P

(
−x 6 inf

t∈[0,1]
W0(t) 6 sup

t∈[0,1]

W0(t) 6 x

)
=

= lim
ε→0

P(−x 6 m 6 M 6 x | 0 6 W (1) 6 ε) =

= lim
ε→0

P(−x 6 m 6 M 6 x, 0 6 W (1) 6 ε)/P(0 6 W (1) 6 ε).

(7.9)

По теореме 7.1

P(−x 6 m 6 M 6 x, 0 6 W (1) 6 ε) =

=
+∞∑

k=−∞

P (4kx < N < ε+ 4kx)−

−
+∞∑

k=−∞

P (2x− ε+ 4kx < N < 2x+ 4kx) . (7.10)

Очевидно,

lim
ε→0

1
ε
P (a < N < a+ ε) =

1√
2π

e−
a2
2 ,

поэтому, ввиду (7.10), правая часть (7.9) равна

+∞∑
k=−∞

e−2(2kx)2 −
+∞∑

k=−∞

e−2((2k+1)x)2 = 1 + 2
+∞∑
k=1

(−1)ke−2k2x2
.

Теорема доказана.
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Лекция 8
Локальные предельные теоремы Гнеденко

и Стоуна

В этой лекции рассматриваются классические результаты тео-
рии вероятностей, играющие существенную роль в дальнейшем.
Теорему Гнеденко изучают в стандартных университетских кур-
сах, теореме Стоуна (см. [25]) повезло меньше, хотя она весьма
востребована в современной теории вероятностей, особенно в тео-
рии больших уклонений для случайных блужданий. Приведем
доказательства обеих теорем (первой – потому что элементы ее
доказательства используются при доказательстве второй).

Определение 8.1. Распределение случайной величины X
называется решетчатым, если существуют такие числа a ∈ R
и h > 0, что возможные значения X есть a + hm, m ∈ Z. Чис-
ло h называется шагом распределения. Максимальное из возмож-
ных значений h (при всевозможных a) называется максимальным
шагом распределения. Обозначим его h0. Если при этом возмож-
ные значения X1 есть h0m, m ∈ Z, то распределение называется
центрально решетчатым (с максимальным шагом h0). Все рас-
пределения, не являющиеся решетчатыми, называются нерешет-
чатыми.

Доказательство следующей леммы можно найти в [7, т. 2,
гл. 15, § 1].

Лемма 8.1. Пусть ϕ(t) – характеристическая функция слу-
чайной величины X . Распределение случайной величины X явля-
ется нерешетчатым тогда и только тогда, когда |ϕ(t)| < 1 при
любом t 6= 0. Если |ϕ (λ)| = 1 при некотором λ > 0 и |ϕ(t)| < 1
при t ∈ (0, λ), то распределение случайной величины X являет-
ся решетчатым с максимальным шагом 2π/λ. Если |ϕ(t)| = 1 в
правой окрестности точки 0 (и, следовательно, при всех t ∈ R),
то распределение случайной величины X является вырожден-
ным, т.е. X = C п.н., где C – некоторая постоянная.

Теорема 8.1 (Гнеденко). Пусть X1, X2, . . . – независимые
одинаково распределенные центрально решетчатые случайные
величины с максимальным шагом h, причем EX1 = 0, EX2

1 := σ2 ,
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0 < σ2 < +∞. Тогда

lim
n→∞

sup
x∈Z

∣∣∣∣σ√nP (Sn = xh)− h√
2π
e
− 1

2

�
xh

σ
√

n

�2
∣∣∣∣ = 0.

Доказательство. Ограничимся рассмотрением случая
h = 1. Положим при x ∈ Z

z =
x

σ
√
n
, Pn(x) = P(Sn = x).

Пусть ϕ(t) – характеристическая функция случайной величи-
ны X1. Тогда характеристическая функция случайной величи-
ны Sn равна ϕn(t) и

ϕn(t) =
+∞∑

x=−∞
Pn(x)eitx.

По формуле Фурье

Pn(x) =
1
2π

∫ π

−π

ϕn(t)e−itx dt.

Поскольку x = σ
√
n z, то

Pn(x) =
1
2π

∫ π

−π

ϕn(t)e−itσ
√

n z dt.

Сделаем замену y = tσ
√
n , тогда

σ
√
nPn(x) =

1
2π

∫ πσ
√

n

−πσ
√

n

ϕn

(
y

σ
√
n

)
e−iyz dy.

Известно, что

1√
2π

e−
z2
2 =

1
2π

∫ +∞

−∞
e−iyz e−

y2

2 dy.

Представим выражение

2π
(
σ
√
nPn(x)− 1√

2π
e−

z2
2

)
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в виде суммы четырех интегралов при A > 0, ε > 0:

I1 =
∫
|y|6A

e−iyz

[
ϕn

(
y

σ
√
n

)
− e−

y2

2

]
dy,

I2 = −
∫

A6|y|
e−iyz e−

y2

2 dy,

I3 =
∫

A6|y|6εσ
√

n

e−iyzϕn

(
y

σ
√
n

)
dy,

I4 =
∫

εσ
√

n 6|y|6πσ
√

n

e−iyzϕn

(
y

σ
√
n

)
dy.

1) Очевидно, что

|I2| 6
∫

A6|y|
e−

y2

2 dy,

а последний интеграл становится малым при больших A.
2) По условию теоремы

ϕ(t) = 1− σ2t2

2
+ o

(
t2
)
, t→ 0.

Поэтому существует такое число ε > 0, что при |t| < ε

|ϕ(t)| < 1− σ2t2

4
6 e−

σ2t2
4 .

Следовательно,

|I3| 6
∫

A6|y|6εσ
√

n

∣∣∣∣ϕ( y

σ
√
n

)n∣∣∣∣ dy 6
∫

A6|y|6εσ
√

n

e−
y2

4 dy.

Последний интеграл становится малым при больших A.
3) По центральной предельной теореме

lim
n→∞

ϕn

(
y

σ
√
n

)
= e−

y2

2 ,

причем эта сходимость равномерна по y, принадлежащим про-
извольному конечному отрезку. Отсюда следует, что интеграл I1
становится малым при фиксированном A и больших n.
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4) Наконец,

|I4| 6
∫

εσ
√

n 6|y|6πσ
√

n

∣∣∣∣ϕ( y

σ
√
n

)∣∣∣∣n dy = σ
√
n

∫
ε6|t|6π

|ϕ(t)|n dt.

По лемме 8.1 |ϕ(t)| < 1 при 0 < t < 2π, поэтому

max
ε6t6π

|ϕ(t)| := q < 1.

Следовательно,
|I4| 6 σ

√
n qn2π,

а правая часть мала при больших n.
Теорема доказана.

Теорема 8.2 (Стоун). Пусть X1, X2, . . . – независимые
одинаково распределенные случайные величины, причем EX1 = 0,
EX2

1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞. Если распределение случайной величи-
ны X1 является нерешетчатым, то при n→∞

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

])
= ∆

(
1√
2π
e−

x2
2 + o(1)

)
равномерно по x ∈ R и ∆ ∈ (0, b), где b – произвольное положи-
тельное число.

Доказательство. Рассмотрим плотность вероятностей

K(x) =
1
2π

(
sin (x/2)

(x/2)

)2

.

Ее преобразование Фурье равно

k(t) =

{
1− |t|, |t| < 1;
0, |t| > 1.

Введем при a > 0 семейство плотностей вероятностей

Ka(x) =
1
a
K
(x
a

)
,

преобразование Фурье которых равно

ka(t) = k(at).
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Лемма 8.2. Пусть X – произвольная случайная величи-
на, f(t) – ее характеристическая функция, P (x;h) = P(X ∈
(x, x+ h]). Тогда∫ +∞

−∞
P (x;h)eitx dx =

1− e−ith

it
f(t).

Доказательство. Пусть F (x) – функция распределения
случайной величины X, тогда∫ +∞

−∞
P (x;h)eitx dx =

∫ +∞

−∞
[F (x+ h)− F (x)] eitx dx =

=
1
it

∫ +∞

−∞
[F (x+ h)− F (x)] deitx =

=
1
it

[F (x+ h)− F (x)] eitx|+∞−∞−

− 1
it

∫ +∞

−∞
eitx d [F (x+ h)− F (x)] =

=
1
it
f(t)− e−ith

it

∫ +∞

−∞
eit(x+h) dF (x+ h) =

=
1
it
f(t)− e−ith

it
f(t) =

1− e−ith

it
f(t).

Лемма доказана.

Пусть ϕ(t) – характеристическая функция случайной величи-
ны X1, положим Pn (x;h) = P (Sn/ (σ

√
n ) ∈ (x, x+ h]), тогда из

леммы 8.2 следует, что∫ +∞

−∞
Pn (x;h) eitx dx =

1− e−ith

it
ϕn

(
t

σ
√
n

)
.

Рассмотрим свертку функций Ka(x) и Pn (x;h):

Vn (x;h, a) :=
∫ +∞

−∞
Ka(y)Pn (x− y;h) dy.

Ее преобразование Фурье равно произведению преобразований
Фурье функций Ka(x) и Pn (x;h). Поэтому по формуле обраще-
ния для преобразований Фурье

Vn (x;h, a) =
h

2π

∫
|t|61/a

e−itxka(t)
1− e−ith

ith
ϕn

(
t

σ
√
n

)
dt. (8.1)
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Еще раз запишем формулу

1√
2π

e−
x2
2 =

1
2π

∫ +∞

−∞
e−itx e−

t2
2 dt. (8.2)

Положим
p(x) =

1√
2π

e−
x2
2 , x ∈ R.

Лемма 8.3. Если распределение случайной величины X1 яв-
ляется нерешетчатым, то при h = c1/ (σ

√
n ), a = c2/ (σ

√
n ),

где c1 , c2 – положительные постоянные,

Vn (x;h, a) = h (p(x) + o(1)) , n→∞.

Это соотношение выполняется равномерно по x ∈ R.

Доказательство. В силу формул (8.1) и (8.2) выражение

(2π/h)Vn (x, h, a)− 2πp(x)

можно представить как сумму четырех интегралов при A > 0,
ε > 0:

I1 =
∫
|t|6A

e−itx

[
ka(t)

1− e−ith

ith
ϕn

(
t

σ
√
n

)
− e−

t2
2

]
dt,

I2 = −
∫
|t|>A

e−itx e−
t2
2 dt,

I3 =
∫

A6|t|6εσ
√

n

e−itxka(t)
1− e−ith

ith
ϕn

(
t

σ
√
n

)
dt,

I4 =
∫

εσ
√

n 6|t|61/a

e−itxka(t)
1− e−ith

ith
ϕn

(
t

σ
√
n

)
dt.

1) Оценка I2 производится так же, как в теореме 8.1.
2) Поскольку

|ka(t)| 6 1,
∣∣∣∣1− e−ith

ith

∣∣∣∣ 6 1,

то

|I3| 6
∫

A6|t|6εσ
√

n

∣∣∣∣ϕ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dt.
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Оценка последнего интеграла производится так же, как в теоре-
ме 8.1.

3) Ясно, что

ka(t) = 1 + o(1), a→ 0,

ϕn

(
t

σ
√
n

)
= e−

t2
2 + o(1), n→∞,∣∣∣∣1− e−ith

ith
− 1
∣∣∣∣ 6 1

2
|th| =⇒ 1− e−ith

ith
= 1 + o(1), h→ 0,

причем все эти соотношения выполняются равномерно по t ∈
[−A,A]. Поэтому

I1 = o(1), n→∞.

4) Так как по лемме 8.1 |ϕ(t)| < 1 при t 6= 0, то

max
ε6t61/c2

|ϕ(t)| := q < 1,

поэтому

|I4| 6
∫

εσ
√

n 6|t|61/a

∣∣∣∣ϕ( t

σ
√
n

)∣∣∣∣n dt =

= σ
√
n

∫
ε6|u|61/c2

|ϕ(u)|n du 6 σ
√
n qn 2

c2
= o(1), n→∞.

Лемма доказана.

Возьмем произвольное ε > 0. Требуется показать, что суще-
ствует такое n0 ∈ N, что при всех n > n0, x ∈ R, ∆ ∈ (0, b) (b –
произвольное фиксированное положительное число)

∆
σ
√
n

(p(x)− ε) 6 P

(
Sn

σ
√
n
∈
(
x, x+

∆
σ
√
n

])
6

∆
σ
√
n

(p(x) + ε) .

(8.3)

Пусть p0 = maxx∈R p(x). Функция p(x) равномерно непрерывна
(поскольку limx→±∞ p(x) = 0), поэтому существует такое чис-
ло h1 из интервала (0, 1), что |p(x)− p(y)| 6 ε/4 при |x− y| 6 h1.
Подберем число δ так, чтобы 0 < δ < 1/6 и при ε1 = 2δ,
ε2 =

∫
|x|>1/δ

K(x) dx выполнялись неравенства

p0 + p0ε1 + ε/2
1− ε2

− p0 6 ε, p0ε1 + (p0 + ε) ε2 6
ε

2
. (8.4)
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Пусть h = ∆/ (σ
√
n ). По лемме 8.3 существует такое n0 ∈ N,

что при всех n > n0, во-первых,

Vn

(
x− δh;h (1 + 2δ) , δ2h

)
6 h (1 + 2δ) p (x− δh) +

εh

6
6

6 h (1 + 2δ)
(
p(x) +

ε

4

)
+
εh

6
6 h

(
p(x) + ε1p0 +

ε

2

)
. (8.5)

Здесь учтено, что

(1 + 2δ)
(
p(x) +

ε

4

)
+
ε

6
= p(x)+2δp (x)+

δε

2
+
ε

4
+
ε

6
6 p(x)+ε1p0+

ε

2
.

А во-вторых,

Vn

(
x+ δh, h (1− 2δ) , δ2h

)
> h (1− 2δ) p (x+ δh)− εh

4
>

> h (1− 2δ)
(
p(x)− ε

4

)
− εh

4
> h

(
p(x)− ε1p0 −

ε

2

)
. (8.6)

Здесь учтено, что

(1− 2δ)
(
p(x)− ε

4

)
− ε

4
= p(x)−2δp(x)+

δε

2
− ε

2
> p(x)−2δp0−

ε

2
.

Заметим, что при |y| 6 δh

P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x− δh− y, x− δh− y + h (1 + 2δ)]

)
>

> P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
, (8.7)

P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x+ δh− y, x+ δh− y + h (1− 2δ)]

)
6

6 P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
. (8.8)

Поэтому, вспоминая определение функций Vn (x;h, a) и Pn (x;h)
и учитывая (8.7), находим, что

Vn

(
x− δh;h (1 + 2δ) , δ2h

)
>

>
∫
|y|6δh

Kδ2h(y)Pn (x− δh− y;h (1 + 2δ)) dy >
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> P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)∫
|y|6δh

Kδ2h(y) dy >

> P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
(1− ε2) ; (8.9)

последнее неравенство объясняется тем, что∫
|y|>δh

Kδ2h(y) dy =
∫
|y|>δh

K
( y

δ2h

) 1
δ2h

dy =

=
∫
|u|>1/δ

K(u) du = ε2. (8.10)

Из (8.4),(8.5) и (8.9) следует, что

P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
6
h (p(x) + p0ε1 + ε/2)

1− ε2
6 h (p(x) + ε) .

(8.11)

Аналогично, учитывая (8.8), (8.10) и (8.11), получаем, что

Vn

(
x+ δh;h (1− 2δ) , δ2h

)
=

=
∫
|y|6δh

Kδ2h(y)Pn (x+ δh− y;h (1− 2δ)) dy +
∫
|y|>δh

· · · 6

6 P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)∫
|y|6δh

Kδ2h(y) dy +

+ (p0 + ε)h
∫
|y|>δh

Kδ2h(y) dy 6

6 P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
+ ε2 (p0 + ε)h. (8.12)

Из (8.4), (8.6) и (8.12) получаем, что

P

(
Sn

σ
√
n
∈ (x, x+ h]

)
> h

(
p(x)− ε1p0 − ε2 (p0 + ε)− ε

2

)
>

> h (p(x)− ε) . (8.13)

Из соотношений (8.11) и (8.13) следует (8.3). Теорема доказа-
на.

Теоремы 8.1 и 8.2 можно объединить в одну, которую также
называют теоремой Стоуна.



Лекция 8 65

Теорема 8.3. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные случайные величины, причем EX1 = 0, EX2

1 := σ2 ,
0 < σ2 < +∞. Если распределение случайной величины X1 яв-
ляется центрально решетчатым или нерешетчатым, то при
n→∞

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

])
= ∆

(
1√
2π
e−

x2
2 + o(1)

)
равномерно по x ∈ R и ∆ ∈ (0, b), где b – произвольное положи-
тельное число (в решетчатом случае ∆ кратно максимальному
шагу распределения X1).

Смысл этой теоремы очень прост: распределение случайной
величины Sn/ (σ

√
n ) при больших n мало отличается от стан-

дартного нормального, поэтому

P

(
Sn

σ
√
n
∈
(
x, x+

∆
σ
√
n

])
≈ p(x)

∆
σ
√
n
,

где p(x) – плотность вероятностей стандартного нормального за-
кона.
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Лекция 9
Принцип инвариантности Лиггетта

Наряду с принципом инвариантности Прохорова–Донскера су-
ществуют и другие принципы инвариантности для случайных
блужданий, в которых последние рассматриваются при некото-
рых условиях, касающихся либо положения в определенный мо-
мент времени, либо всей траектории. Такие случайные блужда-
ния и соответствующие им принципы инвариантности получили
название условных. В ниже следующем условном принципе инва-
риантности Лиггетта (см. [22]) рассматривается условие на Sn.

Положим

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1], n ∈ N.

Теорема 9.1. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные центрально решетчатые или нерешетчатые
случайные величины, EX1 = 0, EX2

1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞. То-
гда для произвольного фиксированного a > 0 при n→∞{

Yn(t), t ∈ [0, 1]
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

} D→W0,

где W0 – броуновский мост, знак D→ означает сходимость по
распределению в пространстве D[0, 1].

Следствие 9.1. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные центрально решетчатые случайные величины,
EX1 = 0, EX2

1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞. Тогда при n→∞{
Yn(t), t ∈ [0, 1]

∣∣ Sn = 0
} D→W0,

Доказательство теоремы 9.1 разобьем на ряд лемм. Будем
считать, что в решетчатом случае a кратно максимальному шагу
распределения X1.

Лемма 9.1. В условиях теоремы 9.1 для произвольного фик-
сированного a > 0 при n→∞

P (Sn ∈ (−a, a]) ∼ 2a√
2πnσ

и, следовательно, P (Sn ∈ (−a, a]) 6= 0 при достаточно боль-
ших n.
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Доказательство. В силу теоремы Стоуна при x ∈ R

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx− a, σ

√
nx+ a

])
=

2a√
2π

e−
x2
2 + o(1), n→∞.

При x = 0 получаем, что

P (Sn ∈ (−a, a]) =
2a√
2πnσ

+ o

(
1√
n

)
, n→∞.

Лемма доказана.

Пусть P(x) означает, что случайное блуждание {Sn} стартует
из точки x, а не из точки 0.

Лемма 9.2. В условиях теоремы 9.1 при t ∈ (0, 1)

P(σ
√

n x)
(
Sn−bntc ∈ (−a, a]

)
=

=
2a√

2π (1− t)nσ
e−

x2
2(1−t) (1 + o(1)) , n→∞,

равномерно по x, принадлежащим произвольному конечному от-
резку.

Доказательство. Очевидно, что

P(σ
√

n x)
(
Sn−bntc ∈ (−a, a]

)
=

= P
(
Sn−bntc ∈

(
−σ

√
nx− a,−σ

√
nx+ a

])
.

В силу теоремы Стоуна при n→∞

P
(
Sn−bntc ∈

(
−σ

√
nx− a,−σ

√
nx+ a

])
=

=
2a√

2πσ
√
n− bntc

e−
1
2

nx2
n−bntc + o

(
1√
n

)
=

=
2a√

2πσ
√
n (1− t)

e−
1
2

x2
1−t + o

(
1√
n

)
равномерно по x, принадлежащим произвольному конечному от-
резку. Лемма доказана.

Лемма 9.3. Пусть P, P1, P2, . . . – вероятностные меры на R
с борелевской σ-алгеброй относительно стандартной топологии
и последовательность {Pn} слабо сходится к P при n → ∞.
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Пусть {fn} – последовательность равномерно ограниченных из-
меримых функций на R и limn→∞ fn(x) = f(x) равномерно
по x, принадлежащим произвольному конечному отрезку, при-
чем f(x) – непрерывная функция. Тогда

lim
n→∞

∫
B

fn(x) dPn =
∫

B

f(x) dP

для любого борелевского множества B ⊂ R такого, что
P (∂B) = 0.

Доказательство. Ввиду равномерной ограниченности по-
следовательности функций {fn} и слабой сходимости {Pn} к P ,
достаточно остановиться на случае, когда B – ограниченное мно-
жество. Очевидно,∣∣∣∣ ∫

B

fn(x) dPn −
∫

B

f(x) dP
∣∣∣∣ 6

6
∫

B

|fn(x)− f(x)| dPn +
∣∣∣∣ ∫

B

f(x) dPn −
∫

B

f(x) dP
∣∣∣∣ .

Первое слагаемое справа мало в силу равномерной сходимости
{fn} к f на произвольном конечном отрезке; второе слагаемое
мало ввиду слабой сходимости {Pn} к P (вспомните теорему 6.1).
Лемма доказана.

Лемма 9.4. Конечномерные распределения процесса{
Yn(t), t ∈ [0, 1]

∣∣ Sn ∈ (−a, a]
}

сходятся при n → ∞ к конечномерным распределениям процес-
са W0 .

Доказательство. Пусть m – натуральное число, 0 < t1 <
t2 < · · · < tm < 1. Рассмотрим при фиксированных a1, a2, . . . ,
am ∈ R

P
(
Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

∣∣ Sn ∈ (−a, a]
)

=

=
1

P (Sn ∈ (−a, a])
P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m; Sn ∈ (−a, a]) .
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В силу марковского свойства случайного блуждания правая часть
равна ∫ am

−∞
dx P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1;Yn(tm) 6 x)×

×
P(σ

√
n x) (Sn−bntmc ∈ (−a, a]

)
P (Sn ∈ (−a, a])

.

По принципу инвариантности Прохорова–Донскера

lim
n→∞

P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1; Yn(tm) 6 x) =

= P (W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1; W (tm) 6 x) .

Ввиду лемм 9.1 и 9.2

lim
n→∞

P(σ
√

n x) (Sn−bntmc ∈ (−a, a]
)

P (Sn ∈ (−a, a])
=

1√
1− tm

e−
x2

2(1−tm)

равномерно по x, принадлежащим произвольному конечному от-
резку. Следовательно, по лемме 9.3

lim
n→∞

P
(
Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

∣∣ Sn ∈ (−a, a]
)

=

=
∫ am

−∞
dxP (W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1; W (tm) 6 x)×

× 1√
1− tm

e−
x2

2(1−tm) . (9.1)

Вспомним, что броуновское движение W является марковским
процессом с переходной плотностью

p (s, x; t, y) =
1√

2π (t− s)
e−

(y−x)2

2(t−s) , 0 6 s < t, x ∈ R, y ∈ R.

Поэтому

P (W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1; W (tm) 6 x) =

=
∫ a1

−∞
. . .

∫ am−1

−∞

∫ x

−∞

m∏
i=1

p (ti−1, xi−1; ti, xi) dx1 . . . dxm,

где t0 = 0, x0 = 0. Следовательно, правая часть (9.1) равна∫ a1

−∞
. . .

∫ am

−∞

m∏
i=1

p (ti−1, xi−1; ti, xi)
1√

1− tm
e−

x2
m

2(1−tm) dx1 . . . dxm.
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В лекции 7 при доказательстве теоремы 7.3 было показано,
что последний интеграл совпадает с P (W0(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m).
Лемма доказана.

Лемма 9.5. Для любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
wYn(δ) > ε

∣∣ Sn ∈ (−a, a]
)

= 0.

Доказательство. Положим для x ∈ D [a, b] при −∞ < a 6
b < +∞

wx (δ; a, b) = sup
t,s : |t−s|6δ,

t,s∈[a,b]

|x(t)− x(s)| ,

где δ – положительное число. Очевидно,

wx(δ) = wx (δ; 0, 1) 6 wx (δ; 0, 1/2) + wx (δ; 1/2, 1) . (9.2)

Покажем сначала, что

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
wYn

(δ; 0, 1/2) > ε
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
= 0. (9.3)

Запишем представление при A > 0:

P
(
wYn

(δ; 0, 1/2) > ε
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
= P1 (n, δ, A) + P2 (n, δ, A) ,

(9.4)

где

P1 (n, δ, A) := P
(
wYn

(δ; 0, 1/2) > ε, |Yn (1/2)| 6 A
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
,

P2 (n, δ, A) := P
(
wYn

(δ; 0, 1/2) > ε, |Yn (1/2)| > A
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
.

По лемме 9.4

lim
A→+∞

lim sup
n→∞

P2 (n, δ, A) 6

6 lim
A→+∞

lim sup
n→∞

P
(
|Yn (1/2)| > A

∣∣ Sn ∈ (−a, a]
)

=

= lim
A→+∞

P (|W0 (1/2)| > A) = 0. (9.5)

Далее,

P1 (n, δ, A) =
∫ A

−A

dx P(wYn(δ; 0, 1/2) > ε, Yn(1/2) 6 x)×

×
P(xσ

√
n )
(
Sn−bn

2 c ∈ (−a, a]
)

P (Sn ∈ (−a, a])
. (9.6)
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По лемме 9.2

P(xσ
√

n )
(
Sn−bn

2 c ∈ (−a, a]
)

=
2a√
πnσ

e−x2
(1 + o(1))

равномерно по x ∈ [−A,A], поэтому при достаточно больших n

P(xσ
√

n )
(
Sn−bn

2 c ∈ (−a, a]
)

6
K√
n

при всех x ∈ [−A,A], где K – положительная постоянная, не за-
висящая от n и x. Применяя это неравенство к (9.6), получаем,
что при достаточно больших n

P1 (n, δ, A) 6
K√

nP (Sn ∈ (−a, a])
P (wYn

(δ; 0, 1/2) > ε) .

По лемме 9.1

lim
n→∞

√
nP (Sn ∈ (−a, a]) =

2a√
2πσ

.

По принципу инвариантности Прохорова–Донскера

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wYn
(δ; 0, 1/2) > ε) = 0.

Поэтому при фиксированном A > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P1 (n, δ, A) = 0. (9.7)

Из соотношений (9.4), (9.5) и (9.7) следует (9.3).
Покажем теперь, что

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
wYn

(δ; 1/2, 1) > ε
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
= 0. (9.8)

Положим S̃0 = 0, S̃1 = Sn − Sn−1, S̃2 = Sn − Sn−2, . . . , S̃n =
Sn − S0 = Sn. Заметим, что

(S1, . . . , Sn) d= (S̃1, . . . , S̃n).

Условие {Sn ∈ (−a, a]} означает, что {S̃n ∈ (−a, a]}. Положим
Ỹn(t) = S̃bntc/ (σ

√
n ). В силу (9.3)

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
weYn

(δ; 0, 1/2) > ε
∣∣ S̃n ∈ (−a, a]

)
= 0. (9.9)
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Но при s, t таких, что t, s ∈ [1/2, 1], |t− s| 6 δ, и при четных и
достаточно больших n

|Yn(t)− Yn(s)| =
∣∣Sbntc − Sbnsc

∣∣
σ
√
n

=

=

∣∣S̃n−bnsc − S̃n−bntc
∣∣

σ
√
n

6 weYn
(2δ; 0, 1/2) .

Поэтому

P
(
wYn

(δ; 1/2, 1) > ε
∣∣ Sn ∈ (−a, a]

)
6

6 P
(
weYn

(2δ; 0, 1/2) > ε
∣∣ S̃n ∈ (−a, a]

)
.

Откуда, ввиду соотношения (9.9), следует (9.8).
Из соотношений (9.2), (9.3) и (9.8) получаем утверждение лем-

мы.

Из лемм 9.4 и 9.5 в силу теоремы 2.3 приходим к утверждению
доказываемой теоремы.
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Лекция 10
Предельная теорема для статистики

Колмогорова

В качестве приложения принципа инвариантности Лиггетта
получим один из фундаментальных результатов математической
статистики, установленный А.Н. Колмогоровым.

Пусть η1, η2, . . . – независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины с функцией распределения F (t). Введем для
каждого n ∈ N эмпирическую функцию распределения

Fn(t) =
1
n

n∑
i=1

I {ηi 6 t} , t ∈ R,

где I {. . . } означает индикатор случайного события {. . . }. Fn(t) –
случайная величина, и по усиленному закону больших чисел п.н.

lim
n→∞

Fn(t) = F (t).

По теореме Гливенко–Кантелли п.н.

lim
n→∞

sup
t∈R

|Fn(t)− F (t)| = 0.

Следующий шаг состоит в том, чтобы узнать, с какой скоро-
стью случайная величина supt∈R |Fn(t)− F (t)|, получившая на-
звание статистики Колмогорова, стремится к нулю.

Теорема 10.1. Для произвольного x > 0

lim
n→∞

P

(√
n sup

t∈R
|Fn(t)− F (t)| 6 x

)
= K(x),

где K(x) – функция распределения Колмогорова.

Доказательство опирается на следующую лемму, сводя-
щую все к случаю, когда случайные величины η1, η2, . . . имеют
равномерное распределение на интервале (0, 1), и на теорему 10.2,
в которой в указанном случае доказывается более общий резуль-
тат.

Лемма 10.1. Случайная величина supt∈R |Fn(t)− F (t)| име-
ет такое же распределение, как supt∈[0,1]

∣∣F̃n(t) − t
∣∣, где F̃n(t) –



74 Лекция 10

эмпирическая функция распределения, построенная по η̃1, η̃2, . . .
– независимым одинаково распределенным случайным величи-
нам, имеющим равномерное распределение на интервале (0, 1).

Доказательство. Для простоты изложения будем считать,
что функция распределения F (t), t ∈ R, строго возрастает, тогда
существует обратная функция F−1(y), y ∈ (0, 1). Случайные ве-
личины η̃i = F (ηi), i ∈ N, имеют равномерное распределение на
интервале (0, 1).

Действительно, при y ∈ (0, 1)

P(η̃i 6 y) = P (F (ηi) 6 y) = P
(
ηi 6 F−1(y)

)
= F

(
F−1(y)

)
= y.

Далее,

sup
t∈R

|Fn(t)− F (t)| = sup
t∈R

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I {ηi 6 t} − F (t)
∣∣∣∣ =

= sup
t∈R

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I {F (ηi) 6 F (t)} − F (t)
∣∣∣∣ =

= sup
u∈[0,1]

∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

I{η̃i 6 u} − u

∣∣∣∣.
Лемма доказана.

Теорема 10.2. Если η1, η2, . . . – независимые случайные ве-
личины, имеющие равномерное распределение на интервале (0,1),
то при n→∞ {√

n (Fn(t)− t) , t ∈ [0, 1]
} D→W0,

где W0 – броуновский мост, знак D→ означает сходимость по
распределению в пространстве D[0, 1].

В качестве следствия этой теоремы получаем, что при n→∞
√
n sup

t∈[0,1]

|Fn(t)− t| D→ sup
t∈[0,1]

|W0| .

Но правая часть, как показано в теореме 7.4, имеет распределение
Колмогорова. Откуда, учитывая лемму 10.1, получаем утвержде-
ние теоремы 10.1.
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Доказательство теоремы 10.2 разобьем на ряд лемм. Поло-
жим

Yn(t) =
n∑

i=1

I {ηi 6 t} .

Лемма 10.2. Пусть m ∈ N и 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1.
Тогда случайный вектор

{Yn(t1), Yn(t2)− Yn(t1), . . . , Yn(tm)− Yn(tm−1)}

имеет полиномиальное распределение с вектором параметров

{t1, t2 − t1, . . . , tm − tm−1} ,

т.е. при целых неотрицательных числах k1, . . . , km таких, что∑m
i=1 ki 6 n, справедливо равенство

P
(
Yn(t1) = k1, Yn(t2)− Yn(t1) = k2, . . . , Yn(tm)− Yn(tm−1) = km

)
=

=
n!

k1!k2! . . . km!
(
n−

∑m
i=1 ki

)
!
×

× tk1
1 (t2 − t1)k2 . . . (tm − tm−1)km(1− tm)n−

Pm
i=1 ki .

Доказательство. Рассмотрим случайную величину η, име-
ющую равномерное распределение на интервале (0, 1). Положим
t0 = 0. Будем говорить, что 1) достигается успех i-го типа, ес-
ли ti−1 < η 6 ti, i = 1, . . . ,m; 2) имеет место неудача, если
tm < η < 1. Тогда (Yn(ti)− Yn (ti−1)) – число успехов i-го ти-
па в n независимых испытаниях, i = 1, . . . ,m; (Yn(1)− Yn(tm)) –
число неудач. Отсюда следует утверждение леммы.

Положим
Ỹn(t) = Yn

(
bntc
n

)
.

Следствие 10.1. Пусть m ∈ N и 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1.
Тогда случайный вектор{

Ỹn(t1), Ỹn(t2)− Ỹn(t1), . . . , Ỹn(tm)− Ỹn(tm−1)
}

имеет полиномиальное распределение с вектором параметров{
bnt1c
n

,
bnt2c − bnt1c

n
, . . . ,

bntmc − bntm−1c
n

}
.
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Положим
Zn(t) =

√
n (Fn(t)− t) .

Наша задача показать, что при n→∞

Zn
D→W0. (10.1)

Очевидно, что Fn(t) = Yn(t)/n. Откуда следует, что

Zn(t) =
Yn(t)− nt√

n
.

Положим
Z̃n(t) = Zn

(
bntc
n

)
.

Тогда

Z̃n(t) =
Ỹn(t)− bntc√

n
.

Докажем сначала, что при n→∞

Z̃n
D→W0. (10.2)

Рассмотрим последовательность независимых случайных ве-
личин Xi, i ∈ N, имеющих распределение Пуассона с параметром
a > 0, и положим Sn = X1 + · · ·+Xn, n ∈ N.

Лемма 10.3. Пусть m ∈ N и 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1.
Случайный вектор{

Sbnt1c, Sbnt2c − Sbnt1c, . . . , Sbntmc − Sbntm−1c
∣∣ Sn = n

}
имеет полиномиальное распределение с вектором параметров{

bnt1c
n

,
bnt2c − bnt1c

n
, . . . ,

bntmc − bntm−1c
n

}
.

Доказательство. При целых неотрицательных числах k1,
. . . , km таких, что

∑m
i=1 ki 6 n, находим, что (t0 = 0)

P
(
Sbntic − Sbnti−1c = ki, i = 1, . . . ,m

∣∣ Sn = n
)

=

=
1

P (Sn = n)

m∏
i=1

P
(
Sbntic − Sbnti−1c = ki

)
×

× P
(
Sn − Sbntmc = n− (k1 + · · ·+ km)

)
=
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=
n!

(an)n
e−an

m∏
i=1

(a (bntic − bnti−1c))ki e−a(bntic−bnti−1c)

ki!
×

× (a (n− bntmc))n−
Pm

i=1 ki e−a(n−bntmc)(
n−

∑m
i=1 ki

)
!

=

=
n!

k1!k2! . . . km!
(
n−

∑m
i=1 ki

)
!
×

×
m∏

i=1

(
bntic − bnti−1c

n

)ki
(
n− bntmc

n

)n−
Pm

i=1 ki

.

Лемма доказана.

Положим

a = 1; X̃i = Xi − 1, i ∈ N; S̃n = X̃1 + · · ·+ X̃n, n ∈ N.

Ясно, что EX̃1 = 0, E(X̃1)2 = 1 и S̃n = Sn − n, n ∈ N. Ввиду след-
ствия 10.1 и леммы 10.3 совпадают конечномерные распределения
процессов{

Ỹn(t), t ∈ [0, 1]
}

и
{
Sbntc, t ∈ [0, 1]

∣∣ Sn = n
}
.

Следовательно, совпадают конечномерные распределения про-
цессов{

Z̃n(t), t ∈ [0, 1]
}

и
{
S̃bntc/

√
n , t ∈ [0, 1]

∣∣ S̃n = 0
}
.

По принципу инвариантности Лиггетта при n→∞{
S̃bntc/

√
n , t ∈ [0, 1]

∣∣ S̃n = 0
} D→W0,

поэтому соотношение (10.2) справедливо и (см. лемму 9.5) для
любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
weZn

(δ) > ε
)

= 0. (10.3)

Далее, ввиду монотонности по t функции Yn(t) выполняется
неравенство

wYn (1/n) 6 2weYn
(1/n)
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и поэтому

ρравн
(
Zn, Z̃n

)
6 wZn

(
1
n

)
6
wYn

(1/n) + 1√
n

6

6
2weYn

(1/n) + 1
√
n

6 2weZn

(
1
n

)
+

3√
n
. (10.4)

Из соотношений (10.3), (10.4) следует, что для любого ε > 0

lim
n→∞

P
(
ρравн

(
Zn, Z̃n

)
> ε
)

= 0.

Но это вместе с соотношением (10.2) означает, как нетрудно по-
нять, справедливость (10.1). Теорема доказана.
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Лекция 11
Броуновская извилина и броуновская

экскурсия: определение и конечномерные
распределения

Пусть {W (t)} – стандартное броуновское движение. Положим
(см. рис. 4)

τ1 = sup {t ∈ [0, 1] : W (t) = 0} , ∆1 = 1− τ1,

τ2 = inf {t > 1: W (t) = 0} , ∆2 = τ2 − τ1.

Определение 11.1. Броуновской извилиной называется слу-
чайный процесс

W+(t) =
|W (τ1 + t∆1)|√

∆1

, t ∈ [0, 1].

Броуновской экскурсией называется случайный процесс

W+
0 (t) =

|W (τ1 + t∆2)|√
∆2

, t ∈ [0, 1].

Эти процессы играют важную роль в теории ветвящихся про-
цессов. В данной лекции показывается, что броуновская извили-
на и броуновская экскурсия являются марковскими случайными
процессами, и находятся их переходные плотности.

Введем следующие обозначения: Ns – случайная величина,
имеющая нормальное распределение с параметрами 0 и s, где
s > 0; ns(x) – плотность вероятностей случайной величины Ns,
т.е.

ns(x) =
1√
2πs

e−
x2
2s , x ∈ R;

Ns (a, b) – распределение случайной величины Ns на интервалах,
т.е.

Ns (a, b) = P (a < Ns < b) , a ∈ R, b ∈ R, a 6 b

(при s = 1 значок s опускается). Положим также

g(t, x, y) = nt(y − x)− nt(y + x), t > 0, x ∈ R, y ∈ R.
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Рис. 4.

Теорема 11.1. Броуновская извилина W+ является неодно-
родным марковским процессом с переходной плотностью

p+ (s, x; t, y) =



2y
t3/2

exp
(
−y

2

2t

)
N1−t (0, y) ,

0 = s < t 6 1, x = 0, y > 0;

g (t− s, x, y)
N1−t (0, y)
N1−s(0, x)

,

0 < s < t 6 1; x > 0, y > 0.

Доказательство. Зафиксируем m ∈ N и моменты време-
ни t1, t2, . . . , tm такие, что 0 < t1 < t2 < · · · < tm 6 1. Пусть
f1 (x1, . . . , xm) – произвольная непрерывная числовая функция
m числовых переменных, исчезающая на бесконечности (равная



Лекция 11 81

нулю вне некоторого шара), f2(x) – произвольная непрерывная
числовая функция одного числового переменного, исчезающая на
бесконечности. Покажем, что (t0 = 0, x0 = 0)

E
[
f1
(
W+(t1), . . . ,W+(tm)

)
f2 (∆1)

]
=

=
∫
· · ·
∫

Rm
+

f1 (x1, . . . , xm)×

×
m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1) dx1 . . . dxm Ef2 (∆1) , (11.1)

где Rm
+ = {x1, . . . , xm : x1 > 0, . . . , xm > 0}. Это означает помимо

утверждения теоремы, что процесс W+ не зависит от случайной
величины ∆1.

Для произвольного n разобьем отрезок [0, 1] на n частей. Тогда
существует единственное целое число i такое, что i/n < ∆1 6
(i+ 1) /n.

Случайная величина f1 (W+(t1), . . . ,W+(tm)) близка, ввиду
непрерывности траекторий броуновской извилины и непрерыв-
ности функции f1, к случайной величине

ζn,m := f1

(
|W (1− i/n+ t1(i/n))|√

i/n
, . . . ,

|W (1− i/n+ tm(i/n))|√
i/n

)
,

а случайная величина f2 (∆1) близка, ввиду непрерывности функ-
ции f2, к f2 (i/n). Поэтому

E
[
f1
(
W+(t1), . . . ,W+ (tm)

)
f2 (∆1)

]
= lim

n→∞

+∞∑
i=0

Ai(n), (11.2)

где
Ai(n) := E

[
ζn,mf2 (i/n) ; i/n < ∆1 6 (i+ 1) /n

]
.

Учитывая, что вклад в последнее математическое ожидание тра-
екторий процесса W , лежащих при t ∈ [τ1, 1] выше нуля, равен
вкладу траекторий, лежащих ниже нуля, получаем, что

Ai(n) =
∫ +∞

0

h (i/n, a) f2 (i/n)×

× P
(
∃t ∈ [1− (i+ 1) /n, 1− i/n) : W (t) = 0;W (1− i/n) ∈ da

)
,

(11.3)
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где

h (i/n, a) = E

[
ζn,mI

{
inf

1−i/n6s61
W (s) > 0

} ∣∣∣∣W (1− (i/n)) = a

]
.

(11.4)

Положим при t > 0 m(t) = inf06s6tW (s), M(t) =
sup06s6tW (s) и m(1) = m, M(1) = M . Вспомним (см. лекцию 7),
что при a 6 0, a 6 u < v

P (a<m, u<W (1)<v) = P (u<N <v)− P (2a− v <N < 2a− u) .

Откуда легко получить, что при t > 0, a 6 0, a 6 u < v

P (a<mt, u<W (t)<v) = P (u<Nt<v) −P (2a− v <Nt< 2a−u) .
(11.5)

Пусть P(t,x) означает, что броуновское движение начинается
в момент t в точке x. При 0 6 t1 < t2, x1 > 0, x2 > 0, ∆x > 0
из (11.5) следует, что

P(t1,x1)

(
W (t2) ∈ (x2, x2 + ∆x) ; inf

t16s6t2
W (s) > 0

)
=

= P (x2−x1<W (t2− t1)<x2−x1 + ∆x,m(t2− t1)>−x1) =
= P (x2 − x1 < Nt2−t1 < x2 − x1 + ∆x)−

− P (−x1 − x2 −∆x < Nt2−t1 < −x1 − x2) =

=
[
n

t2−t1
(x2 − x1)− n

t2−t1
(x1 + x2)

]
∆x+ o (∆x) =

= g (t2 − t1, x1, x2) ∆x+ o (∆x) , ∆x→ 0. (11.6)

Применяя марковское свойство и автомодельность броунов-
ского движения (при c > 0 {W (t), t > 0} d= {(1/

√
c)W (ct), t > 0}),

находим, что правая часть соотношения (11.4) равна

E

[
f1

(
W (t1(i/n))√

i/n
, . . . ,

W (tm(i/n))√
i/n

)
×

× I

{
inf

06s6i/n
W (s) > 0

} ∣∣∣∣W (0) = a

]
=

= E

[
f1 (W (t1), . . . ,W (tm))×

× I

{
inf

06s61
W (s) > 0

} ∣∣∣∣W (0) =
a√
i/n

]
.
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Снова учитывая марковское свойство броуновского движения
и соотношение (11.6), получаем, что последнее математическое
ожидание равно∫

· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xn) P
(0, a√

i/n
)
(
W (t1) ∈ dx1, inf

06s6t1
W (s) > 0

)
×

×
m−1∏
i=1

P(ti,xi)

(
W (ti+1) ∈ dxi+1, inf

ti6s6ti+1
W (s) > 0

)
×

× P(tm,xm)

(
inf

tm6s61
W (s) > 0

)
=

=
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xn) g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
×

×
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1) dx1 . . . dxm×

×
∫ +∞

0

g (1− tm, xm, b) db.

Итак,

h (i/n, a) =
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xn) g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
×

×
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1) dx1 . . . dxm

∫ +∞

0

g (1− tm, xm, b) db.

(11.7)

Заметим, что при t > 0, x > 0∫ +∞

0

g(t, x, y) dy =
∫ +∞

0

nt(y − x) dy −
∫ +∞

0

nt(y + x) dy =

=
∫ +∞

−x

nt(u) du−
∫ +∞

x

nt(u) du =

= Nt(−x, x) = 2Nt(0, x). (11.8)

Следовательно,

g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)m−1∏
i=1

g(ti+1 − ti, xi, xi+1)
∫ +∞

0

g(1− tm, xm, b) db =
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= g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1) 2N1−tm(0, xm) =

= 2g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
N1−t1(0, x1)×

×
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1)
N1−ti+1 (0, xi+1)
N1−ti (0, xi)

=

= 2g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
N1−t1(0, x1)

m−1∏
i=1

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1) .

Исходя из этого, перепишем (11.7) (t0 = 0, x0 = 0):

h (i/n, a) =
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xm)
m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1)×

×H (i/n, a, x1) dx1 . . . dxm, (11.9)

где

H (i/n, a, x1) = 2g
(
t1,

a√
i/n

, x1

)/( 2x1

t
3/2
1

exp
(
− x2

1

2t1

))
. (11.10)

Теперь перепишем соотношение (11.3):

Ai(n) =
∫ +∞

0

P
(
∃t ∈ [1− (i+ 1) /n, 1− i/n) :

W (t) = 0;W (1− i/n) ∈ da
)
×

× f2 (i/n)
∫ +∞

0

g

(
i

n
, a, b

)
db×

×
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xm)
m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1)×

× H̃ (i/n, a, x1) dx1 . . . dxm, (11.11)

где

H̃ (i/n, a, x1) = H (i/n, a, x1)
(∫ +∞

0

g (i/n, a, b) db
)−1

.
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Ввиду (11.8) и (11.10)

H̃

(
i

n
, a, x1

)
=

g

(
t1,

a√
i/n

, x1

)
(

2x1

t
3/2
1

)
exp

(
− x2

1
2t1

)
N i

n
(0, a)

.

Заметим, что при x→ 0 и фиксированных t > 0, y 6= 0

g(t, x, y) =
1√
2πt

(
e−

(y−x)2

2t − e−
(y+x)2

2t

)
=

=
1√
2πt

e−
y2

2t

(
e

xy
t − x2

2t − e−
xy
t − x2

2t

)
∼ 2xy√

2πt3/2
e−

y2

2t ;

(11.12)

при x ↓ 0 и фиксированном t > 0

Nt(0, x) ∼
x√
2πt

, (11.13)

поэтому

lim
a↓0

H̃ (i/n, a, x1) = 1, (11.14)

причем это соотношение выполняется равномерно по i/n и x1 та-
ким, что i/n > ε и x1 6 K, где ε, K – положительные постоянные.

При больших n с вероятностью, близкой к единице, величину a
в (11.11) можно считать малой, поэтому, ввиду (11.14), Ai(n) мало
отличается от∫ +∞

0

P (∃t∈ [1− (i+1) /n, 1− i/n) : W (t) = 0;W (1− i/n) ∈ da)×

× f2 (i/n)
∫ +∞

0

g (i/n, a, b) db×

×
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xm)
m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1) dx1 . . . dxm,

и в силу (11.2) получаем, что

E
(
f1
(
W+(t1), . . . ,W+(tm)

)
f2 (∆1)

)
=

=
∫
· · ·
∫

Rm
+

f (x1, . . . , xm)
m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1) dx1 . . . dxm×
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× lim
n→∞

+∞∑
i=0

∫ +∞

0

P
(
∃t ∈ [1− (i+ 1) /n, 1− i/n) :

W (t) = 0;W (1− i/n) ∈ da
)
×

× f2

(
i

n

)
P

(
inf

1−i/n6s61
W (s) > 0

∣∣∣∣W (1− i/n) = a

)
.

Но последний предел равен Ef2(∆). Соотношение (11.1) и теорема
доказаны.

Следующий результат доказывается аналогично теореме 11.1
(см. [4, § 2.9]).

Теорема 11.2. Броуновская экскурсия W+
0 является неодно-

родным марковским процессом с переходной плотностью

p+
0 (s, x; t, y) =

=



2y2 exp
(

−y2

2t(1−t)

)
√

2πt3 (1− t)3
,

0 = s < t < 1, x = 0, y > 0;

g (t− s, x, y)
(

1− s

1− t

)3/2 y exp
(
−y2/(2 (1− t))

)
x exp (−x2/(2(1− s)))

,

0 < s < t < 1, x > 0, y > 0.

Заметим также, что процесс W+
0 и случайная величина ∆2

независимы.
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Лекция 12
Броуновская извилина и броуновская экскурсия

как условное броуновское движение

В лекции 7 установлено, что броуновский мост W0 может быть
представлен как условное броуновское движение с условием на
положение в момент времени t = 1. Оказывается, что броуновская
извилина W+ и броуновская экскурсия W+

0 также могут быть
представлены как условное броуновское движение, но с условием
на всю траекторию.

Положим при ε > 0

W ε = {W |m > −ε} .

Теорема 12.1. При ε→ 0

W ε D→W+,

где знак D→ означает сходимость по распределению в простран-
стве C[0, 1].

Доказательство. Сначала заметим (в соотношении (11.5)
вместо a возьмем (−a) и положим u = −a, v = +∞), что при
t > 0, a > 0

P (m(t) > −a) = P (Nt > −a)− P (Nt < −a) = 2Nt (0, a) , (12.1)

поэтому (см. соотношение (11.13)) при ε ↓ 0

P (m(t) > −ε) ∼
√

2
πt
ε. (12.2)

Докажем сходимость конечномерных распределений. Зафик-
сируем m ∈ N и моменты времени t1, t2, . . . , tm такие, что 0 < t1 <
t2 < · · · < tm 6 1. Пользуясь марковским свойством броуновско-
го движения, запишем для неотрицательных чисел a1, a2, . . . , am

представление (t0 = 0, x0 = 0):

P(W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;m > −ε) =

=
∫
· · ·
∫

Gε(a1,...,am)

m−1∏
i=0

P(0,xi)
(
W (ti+1 − ti) ∈ dxi+1,

m (ti+1 − ti) > −ε
)
P(0,xm) (m (1− tm) > −ε) , (12.3)
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где Gε (a1, . . . , am) = {x1, . . . , xm : − ε < x1 6 a1, . . . ,−ε < xm 6
am}. Ввиду формулы (11.6) при t > 0, x1 > −ε, x2 > −ε, ∆x > 0

P(0,x1) (W (t) ∈ (x2, x2 + ∆x) ,m(t) > −ε) =

= P(0,x1+ε) (W (t) ∈ (x2 + ε, x2 + ε+ ∆x) ,m(t) > 0) =
= g (t, x1 + ε, x2 + ε) ∆x+ o (∆x) , ∆x→ 0.

В силу соотношения (12.1)

P(0,xm) (m (1− tm) > −ε) = P (m (1− tm) > −xm − ε) =
= 2N1−tm (0, xm + ε) .

Поэтому, переписывая (12.3), получаем, что

P(W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;m > −ε) =

=
∫
· · ·
∫

Gε(a1,...,am)

m−1∏
i=0

g (ti+1 − ti, xi + ε, xi+1 + ε)×

× 2N1−tm
(0, xm + ε) dx1 . . . dxm.

Заметим, что функция g(t, x, y) непрерывна в своей области опре-
деления, причем g(t, x, y) = 0 при x = 0 или y = 0, и (см. соотно-
шение (11.12)) при t > 0, y 6= 0

g (t, ε, y + ε) ∼ 2εy√
2πt3/2

e−
y2

2t , ε→ 0.

Поэтому при ε→ 0

P(W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;m > −ε) ∼

∼ ε

∫
· · ·
∫

G0(a1,...,am)

4x1√
2πt3/2

1

e−
x2
1

2t1×

×
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1)N1−tm (0, xm) dx1 . . . dxm,

(12.4)

где G0 (a1, . . . , am) = {x1, . . . , xm : 0 < x1 6 a1, . . . , 0 < xm 6 am}.
Из (12.2) и (12.4) следует, что

lim
ε→0

P(W (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m |m > −ε) =
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=
∫
· · ·
∫

G0(a1,...,am)

2x1

t
3/2
1

e−
x2
1

2t1×

×
m−1∏
i=1

g (ti+1 − ti, xi, xi+1)N1−tm (0, xm) dx1 . . . dxm =

=
∫
· · ·
∫

G0(a1,...,am)

m−1∏
i=0

p+ (ti, xi; ti+1, xi+1) dx1 . . . dxm.

(12.5)

Сходимость конечномерных распределений доказана.
Покажем, что выполнено условие на модуль непрерывности:

при любом γ > 0

lim
δ→0

lim sup
ε→0

P (wW ε(δ) > γ) = 0 (12.6)

(здесь используется тот же символ для обозначения вероятности,
что и в (12.4), хотя вероятностное пространство изменилось). Оче-
видно, при любом a ∈ (0, 1)

wW ε (δ; 0, 1) 6 wW ε (δ; 0, a) + wW ε (δ; a, 1) . (12.7)

Покажем, что при фиксированном a ∈ (0, 1) для любого γ > 0

lim
δ→0

lim sup
ε→0

P (wW ε (δ; a, 1) > γ) = 0. (12.8)

Действительно,

P (wW ε (δ; a, 1) > γ) = P
(
wW (δ; a, 1) > γ

∣∣ m > −ε
)

=

=
1

P (m > −ε)
P (wW (δ; a, 1) > γ,m > −ε) 6

>
1

P (m > −ε)
P (wW (δ; a, 1) > γ,m(a) > −ε) . (12.9)

В силу марковского свойства броуновского движения

P (wW (δ; a, 1) > γ,m(a) > −ε) =

=
∫ +∞

−ε

P (m(a) > −ε,W (a) ∈ dx) P(0,x) (wW (δ; 0, 1− a) > γ) =

= P (wW (δ; 0, 1− a) > γ) P (m(a) > −ε) (12.10)
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(здесь использовано то, что вероятность P(0,x)(wW (δ; 0, 1−a) > γ)
не зависит от x). Из (12.9) и (12.10) получаем, что

P (wW ε (δ; a, 1) > γ) 6
P (m(a) > −ε)
P (m > −ε)

P (wW (δ; 0, 1− a) > γ) .

(12.11)

Ввиду (12.2)

lim
ε→0

P (m(a) > −ε)
P (m > −ε)

=
1√
a
. (12.12)

В силу непрерывности траекторий броуновского движения

lim
δ→0

P (wW (δ; 0, 1− a) > γ) = 0. (12.13)

Из соотношений (12.11)-(12.13) следует (12.8).
Теперь покажем, что для любого γ > 0

lim
a→0

lim sup
ε→0

P (wW ε (δ; 0, a) > γ) = 0 (12.14)

или, что то же самое,

lim
a→0

lim inf
ε→0

P (wW ε (δ; 0, a) < γ) = 1. (12.15)

Очевидно, что

wW ε(δ; 0, a) 6 sup
t∈[0,a]

W ε(t) + ε.

Поэтому достаточно показать, что

lim
a→0

lim inf
ε→0

P

(
sup

t∈[0,a]

W ε(t) < γ

)
= 1. (12.16)

Заметим, что

P (m > −ε) P

(
sup

t∈[0,a]

W ε(t) < γ

)
= P

(
sup

t∈[0,a]

W (t) < γ,m > −ε
)

=

=
∫ γ

−ε

P
(
−ε < m(a) 6 M(a) < γ,W (a) ∈ dx

)
×

× P(0,x) (m(1− a) > −ε) . (12.17)
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Вспомним (см. соотношение (7.2)), что при a 6 0 6 b, a 6 u <
v 6 b справедливо равенство

P(a < m 6 M < b, u < W (1) < v) =

=
+∞∑

k=−∞

P(u+ 2k(b− a) < N < v + 2k(b− a))−

−
+∞∑

k=−∞

P (2b− v + 2k(b− a) < N < 2b− u+ 2k(b− a)) .

Поэтому для любого t > 0 при a 6 0 6 b, a 6 u < v 6 b выполня-
ется равенство

P (a < m(t) 6 M(t) < b, u < W (t) < v) =

=
+∞∑

k=−∞

P (u+ 2k(b− a) < Nt < v + 2k(b− a))−

−
+∞∑

k=−∞

P (2b− v + 2k(b− a) < Nt < 2b− u+ 2k(b− a)) .

(12.18)

Откуда получаем, что при −ε 6 x < x+ ∆x 6 γ

P (−ε < m(a) 6 M(a) < γ, x < W (a) < x+ ∆x) =

=
+∞∑

k=−∞

[
P (x+ 2k(γ + ε) < Na < x+ ∆x+ 2k(γ + ε))−

− P (2γ − x−∆x+ 2k(γ + ε) < Na < 2γ − x+ 2k(γ + ε))
]

=

=
+∞∑

k=−∞

[
na (x+ 2k(γ + ε))−

− na (2γ − x+ 2k(γ + ε))
]
∆x+ o (∆x) =

=
+∞∑

k=−∞

[
na (x+ 2k(γ + ε))−

− na (x+ 2ε+ 2k(γ + ε))
]
∆x+ o (∆x) , ∆x→ 0. (12.19)
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Из (12.17) и (12.19) следует, что

P

(
sup

t∈[0,a]

W ε(t) < γ

)
=

1
P (m > −ε)

∫ γ

−ε

+∞∑
k=−∞

[
na(x+ 2k(γ + ε))−

− na(x+ 2ε+ 2k(γ + ε))
]
P (m(1− a) > −x− ε) dx,

откуда, учитывая (12.1) и (12.2) и применяя теорему о мажори-
руемой сходимости, получаем, что

lim
ε→0

P

(
sup

t∈[0,a]

W ε(t) < γ

)
=

= 2
∫ γ

0

+∞∑
k=−∞

x+ 2kγ
a3/2

e−
(x+2kγ)2

2a N1−a(0, x) dx. (12.20)

Теперь перейдем к пределу при a → 0. Найдем сначала предел
члена, соответствующего k = 0:

lim
a→0

2
∫ γ

0

x

a3/2
e−

x2
2aN1−a(0, x) dx =

= −2 lim
a→0

1√
a

∫ γ

0

N1−a(0, x)de−
x2
2a =

= −2 lim
a→0

(
1√
a
N1−a(0, x)e−

x2
2a

∣∣∣∣γ
0

−

− 1√
2πa(1− a)

∫ γ

0

e−
x2
2a e−

x2
2(1−a) dx

)
=

= 2 lim
a→0

∫ γ

0

1√
2πa(1− a)

e−
x2

2a(1−a) dx =

= 2 lim
a→0

∫ γ√
a(1−a)

0

1√
2π
e−

t2
2 dt = 1.

Пределы при a → 0 остальных членов в правой части соотно-
шения (12.20) равны 0. Таким образом, соотношение (12.16) и,
следовательно, (12.15), (12.14) доказаны. Из соотношений (12.7),
(12.8) и (12.14) следует (12.6).

Утверждение теоремы следует из соотношений (12.5), (12.6)
ввиду теоремы 1.5.

Аналогично доказываются следующиe две теоремы (см. [17]).
Положим при ε > 0

W+
ε =

{
W+ |W+(1) 6 ε

}
.
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Теорема 12.2. При ε→ 0

W+
ε

D→W+
0 .

Смысл этой теоремы состоит в том, что последовательное
применение двух ограничений к броуновскому движению: 1) на-
ходиться практически выше нуля при t ∈ (0, 1], 2) при t = 1
быть недалеко от нуля, – приводит к броуновской экскурсии. Ин-
тересно отметить, что если поменять порядок применения этих
двух ограничений, то снова получится броуновская экскурсия,
т.е. справедлив следующий результат. Положим при ε > 0

W ε
0 = {W0 |m0 > −ε} ,

где W0 – броуновский мост, m0 = inf06t61W0(t).

Теорема 12.3. При ε→ 0

W ε
0

D→W+
0 .

Что будет, если оба указанных ограничения одновременно
применить к броуновскому движению? В качестве задачи пред-
лагается следующее утверждение: при ε→ 0

{W |m > −ε,W (1) 6 ε} D→W+
0 .
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Лекция 13
Принцип инвариантности Иглхарта

Рассмотрим еще один условный принцип инвариантности, но-
сящий имя американского математика Иглхарта, много сделав-
шего в данной области теории вероятностей. Будем рассматри-
вать случайное блуждание S0, S1, . . . при условии, что S1 > 0,
S2 > 0, . . . , Sn > 0. Введем момент первого достижения отри-
цательной полуоси (−∞, 0]:

T = inf {n > 0: S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn 6 0} .

Описанное выше условие равносильно тому, что T > n. Положим

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0,+∞) , n ∈ N.

Теорема 13.1. Пусть X1, X2, . . . – независимые одинаково
распределенные случайные величины, причем EX1 = 0, EX2

1 := σ2 ,
0 < σ2 < +∞, тогда при n→∞

{Yn(t), t ∈ [0, 1] |T > n} D→W+,

где W+ – броуновская извилина, знак D→ означает сходимость
по распределению в пространстве D[0, 1].

Существует несколько доказательств этой теоремы. В первом,
данном Иглхартом (см. [20]), предполагается, что E|X1|3 < +∞.
В доказательстве, данном Болтхаузеном (см. [15]), используется
идея об одинаковом распределении случайных векторов

{S1, . . . , Sn |T >n} и
{
STn+1−STn

, S
Tn+2−STn

, . . . , S
Tn+n

−S
Tn

}
,

где

T (n) = inf {k > 0: Sk+i > Sk для всех i = 1, . . . , n} .

Но в нем возникают сложности, связанные с идентификацией пре-
дельного процесса и W+. Здесь предлагается новое доказатель-
ство, в котором центральную роль играет следующий результат
(для простоты записи значок целой части для δn опускается).
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Лемма 13.1. Пусть {Si} – произвольное случайное блужда-
ние, выходящее из точки 0. Рассмотрим его минимальное зна-
чение при i ∈ [0, δn], где δ ∈ (0, 1), и пусть T (δ, n) – момент
последнего достижения этого минимального значения на [0, δn].
Положим S∗i = ST (δ,n)+i−ST (δ,n) , i ∈ N0 . Тогда случайные после-
довательности

{S∗0 , S∗1 , . . . |S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n}

и
{S0, S1, . . . |T > n}

имеют одинаковое распределение.

Доказательство. Рассмотрим для простоты изложения
один момент времени i0 ∈ N. Имеем для произвольного a0 ∈ R,
что

P
(
S∗i0 6 a0;S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
=

=
δn∑

k=0

∫ 0

−∞
P
(
T (δ, n) = k, Sk ∈ dx, Sk+i0 − Sk 6 a0;

Sk+i > Sk, i = nδ − k + 1, . . . , n
)
.

Вероятность под знаком интеграла равна

P
(
Sk 6 Si, i = 1, . . . , k − 1;Sk ∈ dx;Si > Sk, i = k + 1, . . . , nδ;

Sk+i0 − Sk 6 a0;Si > Sk, i = nδ + 1, . . . , n+ k
)

=
= P(Sk 6 Si, i = 1, . . . , k − 1;Sk ∈ dx)×

P(Si > Sk, i = k + 1, . . . , n+ k;Sk+i0 − Sk 6 a0).

Последняя вероятность не зависит от k и равна P (Si0 6 a0,
T > n). Итак,

P
(
S∗i0 6 a0;S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
=

= P(Si0 6 a0, T >n)
δn∑

k=0

∫ 0

−∞
P (Sk 6Si, i=1, . . . , k− 1;Sk ∈ dx) .

Если убрать в этом соотношении событие
{
S∗i0 6 a0

}
, то получим,

что

P (S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n) =
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= P(T > n)
δn∑

k=0

∫ 0

−∞
P (Sk 6 Si, i = 1, . . . , k − 1;Sk ∈ dx) .

Разделив одно равенство на другое, находим, что

P
(
S∗i0 6 a0 |S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
=

= P (Si0 6 a0 |T > n) .

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 13.1. Сначала докажем сходи-
мость конечномерных распределений. Зафиксируем m ∈ N и мо-
менты времени t1, t2, . . . , tm такие, что 0 < t1 < t2 < · · · < tm 6 1.
Выберем произвольное число δ ∈ (0, t1). В силу леммы 13.1 для
произвольных положительных чисел a1, a2, . . . , am

P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m |T > n) =

= P

(
S∗bntic

σ
√
n

6 ai, i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ S∗i > 0,

i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n
)

=

=
δn∑

k=0

∫∫
G

P

(
min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy, T (δ, n) = k

)
×

× P

(
S∗∗bntic−δn+k

σ
√
n

6 ai + x− y,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ min

i6n−δn+k

S∗∗i

σ
√
n
> x− y

)
, (13.1)

где G = {(x, y) : x ∈ (−∞, 0] , y ∈ R}; S∗∗i = S∗δn−k+i − S∗δn−k =
Sδn+i − Sδn, i ∈ N0 (см. рис. 5). Очевидно, что последняя вероят-
ность не изменится, если убрать звездочки.

Разобьем выражение в правой части (13.1) на два: в первом
выражении подынтегральная функция умножается на I{(1/

√
δ )×

(y − x) /∈ [a, 1/a]} (индикаторная функция двух переменных x
и y), а во втором – умножается на I{(1/

√
δ )(y − x) ∈ [a, 1/a]},

где a – произвольное число из интервала (0, 1). Очевидно, первое
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Рис. 5.

выражение не превосходит∫∫
G

P

(
min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy

)
I

{
1√
δ
(y − x) /∈

[
a,

1
a

]}
=

= P

(
1√
δ

(
Sδn

σ
√
n
− min

i6δn

Si

σ
√
n

)
/∈
[
a,

1
a

])
.

Но последняя вероятность по принципу инвариантности Прохо-
рова–Донскера стремится при n→∞ к вероятности

P

(
W (1)− inf

s61
W (s) /∈

[
a,

1
a

])
,

предел которой при a → 0 равен нулю. Таким образом, для
справедливости доказываемого утверждения достаточно пока-
зать, что

lim
a→0

lim
n→∞

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)P
(
Ak

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
= P

(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
(13.2)
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где

Ak =
{
Sbntic−δn+k/

(
σ
√
n
)

6 ai + x− y, i = 1, . . . ,m
}
,

Bk =
{

min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy, T (δ, n) = k

}

Сумму в левой части (13.2) можно разбить на два выраже-
ния: в первом из них под знаком второй вероятности событие Ak

пересекается с событием {wYn
(δ) > ε}, а во втором – пересекает-

ся с событием {wYn
(δ) < ε}, где wx(δ) – модуль непрерывности

функции x ∈ D[0, 1], ε – положительное число. Тогда первое вы-
ражение не превосходит

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)P
(
wYn(δ) > ε

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
6

6
∫∫

G

P

(
min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy

)
×

×
P
(
wYn

(δ) > ε,mini6n−δn
Si

σ
√

n
> x− y

)
P
(
mini6n

Si

σ
√

n
> x− y

) ×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
.

По принципу инвариантности Прохорова–Донскера правая часть
стремится при n→∞ к

∫∫
G

P

(
inf
s6δ

W (s) ∈ dx,W (δ) ∈ dy
)
×

×
P
(
wW (δ) > ε, infs61−δ W (s) > x− y

)
P
(
infs61W (s) > x− y

) ×

× I

{
1√
δ

(y − x) ∈
[
a,

1
a

]}
=

=
∫∫

G

P

(
inf
s61

W (s) ∈ dx√
δ
,W (1) ∈ dy√

δ

)
×
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×
P
(
wW (δ) > ε, infs61−δ W (s) > x− y

)
P
(
infs61W (s) > x− y

) ×

× I

{
1√
δ

(y − x) ∈
[
a,

1
a

]}
(равенство объясняется автомодельностью броуновского движе-
ния). Последнее выражение после замены x/

√
δ на x и y/

√
δ на y

запишем в виде∫∫
G

P

(
inf
s61

W (s) ∈ dx,W (1) ∈ dy
)
×

× P

(
wW (δ) > ε

∣∣∣∣ inf
s61−δ

W (s) > (x− y)
√
δ

)
×

× I

{
y − x ∈

[
a,

1
a

]}
P
(
infs61−δ W (s) > (x− y)

√
δ
)

P
(
infs61W (s) > (x− y)

√
δ
) .

(13.3)

Теперь заметим, что при δ 6 δ0

P

(
wW (δ) > ε

∣∣∣∣ inf
s61−δ

W (s) > (x− y)
√
δ

)
6

6 P

(
wW (δ0) > ε

∣∣∣∣ inf
s61−δ

W (s) > (x− y)
√
δ

)
δ→0→

δ→0→ P (ωW+ (δ0) > ε) δ0→0→ 0. (13.4)

Здесь использованы теорема 12.1 и непрерывность траекторий
броуновской извилины. Далее (см. соотношения (12.1) и (12.2)),
при δ → 0 равномерно по y − x таким, что a 6 y − x 6 1

a ,

P
(
infs61−δ W (s) > (x− y)

√
δ
)

P
(
infs61W (s) > (x− y)

√
δ
) → 1. (13.5)

Из соотношений (13.4) и (13.5) следует, что предел правой части
(13.3) при δ → 0 равен нулю. Таким образом, для справедливости
(13.2) достаточно показать, что

lim
ε→0

lim
a→0

lim
δ→0

lim
n→∞

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)×

× P

(
Ak, wYn

(δ) < ε

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
×
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× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
= P

(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
.

(13.6)

Заметим, между прочим, что нами практически доказано
условие на модуль непрерывности:

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wYn(δ) > ε |T > n) =

= lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
wY ∗

n
(δ) > ε

∣∣
S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
= 0,
(13.7)

где Y ∗(t) = S∗bntc/ (σ
√
n ). Действительно,

wY ∗
n
(δ) 6

maxi6δn−T (δ,n) S
∗
i

σ
√
n

+ wYn
(δ; δ, 1 + δ)

(определение wx (δ; a, b) дано в лекции 9). Поэтому

P
(
wY ∗

n
(δ) > ε

∣∣ S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n
)

6

6 P1(δ, n) + P2(δ, n),

где

P1(δ, n) = P

(
maxi6δn−T (δ,n) S

∗
i

σ
√
n

>
ε

2

∣∣∣∣
S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
,

P2(δ, n) = P

(
wYn (δ; δ, 1 + δ) >

ε

2

∣∣∣∣
S∗i > 0, i = δn− T (δ, n) + 1, . . . , n

)
.

Нетрудно понять, что

P1(δ, n) =
δn∑

k=0

∫∫
G

P

(
Bk, max

i6δn−k

(
Si

σ
√
n
− x

)
>
ε

2

)
6

6
δn∑

k=0

∫∫
G

P

(
Bk,max

i6δn

(
Si

σ
√
n
− x

)
>
ε

2

)
=
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= P

(
max
i6δn

Si

σ
√
n
− min

i6δn

Si

σ
√
n

>
ε

2

)
n→∞→

n→∞→ P

(
sup
s6δ

W (s)− inf
s6δ

W (s) >
ε

2

)
δ→0→ 0.

Далее,

P2(δ, n) =
δn∑

k=0

∫∫
G

P(Bk)P
(
wYn

(δ) >
ε

2

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
.

Выражение в правой части уже исследовалось (правда, предвари-
тельно его следует разбить на два выражения так, как это сделано
с правой частью (13.1)). Используя приведенные ранее выкладки,
получаем, что

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P2(δ, n) = 0.

Итак, соотношение (13.7) доказано.
Возвратимся к соотношению (13.6) и запишем оценку сверху

для суммы в его левой части:

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)
P
(
mini6n−δn

Si

σ
√

n
> x− y

)
P
(
mini6n

Si

σ
√

n
> x− y

) ×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
Sbntic

σ
√
n

6 ai + x− y + ε,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ min

i6n−δn

Si

σ
√
n
> x− y

)
=

=
∫∫

G

P

(
min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy

)
×

×
P
(
mini6n−δn

Si

σ
√

n
> x− y

)
P
(
mini6n

Si

σ
√

n
> x− y

) I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
Sbntic

σ
√
n

6 ai + x− y + ε,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ min

i6n−δn

Si

σ
√
n
> x− y

)
.
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Предел правой части при n→∞ равен∫∫
G

P

(
inf
s6δ

W (s) ∈ dx,W (δ) ∈ dy
)
×

×
P
(
infs61−δ W (s) > x− y

)
P
(
infs61W (s) > x− y

) I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
W (ti) 6 ai + x− y + ε,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ inf

s61−δ
W (s) > x− y

)
.

Последнее выражение не превосходит

∫∫
G

P

(
inf
s61

W (s)∈ dx,W (1) ∈ dy
)

P
(
infs61−δ W (s)>

√
δ(x− y)

)
P
(
infs61W (s)>

√
δ(x− y)

) ×

× P

(
W (ti) 6 ai +

√
δ(x− y) + ε,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ inf

s61−δ
W (s) >

√
δ(x− y)

)
δ→0→

δ→0→
∫∫

G

P

(
inf
s61

W (s) ∈ dx,W (1) ∈ dy
)
×

× P
(
W+(ti) 6 ai + ε, i = 1, . . . ,m

) ε→0→
ε→0→ P

(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
.

Здесь снова (при δ → 0) использованы теорема 11.1 и соотноше-
ние (13.5). Итак,

lim
ε→0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)×

× P

(
A,wYn

(δ) < ε

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
6

6 P
(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
. (13.8)
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Запишем оценку снизу для суммы в левой части (13.6):

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)
P
(
mini6n

Si

σ
√

n
> x− y

)
P
(
mini6n−nδ

Si

σ
√

n
> x− y

)×
× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
Sbntic

σ
√
n

6 ai + x− y − ε, i = 1, . . . ,m;

wYn(δ) < ε

∣∣∣∣ min
i6n

Si

σ
√
n
> x− y

)
=

=
∫∫

G

P

(
min
i6δn

Si

σ
√
n
∈ dx, Sδn

σ
√
n
∈ dy

)
×

×
P
(
mini6n

Si

σ
√

n
> x− y

)
P
(
mini6n−nδ

Si

σ
√

n
> x− y

)I { 1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
Sbntic

σ
√
n

6 ai + x− y − ε, i = 1, . . . ,m;

wYn(δ) < ε

∣∣∣∣ min
i6n

Si

σ
√
n
> x− y

)
.

Предел правой части при n→∞ равен∫∫
G

P

(
inf
s6δ

W (s) ∈ dx,W (δ) ∈ dy
)
×

×
P
(
infs61W (s) > x− y

)
P
(
infs61−δ W (s) > x− y

)I { 1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P

(
W (ti) 6 ai + x− y − ε, i = 1, . . . ,m;

wW (δ) < ε

∣∣∣∣ inf
s61

W (s) > x− y

)
.

Последнее выражение не меньше, чем∫∫
G

P

(
inf
s61

W (s) ∈ dx,W (1) ∈ dy
)
×

×
P
(
infs61W (s) >

√
δ(x− y)

)
P
(
infs61−δ W (s) >

√
δ(x− y)

)I {y − x ∈
[
a,

1
a

]}
×
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× P

(
W (ti) 6 ai +

√
δ(x− y)− ε,

i = 1, . . . ,m
∣∣∣∣ inf

s61
W (s) >

√
δ(x− y)

)
−

− P

(
wW (δ) > ε

∣∣∣∣ inf
s61

W (s) >
√
δ(x− y)

)
.

Нижний предел последнего выражения при δ → 0 не меньше
(см. (13.4) и (13.5)), чем∫∫

G

P

(
inf
s61

W (s) ∈ dx,W (1) ∈ dy
)
I

{
y − x ∈

[
a,

1
a

]}
×

× P
(
W+(ti) 6 ai − ε, i = 1, . . . ,m

) a→0→
a→0→ P

(
W+(ti) 6 ai − ε, i = 1, . . . ,m

) ε→0→
ε→0→ P

(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
.

Итак,

lim
ε→0

lim
a→0

lim inf
δ→0

lim inf
n→∞

δn∑
k=0

∫∫
G

P(Bk)×

× P

(
Ak, wYn

(δ) < ε

∣∣∣∣ min
i6n−δn+k

Si

σ
√
n
> x− y

)
×

× I

{
1√
δ
(y − x) ∈

[
a,

1
a

]}
> P

(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
.

(13.9)

Из соотношений (13.8) и (13.9) вытекают соотношение (13.6)
и, следовательно, (13.2). Из (13.2) и (13.7), ввиду теоремы 2.3,
получаем утверждение доказываемой теоремы.
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Лекция 14
Тождества Спарре–Андерсена и Спицера

Пусть X1, X2, . . . – произвольная последовательность незави-
симых одинаково распределенных случайных величин. Рассмот-
рим случайное блуждание S0 = 0, Sn = X1 + · · · + Xn, n ∈ N.
Ранее был введем момент первого достижения полуоси (−∞, 0]
этим случайным блужданием:

T = min {n > 0: Sn 6 0} .

T называют также первым слабым нижним лестничным момен-
том и обозначают T1. Положим

T2 = min {n > T1 : Sn 6 ST1} .

Это второй слабый нижний лестничный момент. Аналогично
вводятся моменты T3, T4, . . . (см. рис. 6).

Рис. 6.

Очевидно, пары случайных величин (T1, ST1), (T2 − T1,
ST2 −ST1), . . . являются независимыми и одинаково распределен-
ными.

Наряду со слабыми нижними лестничными моментами можно
рассматривать строгие нижние лестничные моменты:

T ′ := T ′1 = min {n > 0: Sn < 0} ,
T ′2 = min

{
n > T ′1 : Sn < ST ′

1

}
, . . . .
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Кроме того, рассматривают строгие и слабые верхние лестнич-
ные моменты τ1, τ2, . . . и τ ′1, τ ′2, . . . соответственно. Например,

τ := τ1 = min {n > 0: Sn > 0} .

Моменты τ1, τ2, . . . – это последовательные моменты време-
ни, в которые случайное блуждание достигает строгих рекордных
верхних значений (строго превосходящих все предыдущие значе-
ния), а ST1 , ST2 , . . . – значения этих рекордов.

Установим два тождества Спарре–Андерсена, открытые в се-
редине прошлого столетия и вызвавшие быстрый прогресс в тео-
рии случайных блужданий (называемой также теорией флукту-
аций).

Теорема 14.1. При λ > 0, |s| < 1

1−
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ; τ = n

)
= exp

[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.

Доказательство. Наряду со случайной последовательно-
стью X1, . . . , Xn рассмотрим для каждого i = 1, . . . , n ее цикли-
ческую перестановку

Xi, Xi+1, . . . , Xn, X1, X2, . . . , Xi−1.

Построим по этой перестановке обычным образом случайное
блуждание S

(i)
1 , . . . , S

(i)
n (S(i)

0 = 0), которое называется i-м пе-
рестановочным случайным блужданием исходного блуждания
S0, S1, . . . , Sn. Очевидно, что все перестановочные случайные
блуждания распределены также, как исходное, и совокупность
перестановочных блужданий каждого перестановочного блужда-
ния совпадает с совокупностью перестановочных блужданий ис-
ходного блуждания. Пусть τ (i)

r означает r-й строгий верхний лест-
ничный момент блуждания S

(i)
0 , S

(i)
1 , . . . , S

(i)
n . Важно заметить,

что если в момент времени n случайное блуждание достигает
своего r-го рекордного значения, то еще r − 1 его перестановоч-
ных случайных блужданий обладают этим же свойством (дока-
зательство предоставляется читателю). Поэтому либо существу-
ет ровно r натуральных чисел i1, . . . , ir от 1 до n, для которых
τ

(i1)
r = n, . . . , τ (ir)

r = n, либо не существует ни одного такого
числа.
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Кроме того, очевидно, что S(1)
n = S

(2)
n = · · · = S

(n)
n .

Рассмотрим при положительном a вероятность P(τr = n,
0 < Sn 6 a). Введем случайные величины

ξi = I
{
τ (i)
r = n, 0 < S(i)

n 6 a
}
, i = 1, . . . , n

(как обычно, I {. . . } – индикатор случайного события {. . . }). Оче-
видно, что ξ1, . . . , ξn – одинаково распределенные случайные ве-
личины, поэтому

P (τr = n, 0 < Sn 6 a) = Eξ1 =
1
n

E
n∑

i=1

ξi. (14.1)

В силу сказанного случайная величина
∑n

i=1 ξi принимает два
значения: r и 0, поэтому

E
n∑

i=1

ξi = rP (ξ1 + · · ·+ ξn = r) . (14.2)

Пусть Sn > 0 и i0 – момент первого достижения максимума для
последовательности S0, S1, . . . , Sn. Тогда S(i0+1)

n > S
(i0+1)
i для лю-

бого i = 1, . . . , n − 1 и, следовательно, n является r-м строгим
верхним лестничным моментом для некоторого r ∈ N, поэтому

{0 < Sn 6 a} =
∞⋃

r=1

{ξ1 + · · ·+ ξn = r}

и, значит,

P (0 < Sn 6 a) =
∞∑

r=1

P (ξ1 + · · ·+ ξn = r) . (14.3)

Из соотношений (14.1)–(14.3) следует, что
∞∑

r=1

1
r
P (τr = n, 0 < Sn 6 a) =

∞∑
r=1

1
rn

E
n∑

i=1

ξi =

=
∞∑

r=1

1
rn
rP (ξ1 + · · ·+ ξn = r) =

1
n

P (0 < Sn 6 a) .

Переходя к преобразованиям Лапласа, получаем, что
∞∑

r=1

1
r
E
(
e−λSn ; τr = n

)
=

1
n

E
(
e−λSn ;Sn > 0

)
.



108 Лекция 14

Умножим обе части на sn и просуммируем по всем n ∈ N:

∞∑
r=1

1
r

∞∑
n=1

snE
(
e−λSn ; τr = n

)
=

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)
. (14.4)

Теперь заметим, что

∞∑
n=1

snE
(
e−λSn ; τr = n

)
= E

(
sτr e−λSτr ; τr < +∞

)
=

= E
(
sτ1 e−λSτ1 I {τ1 < +∞} sτ2−τ1×

× e−λ(Sτ2−Sτ1)I {τ2 − τ1 < +∞} . . . sτr−τr−1×

× e−λ(Sτr−Sτr−1 )I {τr − τr−1 < +∞}
)

=

=
(
E
(
sτ e−λSτ ; τ < +∞

))r
. (14.5)

Поэтому левая часть (14.4) равна

∞∑
r=1

1
r

(
E
(
sτe−λSτ ; τ < +∞

))r
= − ln

(
1− E

(
sτe−λSτ ; τ < +∞

))
.

Итак,

ln
(
1− E

(
sτe−λSτ ; τ < +∞

))
= −

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)
,

откуда следует утверждение теоремы.

Замечание 14.1. Аналогичные утвержения справедливы
для T , T ′, τ ′. Например, при λ > 0, |s| < 1

1−
∞∑

n=1

snE
(
eλSn ;T = n

)
= exp

[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn 6 0

)]
.

Теорема 14.2. При λ > 0, |s| < 1

1 +
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ;T > n

)
= exp

[ ∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.
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Доказательство. Чуть раньше (см. соотношение (14.5)) бы-
ло установлено, что

∞∑
n=1

snE
(
e−λSn ; τr = n

)
=
(
E
(
sτe−λSτ ; τ < +∞

))r
.

Поэтому в силу теоремы 14.1
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ; τr = n

)
=
(

1− exp
[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)])r

.

(14.6)

Поскольку
∞⋃

r=1

{τr = n} = {Sn > 0, Sn > S1, . . . , Sn > Sn−1} ,

то, складывая соотношения (14.6) при разных r = 1, 2, . . . , полу-
чаем, что

1 +
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ;Sn > 0, Sn > S1, . . . , Sn > Sn−1

)
=

= exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
. (14.7)

Рассмотрим наряду с последовательностью случайных величин
X1, . . . , Xn последовательность Xn, Xn−1, . . . , X1 и построим по
ней обычным образом (выходящее из нуля) случайное блуждание
S̃0, S̃1, . . . , S̃n (см. рис. 7). Это блуждание называется двойствен-
ным к блужданию S0, S1, . . . , Sn, и оно имеет такое же распреде-
ление, как S0, S1, . . . , Sn.

Очевидно, что Sn = S̃n и

{Sn > S0, Sn > S1, . . . , Sn > Sn−1} = {S̃1 > 0, S̃2 > 0, . . . , S̃n > 0}.

Итак,

E
(
e−λSn ;Sn > 0, Sn > S1, . . . , Sn > Sn−1

)
=

= E
(
e−λeSn ; S̃1 > 0, S̃2 > 0, . . . , S̃n > 0

)
= E

(
e−λSn ;T > n

)
.

(14.8)

Из (14.7) и (14.8) следует утверждение теоремы.
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Рис. 7.

Замечание 14.2. Аналогичные утверждения справедливы
для T ′, τ , τ ′. Например, при λ > 0, |s| < 1

1 +
∞∑

n=1

snE
(
eλSn ; τ > n

)
= exp

[ ∞∑
n=1

snE
(
eλSn ;Sn 6 0

)]
.

Приступим к доказательству тождества Спицера. Положим

Mn = max
06i6n

Si.

Теорема 14.3. При λ, µ > 0, |s| < 1

∞∑
n=0

snE e−λMn−µ(Mn−Sn) =

= exp
[ ∞∑

n=1

sn

n

(
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)
+ E

(
eµSn ;Sn 6 0

))]
.

В частности, при λ > 0, |s| < 1

∞∑
n=0

snE e−λMn = exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
E e−λS+

n

]
,

где S+
n = max(Sn, 0).
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Доказательство. Рассмотрим момент первого достижения
максимума для случайной последовательности S0, S1, . . . , Sn:

Tn = min (k > 0: Sk = Mn) .

Имеем, что

E e−λMn−µ(Mn−Sn) =
n∑

k=0

E
(
e−λMn−µ(Mn−Sn);Tn = k

)
=

=
n∑

k=0

E
(
e−λSk−µ(Sk−Sn);Tn = k

)
=

=
n∑

k=0

E
(
e−λSk−µ(Sk−Sn);Sk > S0, Sk > S1, . . .

. . . , Sk > Sk−1, Sk > Sk+1, . . . , Sk > Sn

)
=

=
n∑

k=0

E(e−λSk ;Sk > S0, Sk > S1, . . . , Sk > Sk−1)×

× E(e−µ(Sk−Sn);Sk > Sk+1, . . . , Sk > Sn)

(здесь использовано марковское свойство случайного блужда-
ния). Ранее было показано (см. соотношение (14.8)), что пер-
вое математическое ожидание в последнем выражении рав-
но E (exp (−λSk) ;T > k). Аналогично устанавливается, что вто-
рое математическое ожидание в последнем выражении равно
E (exp (µSn−k) ; τ > n− k). Итак,

E e−λMn−µ(Mn−Sn) =
n∑

k=0

E (exp (−λSk) ;T > k)×

× E (exp (µSn−k) ; τ > n− k) .

Умножим обе части на sn и просуммируем по всем n ∈ N0:
∞∑

n=0

snE e−λMn−µ(Mn−Sn) =
∞∑

k=0

skE (exp (−λSk) ;T > k)×

×
∞∑

l=0

slE (exp (µSl) ; τ > l) .

Осталось вспомнить теорему 14.2 и замечание 14.2. Теорема до-
казана.
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Лекция 15
Приложения тождеств Спарре–Андерсена

и Спицера

Напомним некоторые факты (теоремы A, B, C) из теории сте-
пенных рядов (см. [7, т. 2, гл. 13, § 5]), используемые в дальней-
шем.

Теорема A (Абель). Если ряд
∑∞

n=0 an сходится, то ряд∑∞
n=0 ans

n сходится равномерно по s ∈ [0, 1] и

lim
s↑1

∞∑
n=0

ans
n =

∞∑
n=0

an.

Если an > 0 при n ∈ N0 и
∑∞

n=0 an = +∞, то lims↑1
∑∞

n=0 ans
n =

+∞.

Теорема B (Таубер). Если an = o (1/n) при n → ∞ и су-
ществует lims↑1

∑∞
n=0 ans

n = S , то ряд
∑∞

n=0 an сходится и∑∞
n=0 an = S .

Определение 15.1. Числовая функция L(x), определенная
при x ∈ (0,+∞), называется медленно меняющейся на бесконеч-
ности, если при любом фиксированном x > 0

lim
t→+∞

L(tx)/L(t) = 1.

Теорема C. Пусть an > 0 при n ∈ N0 и ряд
∑∞

n=0 ans
n схо-

дится при s ∈ [0, 1). Обозначим его сумму Q(s). При ρ ∈ [0,+∞)
следующие утверждения эквивалентны:

1) Q(s) ∼ 1
(1−s)ρL

(
1

1−s

)
при s ↑ 1;

2) Sn = a0 + · · ·+ an−1 ∼ 1
Γ(ρ+1)n

ρL(n) при n→∞.
Если же последовательность {an} монотонна и ρ ∈ (0,+∞),

то эти утверждения эквивалентны следующему:
3) an ∼ 1

Γ(ρ)n
ρ−1L(n) при n→∞.

Здесь L(x) – медленно меняющаяся на бесконечности функ-
ция.

Целью данной лекции является изучение асимптотических
свойств распределений первых лестничных моментов и максиму-
ма случайного блуждания.
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Теорема 15.1. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда
1) случайные величины τ и τ ′ , T и T ′ являются собственны-

ми;
2) сходятся числовые ряды

∞∑
n=1

P(Sn = 0)
n

:= c0 и
∞∑

n=1

1
n

[
P (Sn > 0)− 1

2

]
:= c;

3) справедливы равенства

ESτ =
σ√
2
e−c, ESτ ′ =

σ√
2
e−(c+c0),

EST =
σ√
2
ec, EST ′ =

σ√
2
ec+c0 .

Доказательство. Запишем тождества Спарре-Андерсена:
при λ > 0, |s| < 1

1−
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ; τ = n

)
= exp

[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
,

(15.1)

1−
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ; τ ′ = n

)
= exp

[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.

(15.2)

Все ряды в этих соотношениях мажорируются по λ сходящимися
числовыми рядами. Перейдем к пределу при λ→ 0 в (15.2):

1−
∞∑

n=1

snP (τ ′ = n) = exp
[
−

∞∑
n=1

sn

n
P(Sn > 0)

]
.

А теперь перейдем к пределу при s ↑ 1, используя теорему A:

1− P (τ ′ < +∞) = 0 =⇒ P (τ ′ < +∞) = 1,

т.к. P(Sn > 0) ∼ 1/2 при n → ∞. Это означает, что τ ′ – соб-
ственная случайная величина. Аналогично доказательство для τ ,
T , T ′.

Перейдем в (15.2) к пределу при λ→∞:

1−
∞∑

n=1

snP (Sτ ′ = 0, τ ′ = n) = exp
[
−

∞∑
n=1

sn

n
P(Sn = 0)

]
.
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А теперь перейдем к пределу при s→ 1, используя теорему A:

1− P (Sτ ′ = 0) = exp
[
−

∞∑
n=1

1
n

P(Sn = 0)
]
.

Левая часть положительна, поэтому сходится ряд
∑∞

n=1 (1/n)×
P(Sn = 0).

Продифференцируем (15.1) по λ: при λ > 0, |s| < 1

∞∑
n=1

snE
(
Sne

−λSn ; τ = n
)

=

= exp
[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)] ∞∑
n=1

sn

n
E
(
Sn e

−λSn ;Sn > 0
)
.

(15.3)

Все ряды в этом соотношении мажорируются по λ сходящи-
мися числовыми рядами. Для обоснования сходимости ряда∑∞

n=1 (sn/n) E (Sn;Sn > 0) заметим, что

E (Sn;Sn > 0) = σ
√
nE

(
Sn

σ
√
n

;
Sn

σ
√
n
> 0
)
.

В силу центральной предельной теоремы (строгий вывод реко-
мендуется провести читателю)

lim
n→∞

E

(
Sn

σ
√
n

;
Sn

σ
√
n
> 0
)

= E (N ;N > 0) =

=
1√
2π

∫ +∞

0

xe−
x2
2 dx =

1√
2π
,

поэтому

E (Sn;Sn > 0) ∼ σ√
2π

√
n, n→∞, (15.4)

и, следовательно, рассматриваемый ряд сходится при |s| < 1. Пе-
рейдем в (15.3) к пределу при λ→ 0:

∞∑
n=1

snE (Sn; τ = n) = exp
[
−

∞∑
n=1

sn

n
P(Sn > 0)

] ∞∑
n=1

sn

n
E (Sn;Sn > 0) .

(15.5)
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Учитывая, что при |s| < 1

1√
1− s

= exp
(
−1

2
ln(1− s)

)
= exp

( ∞∑
n=1

sn

2n

)
,

перепишем (15.5):

∞∑
n=1

snE (Sn; τ = n) = exp
{
−

∞∑
n=1

sn

n

[
P (Sn > 0)− 1

2

]}
×

×
∑∞

n=1
sn

n E (Sn;Sn > 0)
(1− s)−1/2

. (15.6)

Перейдем в (15.6) к пределу при s ↑ 1. Найдем предел левой
части, используя теорему A:

lim
s→1

∞∑
n=1

snE (Sn; τ = n) =
∞∑

n=1

E (Sn; τ = n) =

= E (Sτ ; τ < +∞) = ESτ > 0 (15.7)

(неравенство выполняется, т.к. Sτ > 0 при τ < +∞). Далее, вви-
ду (15.4), при n→∞

n∑
k=1

E (Sk;Sk > 0)
k

∼ σ√
2π

n∑
k=1

1√
k
∼ 2σ√

2π

√
n .

Поэтому ввиду теоремы C

∞∑
n=1

sn

n
E (Sn;Sn > 0) ∼

Γ
(

3
2

)
√

1− s

2σ√
2π

=
σ√

2
√

1− s
, s ↑ 1,

и

lim
s↑1

∑∞
n=1

sn

n E (Sn;Sn > 0)
(1− s)−1/2

=
σ√
2
. (15.8)

Из (15.6)-(15.8) следует, что существует

lim
s↑1

exp
{
−

∞∑
n=1

sn

n

[
P (Sn > 0)− 1

2

]}
= b > 0 (15.9)
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и

ESτ =
σ√
2
b. (15.10)

Покажем, что b 6= +∞. Доказательство проведем от против-
ного. Пусть b = +∞. Тогда

lim
s↑1

∞∑
n=1

sn

n

[
−P (Sn > 0) +

1
2

]
= +∞.

Отсюда следует, что

lim
s→1

∞∑
n=1

sn

n

[
−P (Sn < 0) +

1
2

]
= −∞. (15.11)

Здесь учтено что сумма этих двух рядов имеет конечный пре-
дел, поскольку ряд

∑∞
n=1 (1/n) P(Sn = 0) сходится. Рассмотрим

обращенное случайное блуждание {S∗n} с шагами −X1,−X2, . . . .
Пусть τ∗ – момент первого достижения этим блужданием полуоси
(0,+∞). Тогда (15.11) означает, что

lim
s↑1

∞∑
n=1

sn

n

[
−P (S∗n > 0) +

1
2

]
= −∞,

что противоречит соотношению (15.9) для {S∗n}.
Применим к (15.9) теорему B:

b = exp
{
−

∞∑
n=1

1
n

[
P(Sn > 0)− 1

2

]}
= e−c,

откуда, вспоминая (15.10), получаем, что

ESτ =
σ√
2
e−c.

Оставшиеся соотношения устанавливаются аналогично. Тео-
рема доказана.

Теорема 15.2. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда при n→∞

P(T > n) ∼ 1√
π
ec 1√

n
, P (τ > n) ∼ 1√

π
e−c 1√

n
.
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Доказательство. Ограничимся первым утверждением. За-
пишем тождество Спарре–Андерсена: при λ > 0, |s| < 1

1 +
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ;T > n

)
= exp

[ ∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.

Все ряды в этом соотношении мажорируются по λ сходящимися
числовыми рядами. Перейдем к пределу при λ→ 0:

1 +
∞∑

n=1

snP(T > n) = exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
P(Sn > 0)

]
=

=
exp
{∑∞

n=1
sn

n

[
P(Sn > 0)− 1

2

]}
√

1− s
.

По теореме 15.1 правая часть при s ↑ 1 эквивалентна ec/
√

1− s.
Поскольку последовательность {P(T > n)} монотонна по n, то по
теореме C при n→∞

P(T > n) ∼ 1
Γ (1/2)

ec 1√
n
,

что совпадает с утверждением теоремы.

Замечание 15.1. Итак, доказано, что в условиях теоре-
мы 15.2 при n→∞

P(T > n) ∼ c1√
n
, P (τ > n) ∼ c2√

n
,

причем c1ESτ = σ/
√

2π, c2EST = σ/
√

2π, c1c2 = 1/π.

Теорема 15.3. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда для любого x > 0 при n→∞

P (Mn 6 x) ∼ e−c

√
π
u(x)

1√
n
,

где u(x) = 1 +
∑∞

i=1 P (Sτi
6 x).

Доказательство. Запишем тождество Спицера: при λ > 0,
|s| < 1

∞∑
n=0

snE e−λMn = exp
( ∞∑

n=1

sn

n
E e−λS+

n

)
=
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= exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
P (Sn 6 0)

]
.

(15.12)

Первый множитель в правой части по тождеству Спарре–
Андерсена равен

1 +
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ;T > n

)
=
∫ +∞

0

e−λxus (dx) , (15.13)

где

us(x) =
∞∑

n=0

snP (Sn 6 x;T > n) .

Из (15.12) и (15.13) следует, что при x > 0

∞∑
n=0

snP (Mn 6 x) = us(x) exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
P (Sn 6 0)

]
. (15.14)

Используя теорему A и переход к двойственному случайному
блужданию, получаем, что

lim
s↑1

us(x) =
∞∑

n=0

P (Sn 6 x;T > n) =

=
∞∑

n=0

P (Sn > Si, i = 0, 1, . . . , n− 1;Sn 6 x) =

= 1 +
∞∑

i=1

P (Sτi
6 x) = u(x). (15.15)

Можно показать, что функция u(x) конечна при любом x > 0
(см. окончание лекции). Что касается второго множителя в пра-
вой части (15.14), то

exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
P (Sn 6 0)

]
=

= exp
( ∞∑

n=1

sn

2n

)
exp
{ ∞∑

n=1

sn

n

[
P (Sn 6 0)− 1

2

]}
∼

∼ e−c

√
1− s

, s→ 1.
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Итак, правая часть (15.14) при s ↑ 1 эквивалентна e−cu(x)/
√

1−s.
Откуда по теореме C, учитывая монотонность последовательно-
сти {P (Mn 6 x)}, получаем утверждение теоремы.

В дальнейшем потребуется также оценка сверху для P(Mn6x):
в условиях теоремы 15.3 существует такая положительная посто-
янная K, не зависящая от x и n, что при всех x ∈ [0,+∞), n ∈ N

P (Mn 6 x) 6
Ku(x)√

n
. (15.16)

Действительно, из (15.14), (15.15) и монотонности us(x) по s сле-
дует, что

∞∑
n=0

snP (Mn 6 x) 6 u(x) exp
[ ∞∑

n=1

sn

n
P (Sn 6 0)

]
=
u(x)h(s)√

1− s
,

где h(s) = exp
{∑∞

n=1 (sn/n) [P (Sn 6 0)− (1/2)]
}
. При s = 1−1/n

ввиду монотонности P (Mn 6 x) по n находим, что

n

2

(
1− 1

n

)n

P (Mn 6 x) 6
∑

n
2 6k6n

(
1− 1

n

)k

P (Mk 6 x) 6

6 u(x)
√
nh

(
1− 1

n

)
.

Осталось учесть, что h (1− (1/n)) имеет конечный предел при
n→∞.

Заметим, что функция u(x) (при x < 0 она полагается равной
0) является функцией восстановления для неубывающей случай-
ной последовательности 0, Sτ1 , Sτ2 , . . . . Из теории восстановления
(см. [2, гл. 9]) известно, что, во-первых, функция u(x) конечна при
всех x ∈ R и, во-вторых, в условиях теоремы 15.3 при x→ +∞

u(x) = x/ESτ +O(1). (15.17)

Кроме того, функция u(x) является гармонической функцией в
следующем смысле:

Eu(x−X1) = u(x), x > 0. (15.18)

Действительно, при x > 0

P (Sn+1 6 x;T > n+ 1) =
∫ +∞

0

P (Sn ∈ dy;T > n)
∫ x−y

−y

dF (z),
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где F (z) – функция распределения случайной величины X1. По-
этому складывая по всем n ∈ N0 и используя (15.15) и теорему
Фубини, получаем, что

u(x)− 1 =
∫ +∞

0

du(y)
∫ x−y

−y

dF (z) =
∫ x

−∞
dF (z)

∫ x−z

−z

du(y) =

=
∫ x

−∞
u(x− z) dF (z)−

∫ 0

−∞
u(−z) dF (z).

Аналогично показывается, что∫ 0

−∞
u(−z) dF (z) = 1.

Следовательно,

u(x) =
∫ 0

−∞
u(x− z) dF (z),

что и означает справедливость (15.18).
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Лекция 16
Условная локальная предельная теорема

и ее применение

Ранее (см. лекцию 8) рассматривалась локальная предельная
теорема Стоуна: если EX1 = 0, EX2

1 := σ2, 0 < σ2 < +∞, и
распределение X1 является либо центрально решетчатым, либо
нерешетчатым, то при n→∞

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

])
= ∆

(
1√
2π
e−

x2
2 + o(1)

)
(16.1)

равномерно по x ∈ R и ∆ ∈ (0, c), где c – произвольное положи-
тельное число (в решетчатом случае ∆ кратно максимальному
шагу распределения X1).

Наша цель – доказать условную (при условии, что T > n)
локальную предельную теорему.

Теорема 16.1. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

распределение X1 является либо центрально решетчатым, либо
нерешетчатым, тогда при n→∞

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

] ∣∣ T > n
)

= ∆
(
xe−

x2
2 + o(1)

)
(16.2)

равномерно по x ∈ (a,+∞) и ∆ ∈ (0, b), где a, b – произвольные
положительные числа (в решетчатом случае ∆ кратно макси-
мальному шагу распределения X1).

Замечание 16.1. Смысл этой теоремы прост: распределение
случайной величины

{
Sn/(σ

√
n )
∣∣ T > n

}
при больших n мало

отличается, ввиду принципа инвариантности Иглхарта, от рас-
пределения случайной величины W+(1), поэтому

P

(
Sn

σ
√
n
∈
(
x, x+

∆
σ
√
n

] ∣∣∣∣ T > n

)
≈ p1(x)

∆
σ
√
n
,

где p1(x) = xe−
x2
2 – плотность вероятностей случайной величины

W+(1) (см. теорему 11.1).

Лемма 16.1. В условиях теоремы 16.1 при n→∞

σ
√
nP(σ

√
n y) (Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

]
, T > n

)
=

= ∆
(

1√
2π

e−
(x−y)2

2 − 1√
2π

e−
(x+y)2

2

)
+ o(1)
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равномерно по x ∈ (a,+∞), y ∈ (0,+∞) и ∆ ∈ (0, b), где a, b –
произвольные положительные числа.

Доказательство. Зафиксируем ε ∈ (0, 1) и запишем пред-
ставление при x, y,∆ ∈ (0,+∞):

P(σ
√

ny)
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

]
, T > n

)
=

= P1(n)− [P2 (n, ε) + P3 (n, ε)] , (16.3)

где

P1(n) = P(σ
√

n y) (Sn ∈
(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

])
,

P2 (n, ε) = P(σ
√

n y) (Sn ∈
(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

]
, T 6 (1− ε)n

)
,

P3 (n, ε) = P(σ
√

n y) (Sn ∈
(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

]
, (1− ε)n < T 6 n

)
.

По теореме Стоуна при n→∞

σ
√
nP1(n) = ∆

(
1√
2π
e−

(x−y)2

2 + o(1)
)

(16.4)

равномерно по x, y ∈ (0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где b – произвольное
положительное число.

Запишем представление для P2 (n, ε):

σ
√
nP2 (n, ε) =

= σ
√
nP(σ

√
n y)
(
Sn ∈ (σ

√
nx, σ

√
nx+ ∆], min

i6(1−ε)n
Si 6 0

)
=

=
∫ +∞

−∞
P(σ

√
n y)
(

min
i6(1−ε)n

Si 6 0, S(1−ε)n ∈ σ
√
ndz

)
×

× σ
√
nP(σ

√
n z) (Sεn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

])
.

Откуда по теореме Стоуна и принципу инвариантности Прохо-
рова–Донскера при n→∞

σ
√
nP2 (n, ε) =

=
∆√
2πε

∫ +∞

−∞
P(σ

√
n y)
(

min
i6(1−ε)n

Si 6 0, S(1−ε)n ∈ σ
√
ndz

)
×

×
(
e−

(x−z)2

2ε + o(1)
)

=
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=
∆√
2πε

∫ +∞

−∞
P(y)

(
m(1− ε) 6 0,W (1− ε)∈ dz

)
e−

(x−z)2

2ε + o(1)

(16.5)

равномерно по x, y ∈ (0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где b – произвольное
положительное число. Запишем представление:

1√
2πε

∫ +∞

−∞
P(y)

(
m(1− ε) 6 0,W (1− ε) ∈ dz

)
e−

(x−z)2

2ε =

= I1 (ε) + I2 (ε) , (16.6)

где в I1 (ε) интегрирование ведется от 0 до +∞, а в I2 (ε) – от −∞
до 0. Нетрудно показать, что при любых t ∈ (0, 1), y ∈ (0,+∞)

P(y) (m(t) 6 0,W (t) ∈ dz) =

{
P(−y) (W (t) ∈ dz) , z > 0;
P(y) (W (t) ∈ dz) , z < 0.

Поэтому

I1 (ε) = P(−y) (W (1− ε) > 0,W (1) ∈ dx) /dx ε→0→ 1√
2π
e−

(x+y)2

2 ,

(16.7)

I2 (ε) = P(y) (W (1− ε) < 0,W (1) ∈ dx) /dx ε→0→ 0, (16.8)

при этом (16.7) и (16.8) выполняются равномерно по x ∈ (a,+∞),
y ∈ (0,+∞), где a – произвольное положительное число. Из
(16.5)–(16.8) следует, что

lim
ε→0

lim
n→∞

σ
√
nP2 (n, ε) =

∆√
2π

e−
(x+y)2

2 , (16.9)

причем каждый из пределов слева равномерен по x ∈ (a,+∞),
y ∈ (0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где a, b – произвольные положительные
числа.

Чтобы оценить P3 (n, ε), рассмотрим случайное блуждание
{S∗i }, являющееся обращенным для двойственного к {Si} случай-
ного блуждания, т.е. S∗i = − (Sn − Sn−i), i = 0, 1, . . . , n. Тогда

P3 (n, ε) 6 P(σ
√

n x)
(
S∗n ∈

[
σ
√
n y −∆, σ

√
n y
)
,min
i6εn

S∗i 6 0
)
.
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Но правая часть после умножения на σ
√
n есть (см. вывод (16.5))

∆√
2π(1− ε)

∫ +∞

−∞
P(x) (m (ε) 6 0,W (ε) ∈ dz) e−

(y−z)2

2(1−ε) + o(1)

при n → ∞ равномерно по x, y ∈ (0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где b –
произвольное положительное число, причем первое слагаемое в
последнем выражении равно

∆ · P(x) (m (ε) 6 0,W (1) ∈ dy) /dy ε→0→ 0

равномерно по x ∈ (a,+∞), y ∈ (0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где a, b – про-
извольные положительные числа. Итак, для некоторой числовой
функции f (n, ε), зависящей также от параметров x, y,∆, при всех
n ∈ N, ε > 0

σ
√
nP3 (n, ε) 6 f (n, ε) и lim

ε→0
lim sup

n→∞
f (n, ε) = 0, (16.10)

причем каждый из пределов равномерен по x ∈ (a,+∞), y ∈
(0,+∞), ∆ ∈ (0, b), где a, b – произвольные положительные числа.

Из соотношений (16.3), (16.4), (16.9), (16.10) следует утвер-
ждение леммы.

Доказательство теоремы 16.1. Зафиксируем δ ∈ (0, 1) и за-
пишем представление при x,∆ ∈ (0,+∞):

σ
√
nP
(
Sn ∈ (σ

√
nx, σ

√
nx+ ∆]

∣∣ T > n
)

=

=
∫ +∞

0

P
(
Sδn ∈ σ

√
ndy

∣∣ T > δn
)
σ
√
n×

× P(σ
√

ny) (S(1−δ)n ∈
(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

]
;T > (1− δ)n

)
×

× P (T > δn)
P(T > n)

. (16.11)

Известно (см. лекцию 15), что при n→∞

P(T > n) ∼ c1√
n
, (16.12)

где c1 – положительная постоянная. По лемме 16.1, соотноше-
нию (16.12) и принципу инвариантности Иглхарта предел правой
части (16.11) равен

∆√
2πδ

∫ +∞

0

P

(
W+(1) ∈ dy√

δ

)(
e−

(x−y)2

2(1−δ) − e−
(x+y)2

2(1−δ)

)
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равномерно по x ∈ (a,+∞) и ∆ ∈ (0, b), где a, b – произвольные
положительные числа.

Следовательно,

lim
n→∞

σ
√
nP
(
Sn ∈

(
σ
√
nx, σ

√
nx+ ∆

] ∣∣ T > n
)

=

=
∆√
2πδ

∫ +∞

0

P

(
W+(1) 6

dy√
δ

)(
e−

(x−y)2

2(1−δ) − e−
(x+y)2

2(1−δ)

)
(16.13)

равномерно по x ∈ (a,+∞) и ∆ ∈ (0, b), где a, b – произвольные
положительные числа.

Левая часть (16.13) не зависит от δ, поэтому можно перейти
к пределу правой части при δ → 0. Заметим, что правая часть
(16.13) равна

∆√
2πδ

∫ +∞

0

P
(
W+(1) 6 dy

) (
e−

(x−y
√

δ)2

2(1−δ) − e−
(x+y

√
δ)2

2(1−δ)

)
δ→0→

δ→0→ 2∆√
2π
xe−

x2
2

∫ +∞

0

yP
(
W+(1) ∈ dy

)
. (16.14)

Вспоминая вид плотности вероятностей случайной величины
W+(1) (см. замечание 16.1), находим, что∫ +∞

0

yP
(
W+(1) ∈ dy

)
=
∫ +∞

0

y2e−
y2

2 dy =
√
π

2
.

Итак, правая часть соотношения (16.14) и, следовательно, предел
правой части (16.13) при δ → 0 равны ∆ · x exp

(
−x2/2

)
. Теорема

доказана.

Пусть T (x) – момент первого достижения случайным блужда-
нием {Sn} полуоси (x,+∞) при x ∈ (0,+∞). В качестве следствия
теоремы 16.1 представляем следующий результат.

Теорема 16.2. В условиях теоремы 16.1 для произвольных
положительных x, y при n→∞

P
(
T
(
σ
√
nx
)

= n, Sn − σ
√
nx 6 y

)
=

1
n
√

2π
xe−

x2
2 G2(y) + o

(
1
n

)
,

(16.15)

где G2(y) – некоторая собственная функция распределения. Со-
отношение (16.15) выполняется равномерно по x ∈ (a,+∞),
y ∈ (0, b), где a, b – произвольные положительные числа.
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Лемма 16.2. В условиях теоремы 16.1 при n→∞

P (τ = n, z < Sn 6 z + y) = O

(
y

n3/2

)
(16.16)

равномерно по z ∈ [0,+∞) и y ∈ (0, a), где a – произвольное по-
ложительное число;

P (τ = n, Sn > y) = O

(
1√
ny2

)
(16.17)

равномерно по y ∈ (0,+∞).

Доказательство. Рассмотрим тождество Спарре–Андерсе-
на: при λ > 0, |s| < 1

1−
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ; τ = n

)
= exp

[
−

∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.

Продифференцируем его по s: при λ > 0, |s| < 1

∞∑
n=1

nsn−1E
(
e−λSn ; τ = n

)
=

=
∞∑

n=1

sn−1E
(
e−λSn ;Sn > 0

) [
1−

∞∑
n=1

snE
(
e−λSn ; τ = n

)]
.

Приравняем коэффициенты при sn−1:

nE
(
e−λSn ; τ = n

)
= E

(
e−λSn ;Sn > 0

)
−

−
n−1∑
k=1

E
(
e−λSk ;Sk > 0

)
E
(
e−λSn−k ; τ = n− k

)
.

Перейдем к распределениям: при z ∈ [0,+∞) и y > 0

nP (Sn ∈ (z, z + y] , τ = n) = P (Sn ∈ (z, z + y])−

−
n−1∑
k=1

∫ z

0

P (Sn−k ∈ (z − u, z + y − u] , τ = n− k) P (Sk ∈ du)−

−
n−1∑
k=1

∫ z+y

z

P (Sn−k ∈ (0, z + y − u] , τ = n− k) P (Sk ∈ du) .

(16.18)
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Следовательно,

P (Sn ∈ (z, z + y] , τ = n) 6
P (Sn ∈ (z, z + y])

n
.

По теореме Стоуна при n→∞

P (Sn ∈ (z, z + y]) = O

(
y√
n

)
равномерно по z ∈ [0,+∞) и y ∈ (0, a), где a – произвольное
положительное число. Из двух последних соотношений следу-
ет (16.16).

Далее, при y > 0

P (τ = n, Sn > y) =
∫ 0

−∞
P (τ > n− 1, Sn−1 ∈ dz) P (Xn > y − z) .

(16.19)

Откуда по неравенству Чебышева

P (τ = n, Sn > y) 6
σ2

y2
P (τ > n− 1) .

Для получения (16.17) осталось воспользоваться теоремой 15.2.
Лемма доказана.

Доказательство теоремы 16.2. Если T (σ
√
nx) = n, то

maxi6n−1 Si = σ
√
nx − z, где z > 0. Пусть (n− k) – мо-

мент первого достижения этого максимума последовательно-
стью S0, S1, . . . , Sn−1, тогда, переходя от случайного блужда-
ния S0, S1, . . . , Sn−k к двойственному блужданию, получаем при
x, y ∈ (0,+∞), что

P
(
T
(
σ
√
nx
)

= n, Sn − σ
√
nx 6 y

)
=

= P
(
τ = n, σ

√
nx < Sn 6 σ

√
nx+ y

)
+

+
∫ +∞

0

n−1∑
k=1

P
(
Sn−k ∈ σ

√
nx− dz, T > n− k

)
×

× P (τ = k, Sk ∈ (z, z + y]) .

Умножим обе части последнего соотношения на n и для произ-
вольного ∆ > 0 запишем оценку сверху:

nP
(
T
(
σ
√
nx
)

= n, Sn − σ
√
nx 6 y

)
6
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6 nP
(
τ = n, σ

√
nx < Sn 6 σ

√
nx+ y

)
+

+
∞∑

m=0

n−1∑
k=1

nP
(
Sn−k ∈ (σ

√
nx− (m+1)∆, σ

√
nx−m∆], T >n− k

)
×

× P (τ = k,m∆ < Sk 6 (m+ 1)∆ + y) .

Первое слагаемое в правой части в силу (16.16) есть o(1) при
n → ∞. Для произвольных L ∈ N, x0 ∈ (0, x), ε ∈ (0, 1) разобьем
сумму в правой части на составляющие:

Σ1 (n,∆, L, x0) =
L∑

k=1

M∑
m=0

,Σ2 (n,∆, L, x0) =
L∑

k=1

+∞∑
m=M+1

,

Σ3 (n,∆, L, x0, ε) =
n(1−ε)∑
k=L+1

M∑
m=0

,Σ4 (n,∆, L, x0, ε) =
n(1−ε)∑
k=L+1

+∞∑
m=M+1

,

Σ5 (n,∆, L, x0, ε) =
n−1∑

k=n(1−ε)+1

∞∑
m=0

,

где M = M (n,∆, x0) := σ
√
n (x− x0) /∆.

По условной локальной предельной теореме (в решетчатом
случае ∆ выбираем кратным максимальному шагу распределе-
ния X1) при n→∞

Σ1 (n,∆, L, x0) =

=
L∑

k=1

M∑
m=0

[
c1∆
σ

(
x

√
n

n− k
− m∆
σ
√
n− k

)
×

× e
− 1

2

�
x
√

n
n−k−

m∆
σ
√

n−k

�2

+ o(1)
]
×

× P (τ = k,m∆ < Sk 6 (m+ 1)∆ + y)

равномерно по всем возможным парам (k,m). Следовательно,

lim sup
n→∞

Σ1 (n,∆, L, x0) 6

6
c1
σ
xe−

x2
0
2

L∑
k=1

∞∑
m=0

P (τ = k,m∆ < Sk 6 (m+ 1)∆ + y)∆.
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Заметим, что последняя двойная сумма равна
∞∑

m=0

P (τ 6 L,m∆ < Sτ 6 (m+ 1)∆ + y) ∆ L→∞→

L→∞→
∞∑

m=0

P (m∆ < Sτ 6 (m+ 1)∆ + y) ∆ =

=
∞∑

m=0

P (Sτ > m∆) ∆−
∞∑

m=0

P (Sτ > y + (m+ 1)∆) ∆ ∆→0→

∆→0→ ESτ − E (Sτ − y;Sτ > y) .

Итак,

lim sup
x0→x

lim sup
∆→0

lim sup
L→∞

lim sup
n→∞

Σ1 (n,∆, L, x0) 6
x√
2π
e−

x2
2 G2(y),

(16.20)
где

G2(y) =
√

2πc1
σ

[ESτ − E (Sτ − y;Sτ > y)] . (16.21)

Очевидно, что (см. замечание 14.1)

lim
y→+∞

G2(y) =
√

2πc1
σ

ESτ = 1,

т.е. функция распределения G2(y) является собственной.
Покажем теперь, что все остальные составляющие Σ2, . . . ,Σ5

малы. Очевидно,

Σ2 (n,∆, L, x0) 6 n
L∑

k=1

P
(
Sn−k 6 σ

√
nx0, T > n− k

)
×

× P
(
τ = k, Sk > σ

√
n (x− x0)

)
.

Применяя соотношение (16.12) к первой вероятности справа, а со-
отношение (16.17) – ко второй, получаем, что при n→∞ правая
часть есть

O

(
n

L∑
k=1

1√
n− k

1√
kn(x− x0)2

)
=

= O

( L∑
k=1

1
√
n− k

√
k

)
= O

( √
L√

n− L

)
= o(1).
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Следовательно,

lim sup
n→∞

Σ2 (n,∆, L, x0) = 0. (16.22)

Рассмотрим Σ3 (n,∆, L, x0, ε). Ввиду теоремы 16.1 и ограни-
ченности функции x exp

(
−x2/2

)
, x ∈ [0,+∞), при n→∞

P
(
Sn−k ∈ (σ

√
nx− (m+ 1)∆, σ

√
nx−m∆], T >n− k

)
= O

(
∆
n

)
равномерно по всем слагаемым, представленным в Σ3(n,∆,
L, x0, ε), поэтому при n→∞

Σ3(n,∆, L, x0, ε) = O

(
n

1
n

n(1−ε)∑
k=L+1

+∞∑
m=0

P(τ = k;Sk > m∆)∆
)

=

= O

( n(1−ε)∑
k=L+1

E (Sτ ; τ = k)
)

=

= O
(
E(Sτ ; τ > L)

)
.

Поскольку ESτ конечно, то

lim sup
L→∞

lim sup
n→∞

Σ3 (n,∆, L, x0, ε) = 0. (16.23)

Далее,

Σ4 (n,∆, L, x0, ε) 6 n

n(1−ε)∑
k=L+1

P
(
Sn−k 6 σ

√
nx0, T > n− k

)
×

× P
(
τ = k, Sk > σ

√
n (x− x0)

)
.

Применяя соотношение (16.12) к первой вероятности справа, по-
лучаем, что при n→∞

Σ4 (n,∆, L, x0, ε) = O

(
n√
nε

P
(
τ > L, Sτ > σ

√
n (x− x0)

))
.

По неравенству Чебышева

P
(
τ > L, Sτ > σ

√
n (x− x0)

)
6

E (Sτ ; τ > L)
σ
√
n (x− x0)

L→∞→ 0
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(здесь учтено, что математическое ожидание ESτ конечно). По-
этому

lim
L→∞

lim sup
n→∞

Σ4 (n,∆, L, x0, ε) = 0. (16.24)

Наконец, рассмотрим Σ5 (n,∆, L, x0, ε). Поскольку (см. соот-
ношение (16.16)) при k →∞

P (τ = k,m∆ < Sk 6 (m+ 1)∆ + y) = O

(
y + ∆
k3/2

)
и

∞∑
m=0

P
(
Sn−k ∈

(
σ
√
nx− (m+ 1)∆, σ

√
nx−m∆

]
, T > n− k

)
6

6 P(T > n− k),

то при n→∞

Σ5 (n,∆, L, x0, ε) = O

(
n

n−1∑
k=n(1−ε)

P(T > n− k)
y + ∆
k3/2

)
=

= O

(
n

n−1∑
k=n(1−ε)

1
k3/2

√
n− k

)
=

= O

(
n

n3/2(1− ε)3/2

n−1∑
k=n(1−ε)

1√
n− k

)
=

= O

( √
nε√

n (1− ε)3/2

)
= O

( √
ε

(1− ε)3/2

)
.

Следовательно,

lim
ε→0

lim sup
n→∞

Σ5 (n,∆, L, x0, ε) = 0. (16.25)

Из соотношений (16.20), (16.22)–(16.25) следует, что

lim sup
n→∞

nP
(
T
(
σ
√
nx
)

= n, Sn − σ
√
nx 6 y

)
6

x√
2π

e−
x2
2 G2(y).

Аналогично показывается, что

lim inf
n→∞

nP
(
T
(
σ
√
nx
)

= n, Sn − σ
√
nx 6 y

)
>

x√
2π

e−
x2
2 G2(y).
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Соотношение (16.15) установлено. Требуемая равномерность по-
лучается некоторым уточнением приведенных рассуждений. Тео-
рема доказана.

Замечание 16.2. Теорема 16.2 справедлива и при y = +∞.
Это установлено Эппелем в работе [12]. Наше доказательство так-
же проходит при y = +∞, если вместо (16.16) воспользовать-
ся оценкой P (τ = n) = O

(
1/n3/2

)
, n → ∞, которая является

очевидным следствием соотношения (16.19) и следующей оцен-
ки (см. [12, лемма 2]): при n→∞

P
(
τ > n, Sn ∈ (x− 1, x]

)
= O

(
|x− 1|/n3/2

)
(16.26)

равномерно по x ∈ (−∞, 0].

Теорема 16.3. В условиях теоремы 16.1 для произвольного
y > 0 при n→∞

P (τ = n, Sn 6 y) ∼ c2
2
G2(y)n−

3
2 ,

где c2 – положительная постоянная (та же, что и в замеча-
нии 14.1), G2(y) – собственная функция распределения (такая
же, как и в теореме 16.2).

Прежде чем доказывать эту теорему, сформулируем утвер-
ждение, касающееся свертки двух числовых последовательностей
(доказательство предоставляется читателю).

Лемма 16.3. Пусть числовые последовательности {an} и
{bn} таковы, что an = O

(
n−1

)
при n → ∞, ряд

∑∞
n=0 |an| схо-

дится, существует конечный предел limn→∞
√
n bn := b. Тогда

lim
n→∞

√
n

n∑
k=0

an−kbk = bA,

где A =
∑∞

i=0 ai .

Доказательство теоремы 16.3. Рассмотрим равенство (16.18)
при z = 0. Применив к нему лемму 16.3 с учетом теоремы Стоуна
и соотношения (16.16), получаем, что при n→∞

P (τ = n, Sn 6 y) ∼ 1√
2πσ

(
y −

∫ y

0

P (Sτ 6 y − u) du
)
n−3/2.
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Но выражение в скобках равно ESτ −E (Sτ − y;Sτ > y). Поэтому,
ввиду (16.21), при n→∞

P (τ = n, Sn 6 y) ∼ G2(y)
2πc1

n−3/2.

Осталось применить замечание 14.1. Теорема доказана.

Замечание 16.3. Теорема 16.3 справедлива и при y = +∞
(см. [12]).

В заключение лекции переформулируем теорему 16.2 для мо-
мента первого достижения случайным блужданием {Sn} полуоси
(−∞, x] при x ∈ (−∞, 0). Обозначим его T (x). В условиях теоре-
мы 16.1 для произвольных x ∈ (0,+∞), y ∈ (0,+∞] при n→∞

P
(
T
(
−σ

√
nx
)

= n, Sn + σ
√
nx > −y

)
=

=
1

n
√

2π
xe−

x2
2 G1(y) + o

(
1
n

)
, (16.27)

где G1(y) – собственная функция распределения, более точно

G1(y) =
√

2πc2
σ

[
−EST + E(ST + y;ST 6 −y)

]
. (16.28)

Указанное соотношение выполняется равномерно по x ∈ (a,+∞),
y ∈ (0, b), где a, b – произвольные положительные числа. Кроме
того, в условиях теоремы 16.1 для произвольного y ∈ (0,+∞] при
n→∞

P (T = n, Sn > −y) ∼ c1
2
G1(y)n−3/2, (16.29)

где c1 – положительная постоянная (та же, что и в соотноше-
нии (16.12)).
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Лекция 17
Локальная версия принципа инвариантности
Иглхарта и ее применение для случайных

блужданий с отрицательным сносом

В принципе инвариантности Иглхарта случайное блуждание
рассматривается при условии {T > n}. Что будет, если это усло-
вие заменить на условие {T = n}, локализующее момент попада-
ния блуждания на полуось (−∞, 0]?

Положим

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1], n ∈ N.

Теорема 17.1. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

распределение X1 является либо центрально решетчатым, либо
нерешетчатым, тогда для произвольного y ∈ [0,+∞] при n→∞{

Yn(t), t ∈ [0, 1]
∣∣ T = n, Sn > −y

} D→W+
0 ,

где W+
0 – броуновская экскурсия.

Доказательство. Сначала установим сходимость конечно-
мерных распределений. Зафиксируем m ∈ N и моменты времени
t1, t2, . . . , tm такие, что 0 < t1 < t2 < · · · < tm < 1. Покажем, что
для фиксированных положительных a1, a2, . . . , am при n→∞

P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;T = n, Sn > −y) ∼

∼ c1G1(y)
2

P
(
W+

0 (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m
)
n−3/2, (17.1)

где c1 – положительная постоянная, о которой идет речь в заме-
чании 15.1; G1 – собственная функция распределения, заданная
формулой (16.28). Напомним, что при n→∞

P(T > n) ∼ c1√
n
. (17.2)

Запишем представление:

n−3/2P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;T = n, Sn > −y) =
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=
∫ am

0

P

(
Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m− 1;

Sbntmc

σ
√
n

∈ dxm

∣∣∣∣ T > bntmc
)
×

× (n− bntmc)×
× P

(
T
(
−σ

√
nxm

)
= n− bntmc ,

Sn−bntmc + σ
√
nxm > −y

)
×

× n−3/2P (T > bntmc)
n− bntmc

.

Откуда в силу принципа инвариантности Иглхарта и соотноше-
ний (16.27) и (17.2)

lim
n→∞

n−3/2P (Yn (ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m;T = n, Sn > −y) =

= c1G1(y)
∫ am

0

P

(√
tmW

+

(
ti
tm

)
6 ai,

i = 1, . . . ,m− 1;
√
tmW

+(1) ∈ dxm

)
×

× 1√
2πtm (1− tm)3

xme
− x2

m
2(1−tm) .

Учитывая, что броуновская извилина является марковским про-
цессом и вспоминая вид ее переходной плотности p+ (см. лек-
цию 11), находим, что последний интеграл равен

∫ a1/
√

tm

0

. . .

∫ am−1/
√

tm

0

∫ am

0

p+

(
0, 0;

t1
tm
, x1

)
×

× p+

(
t1
tm
, x1;

t2
tm
, x2

)
. . . p+

(
tm−1

tm
, xm−1; 1,

xm√
tm

)
×

× 1√
2πtm (1− tm)3

xme
− x2

m
2(1−tm) dx1 . . . dxm =

=
1
2

∫ a1/
√

tm

0

. . .

∫ am−1/
√

tm

0

∫ am

0

2x1

(t1/tm)3/2
e
− x2

1
2(t1/tm)×
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× g

(
t2 − t1
tm

, x1, x2

)
. . . g

(
tm − tm−1

tm
, xm−1,

xm√
tm

)
×

× 1√
2πtm (1− tm)3

xme
− x2

m
2(1−tm) dx1 . . . dxm.

После замены
√
tmx1 на x1, . . . ,

√
tmxm−1 на xm−1 перепи-

шем последнее выражение, учитывая, что при любом a > 0√
ag (at,

√
ax,

√
ay) = g(t, x, y):

1
2

∫ a1

0

. . .

∫ am

0

2x1√
2πt31

e−
x2
1

2t1 g (t2 − t1, x1, x2)× · · ·×

× g (tm − tm−1, xm−1, xm) f (tm, xm) dx1 . . . dxm,

где
f(t, x) =

x

(1− t)3/2
e−

x2
2(1−t) .

Подынтегральное выражение можно переписать в виде:

2x1√
2πt31

e−
x2
1

2t1 f (t1, x1) g (t2 − t1, x1, x2)
f (t2, x2)
f (t1, x1)

× · · ·×

× g (tm − tm−1, xm−1, xm)
f (tm, xm)

f (tm−1, xm−1)
=

= p+
0 (0, 0; t1, x1) . . . p+

0 (tm−1, xm−1; tm, xm) ,

где p+
0 – переходная плотность броуновской экскурсии (см. лек-

цию 11). Итак, соотношение (17.1) доказано.
Учитывая теперь, что (см. соотношение (16.29)) при n→∞

P (T = n, Sn > −y) ∼ c1
2
G1(y)n−3/2, (17.3)

получаем, что

lim
n→∞

P (Yn(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m |T = n, Sn > −y) =

= P
(
W+(ti) 6 ai, i = 1, . . . ,m

)
. (17.4)

Установим, что для любых ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P (wYn(δ) > ε |T = n, Sn > −y) = 0, (17.5)
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Очевидно, что

wYn (δ; 0, 1) 6 wYn

(
δ; 0,

1
2

)
+ wYn

(
δ;

1
2
, 1
)
. (17.6)

Сначала покажем, что

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P

(
wYn

(
δ; 0,

1
2

)
> ε

∣∣∣∣ T = n, Sn > −y
)

= 0. (17.7)

Достаточно, ввиду (17.4), показать, что при любом a > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P

(
wYn

(
δ; 0,

1
2

)
> ε,

Sbn/2c

σ
√
n
>a

∣∣∣∣ T = n, Sn > − y

)
= 0.

Но последняя вероятность равна (используем принцип инвари-
антности Иглхарта и соотношения (16.27), (17.2) и (17.3))∫ +∞

a

P

(
wYn

(
δ; 0,

1
2

)
> ε,

Sbn/2c

σ
√
n

∈ dx
∣∣∣∣ T > bn/2c

)
×

× P (T > bn/2c)
P (T = n, Sn > −y)

×

× P
(
T (−σ

√
nx) = n− bn/2c, Sn−bn/2c + σ

√
nx> − y

)n→∞→

n→∞→
∫ +∞

a

P
(
wW+ (2δ; 0, 1) > ε

√
2 ,W+(1)/

√
2 ∈ dx

)
×

× 4

√
2
π
xe−x2

6

6 KP
(
wW+(2δ; 0, 1) > ε

√
2
) δ→0→ 0,

где K – положительная постоянная. Итак, соотношение (17.7) до-
казано.

Теперь покажем, что

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P

(
wYn

(
δ;

1
2
, 1
)

> ε

∣∣∣∣ T = n, Sn > −y
)

= 0. (17.8)

Осуществим переход к двойственному случайному блужданию
{S̃i}: при достаточно больших четных n

P

(
wYn

(
δ;

1
2
, 1
)

> ε

∣∣∣∣ T = n, Sn > −y
)

=
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=
1

P (T = n, Sn > −y)
×

×
∫ 0

−y

P

(
wYn

(
δ;

1
2
, 1
)

> ε, T = n, Sn ∈ dx
)

6

6
1

P (T = n, Sn > −y)
×

×
∫ 0

−y

P

(
weYn

(2δ; 0, 1/2) > ε, max
16i6n−1

S̃i < x, S̃n ∈ dx
)

6

6
1

P (T = n, Sn > −y)
×

×
∫ 0

−y

P
(
weYn

(2δ; 0, 1/2) > ε, τ̃ > n, S̃n ∈ dx
)

=

=
1

P (T = n, Sn > −y)
×

× P
(
weYn

(2δ; 0, 1/2) > ε, τ̃ > n, S̃n > −y
)

(17.9)

(здесь Ỹn, τ̃ означают то же для {S̃i}, что Yn и τ для {Si}).
Лемма 17.1. В условиях теоремы 17.1 для любого случайно-

го события An из σ (X1, . . . , Xn) и произвольного числа y > 0
существуют такие положительные постоянные K , L, M (не
зависящие от n), что для всех n

P (An, τ > n, Sn > −y) 6 K · P (An, n < τ 6 n+ L, Sτ 6 M) .

Доказательство. Существуют такие положительные числа
x0, M (x0 < M), что P (x0 < X1 6 M) > 0. Возьмем L = dy/x0e,
K = P (x0 < X1 6 M)−L. Тогда

P (An, τ > n, Sn > −y) P (x0 < Xn+1 6 M, . . . , x0 < Xn+L 6 M) =
= P (An, τ >n, Sn > − y, x0<Xn+1 6M, . . . , x0<Xn+L 6M) 6

6 P (An, n < τ 6 n+ L, Sτ 6 M) .

Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. В силу леммы 17.1 правая
часть (17.9) не превосходит

K
L∑

i=1

P(τ̃ = n+ i, Sn+i 6 M)
P (T = n, Sn > −y)

×

× P
(
weYn

(2δ; 0, 1/2) > ε
∣∣ τ̃ = n+ i, S̃n+i 6 M

)
.
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Переходя к пределу при n → ∞ с учетом (17.3), (17.7) и теоре-
мы 16.3, получаем (17.8). Из (17.6)–(17.8) следует (17.5). Из (17.4)
и (17.5) следует утверждение теоремы.

Полученная локальная версия принципа инвариантности Игл-
харта позволяет установить условные принципы инвариантности
для случайного блуждания с отрицательным сносом. Итак, пред-
положим, что

−∞ 6 EX1 < 0.

Кроме того, предположим, что выполнено одностороннее условие
Крамера:

(A) ∃a ∈ (0,+∞) : E exp (aX1) < +∞.
Рассмотрим функцию

θ(t) = E exp (tX1) .

Еe область определения содержит [0, a]. Предположим, что вы-
полнено еще одно условие: функция θ(t) достигает своего мини-
мума во внутренней точке τ области определения, т.е.

(B) θ′(τ) = 0 при τ ∈ (0, a).
Наконец, предположим, что
(C) распределение X1 является либо центрально решетчатым,

либо нерешетчатым.
Заметим, что у функции θ(t), t ∈ (0, a), существуют производ-

ные любого порядка и

θ′(t) = E [X1 exp (tX1)] , θ′′(t) =
[
EX2

1 exp (tX1)
]
.

Далее,

lim
t→0

θ′(t) = EX1 < 0, θ′′(t) > 0 при t ∈ (0, a) ,

поэтому функция θ′(t) возрастает на (0, a) и, если пересекает ось
абсцисс, то только в одной точке τ , в которой функция θ (·) до-
стигает минимума. Положим θ(τ) = γ. Поскольку limt↓0 θ(t) = 1,
то γ < 1.

Зафиксируем t ∈ (0, a]. Пусть X
(t)
1 , X

(t)
2 , . . . – независимые

одинаково распределенные случайные величины с функцией рас-
пределения

F (t)(x) =
1
θ(t)

∫ x

0

etu dF (u),
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где F (u) – функция распределения случайной величины X1. Вве-
дем случайное блуждание

S
(t)
0 = 0, S(t)

n =
n∑

i=1

X
(t)
i , n ∈ N,

называемое сопряженным к блужданию {Sn}.
Пусть f (x1, . . . , xn) – произвольная измеримая числовая

функция от n числовых переменных. Тогда

Ef (S1, . . . , Sn) =
∫
· · ·
∫ +∞

−∞
f

(
x1, . . . ,

n∑
i=1

xi

)
dF (x1) . . . dF (xn)=

= θn(t)
∫
· · ·
∫ +∞

−∞
f

(
x1, . . . ,

n∑
i=1

xi

)
×

× etx1

θ(t)
dF (x1) . . .

etxn

θ(t)
dF (xn) e−t

Pn
i=1 xi =

= θn(t)
∫
· · ·
∫ +∞

−∞
f

(
x1, . . . ,

n∑
i=1

xi

)
×

× dF (t) (x1) . . . dF (t)(xn) e−t
Pn

i=1 xi =

= θn(t)E
[
f
(
S

(t)
1 , . . . , S(t)

n

)
e−tS(t)

n
]
,

причем, если существует одно математическое ожидание, то су-
ществует и другое.

Очевидно, что
{
S

(τ)
n

}
является случайным блужданием с ну-

левым сносом, т.к.

EX
(τ)
1 =

1
γ

E
(
X1e

τX1
)

=
1
γ
θ′(τ) = 0.

Найдем шаговую дисперсию этого блуждания:

E
(
X

(τ)
1

)2 =
1
γ

E
(
X2

1e
τX1
)

=
θ′′(τ)
γ

∈ (0,+∞) .

Таким образом, случайное блуждание
{
S

(τ)
n

}
удовлетворяет

обычным условиям, которые ранее рассматривались (следует ска-
зать, что случайная величина X(τ)

1 имеет конечные моменты лю-
бого порядка).
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Теорема 17.2. Пусть −∞ 6 EX1 < 0 и выполнены условия
(A), (B), (C). Тогда при n→∞

P(T > n) ∼ c3γ
nn−3/2, (17.10)

P (T = n) ∼ c4γ
nn−3/2, (17.11)

где c3 , c4 – положительные постоянные, причем c4 = c3(1− γ)/γ .
Далее, случайные последовательности {Sn |T > n} и {Sn |T = n}
сходятся по распределению при n → ∞, и для произвольного
y ∈ R

lim
n→∞

P (T > n, Sn 6 y) γ−nn3/2 = c3G3(y), (17.12)

lim
n→∞

P (T = n, Sn > −y) γ−nn3/2 = c4G4(y), (17.13)

где G3(y), G4(y) – некоторые собственные функции распределе-
ния.

Доказательству этой теоремы предпошлем две леммы, причем
доказательство первой из них предоставляется читателю.

Лемма 17.2. Пусть две числовые последовательности {an}
и {bn} связаны следующим соотношением:

∞∑
n=0

ans
n = exp

( ∞∑
n=1

bns
n

)
,

когда s принадлежит некоторой окрестности точки 0. Если
limn→∞ bnn

3/2 = b, то

lim
n→∞

ann
3/2 = bA,

где A =
∑∞

i=0 ai .

Лемма 17.3. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

распределение X1 является либо центрально решетчатым, либо
нерешетчатым. Тогда для произвольного λ ∈ (0,+∞) при n→∞

E
(
e−λSn ;T > n

)
∼ 1√

2πσλ

∞∑
i=0

E
(
e−λSi ;T > i

)
n−3/2.
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Доказательство. В силу теоремы Стоуна при n→∞∫ +∞

0

e−λxP (Sn ∈ dx) =
1√

2πnσ

∫ +∞

0

e−λxe−
x2

2σ2n dx+ o

(
1√
n

)
=

1√
2πnσλ

+ o

(
1√
n

)
. (17.14)

Запишем тождество Спарре–Андерсена: при λ > 0, |s| < 1

1 +
∞∑

n=1

snE
(
e−λSn ;T > n

)
= exp

[ ∞∑
n=1

sn

n
E
(
e−λSn ;Sn > 0

)]
.

Ввиду (17.14) при n→∞

bn :=
1
n

E
(
e−λSn ;Sn > 0

)
∼ 1√

2πσλ
n−3/2,

поэтому по лемме 17.2 при n→∞

an := E
(
e−λSn ;T > n

)
∼ 1√

2πσλ

∞∑
i=0

E
(
e−λSi ;T > i

)
n−3/2.

Лемма доказана.

Доказательство теоремы 17.2. Заметим, что в силу лем-
мы 17.3 для произвольного λ ∈ (−τ,+∞) при n→∞

E
(
e−λSn ;T > n

)
= γnE

(
e−(λ+τ)S(τ)

n ;T (τ) > n
)
∼

∼ 1√
2πσ(τ) (λ+ τ)

∞∑
i=0

E
(
e−(λ+τ)S

(τ)
i ;T (τ) > i

)
γnn−3/2,

(17.15)

где σ(τ), T (τ) означают то же самое для
{
S

(τ)
n

}
, что σ, T для {Sn}.

Из (17.15) при λ = 0 получаем, что при n→∞

P(T > n) ∼ 1√
2πσ(τ)τ

∞∑
i=0

E
(
e−τS

(τ)
i ;T (τ) > i

)
γnn−3/2,

т.е. соотношение (17.10) доказано. Из (17.10) следует (17.11): при
n→∞

P (T = n) = P (T > n− 1)− P (T > n) ∼ c3

(
1
γ
− 1
)
γnn−3/2.
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Из (17.10) и (17.15) получаем, что при λ ∈ (−τ,+∞)

lim
n→∞

E
(
e−λSn |T > n

)
=

τ

λ+ τ

∑∞
i=0 E

(
e−(λ+τ)S

(τ)
i ;T (τ) > i

)∑∞
i=0 E

(
e−τS

(τ)
i ;T (τ) > i

) .

Ряд в числителе мажорируется по λ ∈ (0,+∞) сходящимся
числовым рядом, поэтому существует предел правой части при
λ ↓ 0, равный 1. По теореме непрерывности для преобразова-
ния Лапласа все это означает, что случайная последовательность
{Sn |T > n} сходится по распределению при n→∞ к случайной
величине с некоторой функцией распределения G3(y). Откуда,
учитывая соотношение (17.10), получаем (17.12) для y, являю-
щихся точками непрерывности функции G3 (более тонкий анализ
показывает, что соотношение (17.12) справедливо для всех y ∈ R).
Наконец, при y > 0

P (Sn 6 −y, T = n) = P (T > n− 1, Sn 6 −y) ,

поэтому

P (Sn 6 −y |T = n) =

=
P (T > n− 1)

P (T = n)
P (Sn−1 6 −Xn − y |T > n− 1) .

Применяя (17.10)–(17.12), получаем, что

lim
n→∞

P (Sn 6 −y |T = n) =
1

1− γ
EG3 (−X1 − y) ,

причем предел правой части при y ↓ 0 равен 1 (доказатель-
ство предоставляется читателю). Итак, установлены сходимость
по распределению при n → ∞ случайной последовательности
{Sn |T = n} и, следовательно, соотношение (17.13). Теорема до-
казана.

Положим

Zn(t) =
Sbntc

σ(τ)
√
n
, t ∈ [0, 1], n ∈ N.

Теорема 17.3. В условиях теоремы 17.2 для произвольного
y ∈ [0,+∞] при n→∞{

Zn(t), t ∈ [0, 1]
∣∣ T = n, Sn > −y

} D→W+
0 .
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Доказательство. Рассмотрим произвольное борелевское
множество A из D[0, 1] такое, что P

(
W+

0 ∈ ∂A
)

= 0. Предполо-
жим сначала, что y ∈ (0,+∞). Переходом к сопряженному слу-
чайному блужданию

{
S

(τ)
n

}
получаем, что

P (Zn ∈ A |T = n, Sn > −y) =

=
∫ 0

−y

P
(
Z(τ)

n ∈ A,S(τ)
n ∈ dz

∣∣ T (τ) = n, S(τ)
n > −y

)
×

×
γn e−τzP

(
T (τ) = n, S

(τ)
n > −y

)
P(T = n, Sn > −y)

, (17.16)

где Z(τ)
n (t) = S

(τ)
bntc/

(
σ(τ)

√
n
)
. Дробь в правой части (17.16), ввиду

соотношения (17.3) и теоремы 17.2, стремится к(
c
(τ)
1 G

(τ)
1 (y)/(2c4G4(y))

)
exp (−τz)

равномерно по z ∈ [−y, 0], где c(τ)
1 , G(τ)

1 (y) означают то же са-
мое для

{
S

(τ)
n

}
, что c1, G1(y) для {Sn}. В силу локальной версии

принципа инвариантности Иглхарта при z ∈ [0, y]

lim
n→∞

P
(
Z(τ)

n ∈ A,S(τ)
n > −z

∣∣ T (τ) = n, S(τ)
n > −y

)
=

= P
(
W+

0 ∈ A
) G(τ)

1 (z)

G
(τ)
1 (y)

.

Поэтому предел правой части (17.16) при n→∞ равен

P
(
W+

0 ∈ A
) ∫ 0

−y

c
(τ)
1 exp(−τz) dG(τ)

1 (z)
2c4G4(y)

.

При A = D[0, 1] получаем, что все это выражение равно 1 и,
следовательно, последний интеграл равен 1. Итак,

lim
n→∞

P (Zn ∈ A |T = n, Sn > −y) = P
(
W+

0 ∈ A
)
.

Утверждение теоремы при y = +∞ следует из доказанно-
го и сходимости по распределению при n → ∞ случайной
последовательности{Sn |T = n} (см. теорему 17.2). Теорема до-
казана.
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Следующий результат представляет собою принцип инвари-
антности Иглхарта для случайного блуждания с отрицательным
сносом, удовлетворяющего условию Крамера.

Теорема 17.4. В условиях теоремы 17.2 при n→∞{
Zn(t), t ∈ [0, 1]

∣∣ T > n
} D→W+

0 .

Доказательство. Для произвольного борелевского множе-
ства A из D[0, 1]

P (Zn ∈ A |T > n) =
∞∑

k=1

P (Zn ∈ A |T = n+ k)
P (T = n+ k)

P(T > n)

причем ряд сходится равномерно по n, поскольку его k-й член
не превосходит P (T = n+ k) /P (T > n), а это отношение, в свою
очередь, при достаточно больших n и при всех k ∈ N не пре-
восходит cγk, где c – некоторая положительная постоянная. По
теореме 17.3, если P

(
W+

0 ∈ ∂A
)

= 0, то

lim
n→∞

P (Zn ∈ A |T = n+ k) = P
(
W+

0 ∈ A
)
.

Следовательно, с учетом теоремы 17.2 получаем, что

lim
n→∞

P (Zn ∈ A |T > n) = P
(
W+

0 ∈ A
) ∞∑

k=1

c4
c3
γk = P

(
W+

0 ∈ A
)
.

Теорема доказана.
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Лекция 18
Ветвящиеся процессы Гальтона–Ватсона

Пусть в момент времени 0 имеется одна частица. В момент 1
она порождает k частиц с вероятностью pk, k ∈ N0, а сама исче-
зает (предполагается, что

∑∞
k=0 pk = 1). Эти k частиц образуют

первое поколение. Затем в момент времени 2 частицы первого
поколения порождают независимо друг от друга и от предыс-
тории каждая свое количество частиц в соответствии с тем же
вероятностным распределением {pk}, а сами исчезают. Получа-
ется второе поколение и т.д. Обозначим Zn число частиц в n-ом
поколении. Случайная последовательность {Zn} называется вет-
вящимся процессом Гальтона–Ватсона.

Следует отметить почтенный возраст этой вероятностной мо-
дели и огромное количество публикаций, посвященных ей, в том
числе замечательные монографии [6], [8], [10].

Введем производящую функцию числа непосредственных по-
томков одной частицы:

ϕ(s) = EsZ1 =
∞∑

k=0

pks
k, s ∈ [−1, 1] .

Обозначим α1, α2, . . . число потомков от 1-й, 2-й, . . . частиц пер-
вого поколения. Тогда

Z2 = α1 + α2 + · · ·+ αZ1 ,

причем Z1, α1, α2, . . . – независимые случайные величины с оди-
наковой производящей функцией ϕ(s). Поэтому производящая
функция случайной величины Z2 равна

EsZ2 = Esα1+α2+···+αZ1 =
∞∑

k=0

E
(
sα1+α2+···+αk ;Z1 = k

)
=

=
∞∑

k=0

P (Z1 = k) Esα1+···+αk =
∞∑

k=0

pkϕ
k(s) = ϕ (ϕ(s)) .

Аналогично показывается, что

ϕn(s) := EsZn = ϕ
(
EsZn−1

)
= ϕ (ϕn−1(s)) = ϕ (ϕ (ϕn−2(s))) = · · · .
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Среднее число непосредственных потомков одной частицы
равно

m := EZ1 =
∞∑

k=1

kpk = ϕ′(1).

Точно так же
EZn = ϕ′n(1) = (ϕ′(1))n

,

и поэтому

lim
n→∞

EZn =


+∞, если ϕ′(1) > 1;
1, если ϕ′(1) = 1;
0, если ϕ′(1) < 1.

В соответствии с этим процесс {Zn} называется надкритическим,
если m > 1; критическим, если m = 1; докритическим, если
m < 1.

Пусть T – продолжительность жизни процесса {Zn}, т.е.
ZT−1 > 0, а ZT = 0 (следовательно, ZT+1 = 0, ZT+2 = 0, . . . ).
Иногда T называют моментом вырождения {Zn}. Будем в даль-
нейшем считать, что p0 + p1 < 1.

Теорема 18.1. В докритическом и критическом случаях

P (T < +∞) = 1,

т.е. процесс {Zn} вырождается с вероятностью 1. В надкрити-
ческом случае

P (T < +∞) < 1,

т.е. процесс продолжается неограниченно долго с положитель-
ной вероятностью.

Доказательство. Рассмотрим вероятность вырождения

P (T 6 n) = P (Zn = 0) = ϕn(0). (18.1)

Очевидно, события {T 6 n} не убывают с ростом n, поэтому

lim
n→∞

P (T 6 n) = P (T < +∞) := q.

Найдем q. В силу (18.1)

q = lim
n→∞

ϕn(0) = lim
n→∞

ϕ (ϕn−1(0)) = ϕ
(

lim
n→∞

ϕn−1(0)
)

= ϕ(q),
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т.е.

q = ϕ(q), q ∈ [0, 1]. (18.2)

Поскольку ϕ′′(s) > 0, то функция ϕ(s) является выпуклой вниз,
ϕ(0) = p0 > 0. Если ϕ′(1) 6 1, то уравнение (18.2) имеет един-
ственный корень q = 1. Если же ϕ′(1) > 1, то наряду с q2 = 1
уравнение (18.2) имеет еще корень q1 ∈ [0, 1). Нетрудно показать,
что ϕn(0) → q1 при n→∞. Теорема доказана.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением критического слу-
чая. В следующей теореме находится асимптотика при n → ∞
вероятности невырождения P(T > n).

Теорема 18.2 (Колмогоров). Пусть процесс {Zn} являет-
ся критическим и DZ1 := 2b, 0 < b < +∞. Тогда при n→∞

P(T > n) ∼ 1
bn
.

Доказательство. Положим Pn = P(T > n) = P (Zn > 0).
Тогда

Pn = 1− ϕn(0), Pn+1 = 1− ϕn+1(0) =⇒ Pn+1 = 1− ϕ (1− Pn) .

Введем функцию g(x) = 1− ϕ (1− x). Ясно, что

Pn+1 = g (Pn) .

Заметим, что g(0) = 0, g′(0) = ϕ′(1) = 1, g′′(0) = −ϕ′′(1) = −2b.
По формуле Тейлора

g(x) = x− bx2 + o
(
x2
)
, x→ 0.

Положим x = Pn и рассмотрим последовательность an = 1/Pn.
Поскольку Pn → 0 при n→∞, то

an+1 − an =
Pn − Pn+1

PnPn+1
=
Pn − g (Pn)
Png (Pn)

=

=
bP 2

n (1 + o(1))
P 2

n (1− bPn + o (Pn))
n→∞→ b.

Следовательно, при n→∞

an = a1 + (a2 − a1) + · · ·+ (an − an−1) ∼ nb =⇒ Pn ∼
1
bn
.

Теорема доказана.
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Теорема 18.3 (Яглом). Если выполнены условия теоре-
мы 18.2, то при n→∞{

Zn

bn

∣∣∣∣ Zn > 0
}

D→ ξ,

где ξ – случайная величина, имеющая показательное распределе-
ние с параметром 1.

Доказательство. Рассмотрим преобразование Лапласа ле-
вой части: при λ > 0

E
(
e−λZn/(bn)

∣∣ Zn > 0
)

=
1

P (Zn > 0)
E
(
e−λZn/(bn);Zn > 0

)
=

=
1
Pn

∞∑
k=1

e−λk/(bn)P (Zn = k) . (18.3)

Заметим, что при n→∞

e−λ/(bn) − 1 ∼ −λ/(bn) ∼ −PN ,

если N ∼ n/λ. Более точно, незначительно изменяя λ (на λn:
λn ↓ λ) для каждого из всех достаточно больших n можно подо-
брать такое натуральное N (N ∼ n/λ), что

e−λn/(bn) − 1 = −PN =⇒ e−λnk/(bn) = (1− PN )k
.

Поэтому ввиду (18.3)

E
(
e−λnZn/(bn)

∣∣ Zn > 0
)

=
1
Pn

∞∑
k=1

P (Zn = k) (1− PN )k =

=
1
PN

P (Zn+N = 0, Zn > 0) =

=
1
Pn

[P(T > n)− P (T > n+N)] ∼

∼ 1− n

n+N
=

N

n+N
∼ 1

1 + λ
, n→∞.

Правая часть есть преобразование Лапласа случайной величи-
ны ξ, имеющей показательное распределение с параметром 1.
Осталось заметить, что

0 6 E
(
e−λZn/(bn) − e−λnZn/(bn)

∣∣ Zn > 0
)

6
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6 E

(
e−λZn/(bn) (λn − λ)

Zn

bn

∣∣∣∣ Zn > 0
)

6

6
(λn − λ)

bn
E (Zn |Zn > 0) =

(λn − λ)
bnPn

n→∞→ 0,

т.к. E (Zn |Zn > 0) = 1/Pn. Теорема доказана.

Следующий результат принадлежит Феллеру и Линдваллу
(см. [18], [23]).

Теорема 18.4. В условиях теоремы 18.2 для любого x0 ∈
(0,+∞) при n→∞{

Zbntc

bn
, t ∈ [0,+∞)

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
}

D→ Y,

где Y = {Y (t), t ∈ [0,+∞)} – однородный неотрицательный мар-
ковский процесс (с непрерывными траекториями), стартующий
из точки x0 , с поглощающим состоянием в точке 0 и переходной
плотностью p(t, x, y) при положительных x, y , преобразование
Лапласа которой при t > 0 равно∫ +∞

0

e−λyp(t, x, y) dy = exp
(
− λx

1 + λt

)
− exp

(
−x
t

)
, λ ∈ (0,+∞) .

Замечание 18.1. Сходимость в теореме 18.4 следует пони-
мать как сходимость по распределению в пространстве D [0, a]
при любом a ∈ (0,+∞).

Замечание 18.2. Процесс Y является диффузионным и на-
зывается феллеровской диффузией. Следует отметить, что фелле-
ровская диффузия удовлетворяет стохастическому дифференци-
альному уравнению

dY (t) =
√

2Y (t) dW (t).

Приведем без доказательства следующий результат Ю. В.Про-
хорова, обобщающий теорему Пуассона для схемы Бернулли.

Лемма 18.1. Пусть µn – число успехов в n испытаниях
Бернулли с вероятностью успеха pn . Если limn→∞ npn = c,
c ∈ (0,+∞), то

∞∑
k=0

|P (µn = k)− P (µ = k)| 6 2c
n

min(2, c),
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где µ – случайная величина, имеющая распределение Пуассона с
параметром c.

Доказательство теоремы 18.4. Зафиксируем произвольное
положительное число t и установим сначала сходимость последо-
вательности случайных величин

{
Zbntc/(bn)

∣∣ Z0 = bbnx0c
}

при
n → ∞. Рассмотрим те частицы из нулевого поколения, кото-
рые имеют потомков в bntc-м поколении. Пусть µn – их число, а
ξ
(nt)
1 , ξ

(nt)
2 , . . . – число потомков в bntc-м поколении первой, вто-

рой, . . . таких частиц. Очевидно, что µn, ξ
bntc
1 , ξ

bntc
2 , . . . – незави-

симые случайные величины. В силу теоремы Пуассона для схемы
Бернулли (см. также лемму 18.1) с учетом теоремы 18.2 получа-
ем, что при n→∞

µn
D→ µ, (18.4)

где µ имеет распределение Пуассона с параметром x0/t. Далее,
по теореме Яглома при n→∞

ξ
(nt)
i

bnt

D→ ξi, (18.5)

где случайная величина ξi (i = 1, 2, . . . ) имеет показательное
распределение с параметром 1. Ясно, что случайные величины
µ, ξ1, ξ2, . . . можно считать независимыми. В силу (18.4) и (18.5)
при любом x ∈ [0,+∞)

P

(
Zbntc

bn
6 x

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)

= P

( µn∑
i=1

ξ
(nt)
i /(bn) 6 x

)
=

=
∞∑

k=0

P

( k∑
i=1

ξ
(nt)
i /(bn) 6 x

)
P (µn = k) n→∞→

n→∞→
∞∑

k=0

P

(
t

k∑
i=1

ξi 6 x

)
P (µ = k) = P (t (ξ1 + · · ·+ ξµ) 6 x) ,

(18.6)

причем это соотношение выполняется равномерно по x0 ∈
(0, c), где c – произвольное положительное число, что следует
из леммы 18.1. Преобразование Лапласа случайной величины
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t (ξ1 + · · ·+ ξµ) равно

E e−λt(ξ1+···+ξµ) =
∞∑

k=0

(
E e−λtξ1

)k
P (µ = k) =

=
∞∑

k=0

(
1

1 + λt

)k (x0/t)
k

k!
e−x0/t =

= exp
(
− λx0

1 + λt

)
, λ ∈ (0,+∞) . (18.7)

Из соотношений (18.6) и (18.7) следует, что при любых x ∈
[0,+∞)

lim
n→∞

P

(
Zbntc

bn
6 x

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)

=

=
∫ x

0

p (t, x0, u) du+ exp (−x0/t) (18.8)

равномерно по x0 ∈ (0, c), где c – произвольное положительное
число.

2) Установим сходимость конечномерных распределений мето-
дом математической индукции по размерности m распределения.
При m = 1 эта сходимость уже установлена. Пусть при некотором
m ∈ N, произвольных моментах времени t1, t2, . . . , tm таких, что
0 6 t1 < t2 < · · · < tm, и любых положительных числах x1, . . . , xm

lim
n→∞

P

(
0 <

Zbntic

bn
6 xi, i = 1, . . . ,m

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)

=

=
∫ x1

0

. . .

∫ xm

0

p (t1, x0, u1)×

× p (t2 − t1, u1, u2) . . . p (tm − tm−1, um−1, um) du1 . . . dum.
(18.9)

Запишем пользуясь тем, что ветвящийся процесс Гальтона–
Ватсона является однородным марковским процессом, что при
tm+1 > tm и произвольном положительном xm+1

P

(
0 <

Zbntic

bn
6 xi, i = 1, . . . ,m+ 1

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)

=
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=
∫ xm

0

P

(
0 <

Zbntic

bn
6 xi, i = 1, . . . ,m;

Zbntmc

bn
∈ dum

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)
×

× P

(
0 <

Zbntm+1c

bn
6 xm+1

∣∣∣∣ Zbntmc = bbnumc
)
,

причем вторая вероятность равна

P

(
0 <

Zbntm+1c−bntmc

bn
6 xm+1

∣∣∣∣ Z0 = bbnumc
)

и сходится, ввиду (18.8), равномерно по um ∈ [0, xm] к∫ xm+1

0

p (tm+1 − tm, um, um+1) dum+1.

Откуда, учитывая (18.9), получаем, что

lim
n→∞

P

(
0 <

Zbntic

bn
6 xi, i = 1, . . . ,m+ 1

∣∣∣∣ Z0 = bbnx0c
)

=

=
∫ xm

0

{[∫ x1

0

. . .

∫ xm−1

0

p (t1, x0, u1)× · · ·×

× p (tm−1 − tm−2, um−2, um−1) du1 . . . dum−1

]
×

× p (tm − tm−1, um−1, um) dum×

×
[ ∫ xm+1

0

p (tm+1 − tm, um, um+1) dum+1

]}
=

=
∫ x1

0

. . .

∫ xm+1

0

p (t1, x0, u1)× · · ·×

× p (tm+1 − tm, um, um+1) du1 . . . dum+1.

Итак, доказана справедливость (18.9) с заменой m на (m + 1).
Случай, когда x1 > 0, . . . , xm−1 > 0, а xm = 0 рассматривается
аналогично. Следовательно, сходимость конечномерных распре-
делений установлена.

3) Положим

Z∗n(t) =
Zbntc

bn
, t ∈ [0,+∞) .
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Покажем, что при любых ε, a ∈ (0,+∞)

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′′Z∗

n
(δ; 0, a) > ε

∣∣ Z0 = bbnx0c
)

= 0 (18.10)

равномерно по x0 ∈ (0, c), где c – произвольное положительное
число (определение модуля непрерывности w′′x(δ) при x ∈ D[0, 1]
дано в лекциях 2–3; если в этом определении отрезок [0, 1] за-
менить на [a, b] при 0 6 a 6 b < +∞, то получим определение
w′′x (δ; a, b) при x ∈ D [a, b]).

Лемма 18.2. Если i, j , k , l – неотрицательные цeлые числа,
i 6 j 6 k , то при γ = 4/3

E(l)
(
|Zk − Zj |γ |Zj − Zi|γ

)
6 K1(k − i)γ lγ/2(jl + l2)γ/4,

где K1 – положительная постоянная, не зависящая от i, j , k , l;
E(l) (. . . ) означает E (. . . |Z0 = l).

Доказательство. Очевидно, что

E(l)
(
|Zk − Zj |γ |Zj − Zi|γ

)
= E(l)

(
|Zj − Zi|γE(Zj) (|Zk − Zj |γ)

)
.

Поскольку γ/2 < 1, то по неравенству Йенсена (учитываем, что
DZk = kDZ1)

E(Zj)
(
|Zk − Zj |γ

)
6
(
E(Zj)

(
|Zk − Zj |2

))γ/2 =
(
2bZj (k − j)

)γ/2
.

Теперь положим p = 3/2, q = 3 (1/p + 1/q = 1, 1/p = γ/2, 1/q =
γ/4). По неравенству Гельдера

E(l)
(
|Zj − Zi|γZγ/2

j

)
= E(l)

((
|Zj − Zi|2

)1/p(Z2
j )1/q

)
6

6
(
E(l)
(
|Zj − Zi|2

))1/p(
E(l)(Z2

j )
)1/q =

=
(
E(l)
(
|Zj − Zi|2

))γ/2(
E(l)(Z2

j )
)γ/4 =

= (2bl (j − i))γ/2 (2bjl + l2
)γ/4

.

Осталось учесть, что k− j 6 k− i, j − i 6 k− i. Лемма доказана.

Ввиду леммы 18.2 при 0 6 t1 6 t 6 t2 6 a

E
(
|Z∗n(t)− Z∗n (t1)|γ |Z∗n (t2)− Z∗n(t1)|γ

∣∣ Z0 = bbnx0c
)

6
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6 K1 (bnt2c − bnt1c)γ ×

× (bbnx0c)γ/2 (bntc bbnx0c+ (bbnx0c)2
)γ/4

/(bn)2γ 6

6 K2 (t2 − t1)
γ
, (18.11)

где K2 – положительная постоянная, не зависящая от t1, t, t2;
постоянная K2 может быть выбрана общей для всех x0 ∈ (0, c),
где c – произвольное положительное число.

Вспоминая лемму 2.6 и учитывая (18.11), получаем соотноше-
ние (18.10), которое выполняется равномерно по x0 ∈ (0, c), где c
– произвольное положительное число.

4) Из сходимости конечномерных распределений и соотноше-
ния (18.10), ввиду теоремы 2.2, следует утверждение доказывае-
мой теоремы.

Следующий результат установлен Ламперти, Неем и Даррет-
том (см. [16], [21]).

Теорема 18.5. В условиях теоремы 18.2 при n→∞{
Zbntc

bn
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ T > n

}
D→ Y +,

где Y + = {Y +(t), t ∈ [0, 1]} – неоднородный марковский процесс
(с непрерывными траекториями), стартующий из нуля и поло-
жительный при t ∈ (0, 1], с переходной плотностью

p (s, x; t, y) =

=



e−y, s = 0, t = 1, x = 0, y > 0;

t−2 e−y/t
[
1− e−y/(1−t)

]
,

0 = s < t < 1, x = 0, y > 0;

p (t− s, x, y)
1− exp (−y/ (1− t))
1− exp (−x/(1− s))

,

0 < s < t < 1, x > 0, y > 0;
p (1− s, x, y) / [1− exp (−x/(1− s))] ,

0 < s < t = 1, x > 0, y > 0.

Здесь p(t, x, y) та же функция, что и в теореме 18.4.

Замечание 18.3. Процесс Y + является диффузионным с ко-
эффициентами сноса и диффузии

a(s, x) = 2
x/(1− s)

exp (x/(1− s))− 1
и σ2(s, x) = x [2 + a(s, x)]
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соответственно.

Доказательство. Установим сначала сходимость конечно-
мерных распределений. Рассмотрим m ∈ {2, 3, . . . } и моменты
времени t1, t2, . . . , tm такие, что 0 < t1 < t2 < · · · < tm = 1. Пока-
жем, что для любых положительных x1, . . . , xm

lim
n→∞

P
(
Z∗n (ti) 6 xi, i = 1, . . . ,m

∣∣ T > n
)

=

=
∫ x1

0

. . .

∫ xm

0

p (0, 0; t1, y1)×

× p (t1, y1; t2, y2) . . . p (tm−1, ym−1; 1, ym) dy1 . . . dym.
(18.12)

Установим (18.12) индукцией по m. При m = 2

P
(
Z∗n(t1) 6 x1, Z

∗
n(1) 6 x2

∣∣ T > n
)

=

=
∫ x1

0

P

(
Zbnt1c

bn
∈ dy1

∣∣∣∣ T > bnt1c
)
×

× P

(
0 <

Zn−bnt1c

bn
6 x2

∣∣∣∣ Z0 = bbny1c
)

P (T > bnt1c)
P(T > n)

.

Откуда, применяя теоремы 18.2, 18.3 и соотношение (18.8), полу-
чаем, что предел правой части равен∫ x1

0

1
t21
e−y1/t1 dy1

∫ x2/(1−t1)

0

p

(
1,

y1
1− t1

, y2

)
dy2 =

=
∫ x1

0

1
t21
e−y/t1 dy1

∫ x2

0

p (1− t1, y1, y2) dy2 =

=
∫ x1

0

∫ x2

0

p (0, 0; t1, y1) p (1− t1, y1, y2) dy1 dy2

(здесь использовано, что cp(ct, cx, cy) = p(t, x, y), c > 0). Итак,
соотношение (18.12) при m = 2 доказано.

Пусть (18.12) справедливо при некотором m > 2. Тогда, снова
применяя теорему 18.2 и соотношение (18.8), получаем, что

P
(
Z∗n(ti) 6 xi, i = 1, . . . ,m+ 1

∣∣ T > n
)

=

=
∫ xm

0

P
(
Z∗n(ti) 6 xi, i = 1, . . . ,m− 1;

Z∗n(tm) ∈ dym

∣∣ T > btmnc
)
×
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× P

(
0<

Zn−bntmc

bn
6xm+1

∣∣∣∣Z0 = bbnymc
)

P (T > btmnc)
P (T > n)

n→∞→

n→∞→ 1
t2m

∫ xm/tm

0

dym

{[∫ x1/tm

0

. . .

∫ xm−1/tm

0

p

(
0, 0;

t1
tm
, y1

)
×

× p

(
t1
tm
, y1;

t2
tm
, y2

)
. . . p

(
tm−1

tm
, ym−1; 1, ym

)
dy1 . . . dym−1

]
×

×
∫ xm+1

1−tm

0

p

(
1,

ym

1− tm
, ym+1

)
dym+1

}
.

Учитывая связь p (s, x; t, y) с p (t− s, x, y) видим, что правая часть
равна∫ x1/tm

0

. . .

∫ xm−1/tm

0

∫ xm+1/(1−tm)

0

1
t21
e−y1tm/t1×

× p

(
t2 − t1
tm

, y1, y2

)
. . . p

(
tm − tm−1

tm
, ym−1, ym

)
×

× p

(
1,

ym

1− tm
, ym+1

)
dy1 . . . dym+1 =

=
∫ x1

0

. . .

∫ xm

0

∫ xm+1

0

1
t21
e−y1/t1×

× p (t2 − t1, y1, y2) . . . p (tm − tm−1, ym−1, ym)×
× p (1− tm, ym, ym+1) dy1 . . . dym+1 =

=
∫ x1

0

. . .

∫ xm+1

0

p (0, 0; t1, y1)×

× p (t1, y1; t2, y2) . . . p (tm−1, ym; 1, ym+1) dy1 . . . dym+1.

Итак, соотношение (18.12) с заменой m на (m+1) доказано. Сле-
довательно, сходимость конечномерных распределений установ-
лена.

Покажем, что любого ε > 0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
w′′Z∗

n
(δ) > ε

∣∣ T > n
)

= 0. (18.13)

Заметим, что при γ ∈ (0, 1) и δ < γ

w′′Z∗
n
(δ) 6 max

i6γn

Zi

bn
+ w′′Z∗

n
(δ; γ − δ, 1) . (18.14)
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Случайная последовательность {Zi/bn} является мартингалом,
поэтому по неравенству Дуба

P

(
max
i6γn

Zi

bn
> ε

∣∣∣∣ T > n

)
6 P

(
max
i6γn

Zi

bn
> ε

)
/P(T > n) 6

6
EZ2

γn

b2n2ε2P (T > n)
6

2bγn+ 1
b2n2ε2P (T > n)

.

Вспоминая теорему 18.2, получаем, что

lim
γ→0

lim sup
n→∞

P

(
max
i6γn

Zi

bn
> ε

∣∣∣∣ T > n

)
= 0. (18.15)

Далее,

P
(
w′′Z∗

n
(δ; γ − δ, 1) > ε

∣∣ T > n
)

6

6
1

P(T > n)

∫ +∞

0

P

(
Z(γ−δ)n

bn
∈ dx, T > (γ − δ)n

)
×

× P
(
w′′Z∗

n
(δ) > ε

∣∣ Z0 = bbnxc
)
.

Разобьем интеграл на два при A > 0: в первом I1 (n, γ,A) ин-
тегрирование ведется от 0 до A, а во втором I2 (n, γ,A) – от A
до +∞. Очевидно, что

I2 (n, γ,A) 6 P

(
Z(γ−δ)n

bn
> A

∣∣∣∣ T > (γ − δ)n
)

P (T > (γ − δ)n)
P(T > n)

.

Из теорем 18.2 и 18.3 следует, что

lim
A→+∞

lim sup
n→∞

I2 (n, γ,A) = 0. (18.16)

Ввиду (18.10)

lim
δ→0

lim sup
n→∞

I1 (n, γ,A) = 0. (18.17)

Из (18.14)–(18.17) следует (18.13).
Из сходимости конечномерных распределений и соотноше-

ния (18.13), ввиду теоремы 2.2, следует утверждение доказыва-
емой теоремы.
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Лекции 19–20
Ветвящиеся процессы в случайной среде

При рассмотрении ветвящегося процесса Гальтона–Ватсона
предполагалось, что частицы в разных поколениях размножа-
ются в соответствии с одним и тем же вероятностным законом.
Предположим теперь, что эти законы зависят от номера поколе-
ния, т.е. при n, k ∈ N0

P(одна частица из n-го поколения порождает k частиц) = p
(n)
k .

Положим Πn =
{
p
(n)
0 , p

(n)
1 , . . .

}
, n ∈ N0. Совокупность Π0,Π1, . . .

называется средой (в данном случае изменяющейся, в отличие
от постоянной для процесса Гальтона–Ватсона). Все остальные
предположения (одна частица в нулевом поколении, частицы раз-
множаются независимо друг от друга и от предыстории процесса)
сохраним. Получившийся процесс называется ветвящимся про-
цессом в изменяющейся среде.

Обозначим Zn число частиц в n-м поколении этого процесса.
Интересно отметить,что случайная последовательность {Zn} яв-
ляется марковской цепью, и если p

(n)
0 > 0 для каждого n ∈ N,

то п.н. существует предел {Zn} при n→∞, который может рав-
няться и +∞. Действительно, если, например, цепь {Zn} имеет
две предельные точки m,n ∈ N, то она совершает бесконечное
число переходов из состояния m в состояние n, но вероятность
этого события равна нулю, поскольку вероятность хотя бы одно-
го перехода из состояния m в состояние n меньше единицы (есть
шанс, что цепь выродится за один шаг). Оказывается (см. [24]),
что если p(n)

1 > 0 для каждого n ∈ N, то предел {Zn} при n→∞
равен некоторому натуральному числу с положительной вероят-
ностью тогда и только тогда, когда

∞∏
n=1

p
(n)
1 > 0 ⇐⇒

∞∑
n=1

(
1− p

(n)
1

)
< +∞.

Это совсем просто понять, когда предел {Zn} равен единице. Чи-
тателю предоставляется возможность доказать справедливость
данного утверждения в случае, когда этот предел больше еди-
ницы.
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Рассмотренная модель ветвящегося процесса в изменяющейся
среде имеет один недостаток, состоящий в том, что затруднитель-
но хранить информацию о счетном числе законов размножения.
Поэтому возникает мысль считать, что сами эти законы порож-
дены некоторым случайным механизмом, а при условии, что они
зафиксированы, размножение частиц происходит так, как описа-
но выше.

Всюду в дальнейшем будем считать, что случайные последо-
вательности Π0,Π1, . . . независимы и одинаково распределены.
Совокупность Π0,Π1, . . . называется случайной средой.

Формализуем приведенное выше описание процесса. Введем
производящие функции числа непосредственных потомков:

ϕn(s) =
∞∑

k=0

p
(n)
k sk, s ∈ [−1, 1] , n ∈ N0.

В случае ветвящегося процесса в изменяющейся среде про-
изводящая функция числа частиц в n-ом поколении равна
ϕ0 (ϕ1 (ϕ2 (. . . ϕn−1(s) . . . ))).

Ветвящийся процесс в случайной среде (ВПСС) определяется
соотношением

E
(
sξn

∣∣ Π0,Π1, . . . ,Πn−1

)
=

= ϕ0 (ϕ1 (ϕ2 (. . . ϕn−1(s) . . . ))) , s ∈ [−1, 1] , n ∈ N, (19.1)

где ξn означает число частиц в n-м поколении, ξ0 = 1. Таким обра-
зом, при условии, что случайная среда фиксирована, получается
ветвящийся процесс в изменяющейся среде.

Положим

P̂ (. . . ) = P (. . . |Π0,Π1, . . . ) , Ê (. . . ) = E (. . . |Π0,Π1, . . . ) .

По свойству условного математического ожидания для любого
борелевского множества B из R∞

P ({ξn} ∈ B) = EP̂ ({ξn} ∈ B) . (19.2)

Из (19.1) вытекает, что

Êξn = ϕ′0(1)ϕ′1(1) . . . ϕ′n−1(1). (19.3)
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В дальнейшем предполагается, что случайные величины p
(0)
0 , p

(0)
1

положительны п.н. Положим

Xn = lnϕ′n−1(1), n ∈ N.

Случайные величины X1, X2, . . . являются независимыми и оди-
наково распределенными. Рассмотрим случайное блуждание

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi, n ∈ N,

которое называется сопровождающим для процесса {ξn}. Тогда
(19.3) означает, что

Êξn = eSn . (19.4)

Поэтому в силу (19.2)

Eξn = E(Êξn) = E eSn . (19.5)

Будем в дальнейшем предполагать, что математическое ожи-
дание EX1 определено, т.е. либо конечно, либо равно +∞ или −∞.
Случайное блуждание {Sn} ведет себя по-разному в зависимости
от знака сноса. Если 0 < EX1 6 +∞, то в силу усиленного зако-
на больших чисел Sn → +∞ п.н. при n → ∞ и по лемме Фату
Eξn → +∞. Если же 0 > EX1 > −∞, то Sn → −∞ п.н. при
n → ∞. Поэтому кажется разумной следующая классификация.
ВПСС называется надкритическим, если 0 < EX1 6 +∞; докри-
тическим, если −∞ 6 EX1 < 0; критическим, если EX1 = 0.

ВПСС вырождается с вероятностью 1, если он является кри-
тическим или докритическим. Действительно,

P̂ (ξn > 0) = 1− ϕ0 (ϕ1 (. . . (ϕn−1(0)) . . . )) 6

6 min
16k6n

ϕ′(1)ϕ′(1) . . . ϕ′k−1(1) = min
16k6n

eSk = emin16k6n Sk .

(19.6)

Поэтому

P (ξn > 0) 6 E emin06k6n Sk . (19.7)

При EX1 6 0 min06k6n Sk → −∞ и по теореме о мажорируемой
сходимости

lim
n→∞

P (ξn > 0) = 0,
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значит, ВПСС {ξn} вырождается с вероятностью 1. В надкрити-
ческом случае (при некоторых дополнительных предположениях)
случайный процесс {ξn} не вырождается с положительной веро-
ятностью.

В дальнейшем ограничимся рассмотрением критического слу-
чая. При этом будем предполагать, что EX2

1 := σ2, 0 < σ2 < +∞.
Нашей целью является нахождение асимтотики вероятности
невырождения P (ξn > 0) и теорема о сходимости по растределе-
нию в D[0, 1] последовательности случайных процессов{

ξbntc

Êξbntc
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

при n → ∞. Заметим, что сходимость ξbntc/Êξbntc п.в. обеспечи-
вается теоремой Дуба о сходимости мартигналов, поскольку слу-
чайная последовательность {ξn/Êξn}, рассматриваемая при фик-
сированной случайной среде, является неотрицательным мартин-
галом. Рассмотрение условия {ξn > 0} вызвано тем, что процесс
{ξn} вырождается с вероятностью 1.

Ввиду (19.7) ясно, что событие {ξn > 0} связано с такими тра-
екториями сопровождающего случайного блуждания {Sn}, что
min06k6n Sk > −x при положительных x, близких к нулю.

Положим при n ∈ N0

Ln = min
06i6n

Si.

Для блуждания {Sn} рассмотрим последовательность строгих
нижних лестничных моментов T ′1, T ′2, . . . и введем функцию

v(x) =

{
1 +

∑∞
i=1 P

(
ST ′

i
> −x

)
, x > 0;

0, x < 0.

В лекции 15 (см. теорему 15.3 и соотношения (15.16)–(15.18)) по-
казано, что для x ∈ [0,+∞) при n→∞

P (Ln > −x) ∼ c0v(x)√
n

, (19.8)

где c0 – положительная постоянная; существует такая положи-
тельная постоянная K, не зависящая от x, n, что при всех x ∈
[0,+∞), n ∈ N,

P (Ln > −x) 6
Kv(x)√

n
; (19.9)
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функция v(x) является гармонической в следующем смысле:

Ev(x+X1) = v(x), x > 0; (19.10)

наконец, при x→ +∞

v(x) = x/EST ′ +O(1). (19.11)

Рассмотрим для каждого n ∈ N минимальные σ-алгебры, об-
разованные Π0,Π1, . . . ,Πn−1, ξ0, ξ1, . . . , ξn:

Fn = σ (Π0,Π1, . . . ,Πn−1; ξ0, ξ1, . . . , ξn) .

Последовательность F1,F2, . . . образует фильтрацию F.

Лемма 19.1. Случайная последовательность

v(Sn)I {Ln > 0} , n ∈ N,

образует мартингал относительно фильтрации F с мерой P.

Доказательство. Требуется показать, что при каждом n∈N

E (v(Sn+1)I {Ln+1 > 0} |Fn) = v(Sn)I {Ln > 0} . (19.12)

Действительно,

v(Sn+1)I {Ln+1 > 0} = v(Sn +Xn+1)I {Ln > 0} ,

поэтому

E
(
v(Sn+1)I {Ln+1 > 0}

∣∣ Fn

)
= I {Ln > 0}E

(
v(Sn +Xn+1)

∣∣ Fn

)
.

Поскольку функция v(x) является гармонической (см. (19.10))

E
(
v(Sn +Xn+1)

∣∣ Fn

)
= v(Sn),

что и приводит к (19.12). Лемма доказана.

Введем вероятностные меры P+
n на Fn:

dP+
n = v(Sn)I {Ln > 0} dP, n ∈ N.

Ввиду леммы 19.1 они согласованы, поэтому (возможно с заменой
исходного вероятностного пространства) существует такая мера
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P+, определенная на минимальной σ-алгебре, содержащей все σ-
алгебры Fn, что ограничение P+ на Fn совпадает с P+

n , n ∈ N. То-
гда, очевидно, для любой Fn-измеримой знакоопределенной или
ограниченной случайной величины Yn, n ∈ N, справедливо равен-
ство

E+Yn = E (Ynv(Sn)I {Ln > 0}) , (19.13)

где E+ означает математическое ожидание, соответствующее ме-
ре P+.

Лемма 19.2. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞.

Тогда для любой Fk-измеримой ограниченной случайной величи-
ны Uk , k ∈ N,

lim
n→∞

E (Uk |Ln > 0) = E+Uk. (19.14)

Если, кроме того, последовательность U1, U2, . . . равномерно
ограничена, согласована с фильтрацией F и сходится P+-п.н. к
случайной величине U∞ , то

lim
n→∞

E (Un |Ln > 0) = E+U∞. (19.15)

Доказательство. Заметим, что

E (Uk |Ln > 0) = E (UkI {Lk > 0} I {Lk,n > −Sk}) /P (Ln > 0) =
= E (UkI {Lk > 0}P (Lk,n > −x) |x=Sk

) /P (Ln > 0) ,

где Lk,n = min06i6n−k (Sk+i − Sk), k = 0, 1, . . . , n. Откуда по тео-
реме о мажорируемой сходимости с учетом (19.8), (19.9) и (19.13)
получаем (19.14).

Выберем произвольное число γ > 1. Тогда аналогично полу-
чаем, что при k 6 n

|E (Un − Uk |Lγn > 0)| =
=
∣∣E ((Un − Uk) I {Ln > 0}P(L(γ−1)n > − x)|x=Sn

)∣∣ /P (Lγn > 0)

6 K1E (|Un − Uk| v (Sn) ;Ln > 0) = K1E
+ |Un − Uk| , (19.16)

где K1 – положительная постоянная, не зависящая от k и n. Пе-
реходя к пределу при n → ∞, а затем при k → ∞, получаем
из (19.16), что

lim sup
n→∞

E (Un |Lγn > 0)− E+U∞ 6 0,
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lim inf
n→∞

E (Un |Lγn > 0)− E+U∞ > 0.

Итак,
lim

n→∞
E (Un |Lγn > 0) = E+U∞.

Для справедливости (19.15) осталось заметить, что

E (Un |Lγn > 0) =
P (Ln > 0)
P (Lγn > 0)

E (Un |Ln > 0)−

− 1
P (Lγn > 0)

E (Un;n < T ′1 6 γn) ,

причем, ввиду соотношения (19.8), рассматриваемого при x = 0,

lim
γ→1

lim
n→∞

P (n < T ′1 6 γn)
P (Lγn > 0)

= 0.

Лемма доказана.

Случайная последовательность {Sn, n ∈ N0} при замене ис-
ходной вероятностной меры P на P+ перестает быть случайным
блужданием, но является, как нетрудно понять, однородной неот-
рицательной марковской цепью с переходной функцией

P+ (x, dy) =
v(y)
v(x)

P (x+X1 ∈ dy) , x, y > 0.

Эта марковская цепь получила в англоязычной литературе на-
звание random walk conditioned to stay positive и является попу-
лярным объектом научных исследований. Рассмотрим некоторые
свойства указанной марковской цепи.

Введем случайную величину

ν = min {m > 1: Sm+n > Sm для любого n ∈ N0} ,

т.е. ν – первый среди всех таких моментов времени, когда буду-
щая траектория лежит не ниже положения в этот момент. Други-
ми словами, случайный момент ν является временем наступления
первого перспективного минимума случайной последовательно-
сти {Sn}. Напомним, что τ ′1 означает первый слабый верхний
лестничный момент для {Sn}. Следующий, важный для дальней-
шего результат принадлежит Танака (см. [26]).
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Лемма 19.3. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

исходная мера P заменена на P+ . Тогда ν < +∞ P+-п.н. и
1) случайные последовательности {Sn} и {S∗n}, где S∗n =

Sν+n − Sν , n ∈ N0 , имеют одинаковое распределение;
2) случайные последовательности (ν, S1, . . . , Sν) и {S∗n} неза-

висимы;
3) при всех k ∈ N и x > 0 выполняется равенство

P+ (ν = k, Sν ∈ dx) = P
(
τ ′1 = k, Sτ ′1

∈ dx
)
.

Доказательство. Пусть x > 0. Ввиду монотонности функ-
ции v(x)

E+

( +∞∑
n=0

I {Sn 6 x}
)

=
+∞∑
n=0

E+I {Sn 6 x} =

=
+∞∑
n=0

E (I {Sn 6 x} v (Sn) ;Ln > 0) 6

6 v(x)
+∞∑
n=0

E (I {Sn 6 x} ;Ln > 0) =

= v(x)
+∞∑
n=0

P (Sn 6 x, Ln > 0) < +∞ (19.17)

(по поводу последней суммы см. соотношение (15.15)). Из соот-
ношения (19.17) следует, что марковская цепь {Sn} уходит в +∞
при n → ∞ P+-п.н. Но это означает, что ν < +∞ P+-п.н. Дей-
ствительно, S1 > 0 и существует такое натуральное число n0, что
Sn > S1 при n > n0. Тогда ν является моментом первого дости-
жения минимума для последовательности S1, . . . , Sn0 .

Положим

hz(x) =
v (x− z)
v(x)

, x, z ∈ [0,+∞) .

Заметим, что 0 6 hz(x) 6 1 при всех x, z ∈ [0,+∞); hz(x) = 0 при
0 6 x < z; limx→+∞ hz(x) = 1 при z ∈ [0,+∞), так как v(x) → +∞
и v(x)− v (x− z) = O(1) при x→ +∞ (см. соотношение (19.11)).
Кроме того, в силу (19.10)∫ +∞

0

hz(y)P+ (x, dy) = hz(x), 0 6 z 6 x.
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Поэтому случайная последовательность {hz (Sn) , n ∈ N0} явля-
ется мартингалом относительно фильтрации F и вероятностной
меры P+.

Положим для z > 0 и k ∈ N0

σz,k = min {n : n > k, Sn < z} .

Это – марковский момент относительно фильтрации F, поэтому
случайная последовательность

{
hz

(
Sn∧σz,k

)
, n ∈ N0

}
при z > 0

и k ∈ N0 является мартингалом относительно фильтрации F и
вероятностной меры P+. Следовательно, при n > k, z > 0, x > 0

E+
(
hz

(
Sn∧σz,k

) ∣∣ Sk = x
)

= hz(x). (19.18)

Так как Sn → +∞ при n→∞ P+-п.н., то из (19.18) по теореме о
мажорируемой сходимости получаем, что при k ∈ N0, z > 0, x > 0

P+ (Sk > z, Sk+1 > z, . . . |Sk = x) = hz(x).

Поэтому, полагая x0 = y0 = 0, находим, что при k,m ∈ N

P+ (ν = k, S1 ∈ dx1, . . . , Sk ∈ dxk, S
∗
1 ∈ dy1, . . . , S∗m ∈ dym) =

= I {x1 > xk, . . . , xk−1 > xk} I {y1 > 0, . . . , ym−1 > 0}×

×
k∏

i=1

P+ (xi−1, dxi)
m∏

j=1

P+ (yj−1 +xk, dyj +xk)hxk
(ym +xk) =

= I {x1 > xk, . . . , xk−1 > xk}×

×
k∏

i=1

P+ (xi−1, dxi)hxk
(xk)

m∏
j=1

P+ (yj−1, dyj) . (19.19)

Здесь учтено, что

P+ (yj−1 + xk, dyj + xk) =

=
v (yj + xk)
v (yj−1 + xk)

P (yj−1 + xk +X1 ∈ dyj + xk) =

=
v (yj + xk)
v (yj−1 + xk)

P (yj−1 +X1 ∈ dyj) =

=
v (yj + xk)
v (yj−1 + xk)

v (yj−1)
v (yj)

P+ (yj−1, dyj)
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и

hxk
(ym + xk)

m∏
j=1

v (yj + xk)
v (yj−1 + xk)

v (yj−1)
v (yj)

=

=
v (ym)

v (ym + xk)

m∏
j=1

v (yj + xk)
v (yj−1 + xk)

v (yj−1)
v (yj)

=
1

v (xk)
= hxk

(xk) .

Из соотношения (19.19) следует, что

P+ (ν= k, S1 ∈ dx1, . . . , Sk ∈ dxk, S
∗
1 ∈ dy1, . . . , S∗m ∈ dym) =

=P+ (ν= k, S1 ∈ dx1, . . . , Sk ∈ dxk) P+ (S∗1 ∈ dy1, . . . , S∗m ∈ dym) ,

что означает справедливость утверждений 1) и 2) леммы.
Докажем утверждение 3):

P+ (ν = k, Sν ∈ dx) =

= P+ (Sk ∈ dx, Sk − Sk−1 < 0, . . . , Sk − S1 < 0)hx(x) =
= P (Sk ∈ dx, Sk − Sk−1 < 0, . . . , Sk − S1 < 0)×

× v(x)I {Lk > 0} 1
v(x)

=

= P (Sk ∈ dx, Sk − Sk−1 < 0, . . . , Sk − S1 < 0) =

= P (Sk ∈ dx, S1 < 0, . . . , Sk−1 < 0) = P
(
τ ′1 = k, Sτ ′1

∈ dx
)

(предпоследнее равенство получается переходом к двойственному
случайному блужданию). Лемма доказана.

Замечание 19.1. В условиях доказанной леммы можно по-
лучить более сильный результат. Положим Π∗

n = Πν+n, n ∈ N0.
Тогда P+-п.н.

1) (Π0,Π1, . . . ) и (Π∗
0,Π

∗
1, . . . ) независимы и одинаково распре-

делены;
2) (ν,Π0, . . . ,Πν−1) и (Π∗

0,Π
∗
1, . . . ) независимы.

Положим

ηn =
ϕ′′n−1(1)(
ϕ′n−1(1)

)2 , n ∈ N.

Ясно, что пары (X1, η1) , (X2, η2) , . . . независимы и одинаково
распределены относительно исходной меры P.

Пусть ln+ x означает ln
(
max(x, 1)

)
, x ∈ R.
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Лемма 19.4. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

при некотором ε > 0

E(ln+ η1)2+ε < +∞. (19.20)

Тогда
∑∞

k=0 ηk+1 e
−Sk < +∞ P+-п.н.

Доказательство. Введем последовательность моментов на-
ступления перспективных минимумов случайной последователь-
ности {Sn} : ν(0) = 0, ν(1) = ν, ν(2) = min{m > ν(1) : Sm+n > Sm

для любого n ∈ N0}, . . . . В силу леммы 19.3 (если исходная ме-
ра P заменена на P+) случайные величины Sν(1), Sν(2) − Sν(1), . . .
независимы и одинаково распределены, причем (см. теорему 15.1)
0 < E+Sν(1) < +∞. Поэтому, ввиду усиленного закона больших
чисел, существует такая положительная постоянная c, что при
всех достаточно больших j выполняется P+-п.н. неравенство

Sν(j) > cj. (19.21)

Кроме того, случайные величины ν(1), ν(2) − ν(1), . . . также яв-
ляются независимыми и одинаково распределенными, причем
(см. теорему 15.2)

P+ (ν1 > n) = P (τ ′1 > n) = O
(
1/
√
n
)
, n→ +∞,

поэтому
E+ν

1/2−δ
1 < +∞

для любого δ ∈ (0, 1/2). Это означает, ввиду усиленного закона
больших чисел для случая бесконечного математического ожида-
ния (см. [5, гл. 9, § 3, теорема 13]), что P+-п.н.

ν(1) + (ν(2)− ν(1)) + · · ·+
(
ν(j)− ν(j + 1)

)
=

= ν(j) = O(j2+δ), j → +∞, (19.22)

для любого δ > 0. По определению ν(j) при k > ν(j) выполня-
ется неравенство Sk > Sν(j). Откуда, учитывая (19.21), (19.22),
получаем, что для любого δ ∈ (0, 1/2) можно подобрать такие
положительные постоянные c1, c2, что при всех достаточно боль-
ших k выполняются P+-п.н. неравенства

Sk > Sν(bc1k1/2−δc) > c2k
1/2−δ.
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Следовательно, при k → +∞

e−Sk = O
(
e−k1/2−δ)

(19.23)

P+-п.н. для любого δ ∈ (0, 1/2).
Далее, нетрудно проверить, что функция v (·) удовлетворяет

неравенству v(x+y) 6 v(x)+v(y), x, y ∈ R, поэтому, ввиду (19.13),

P+ (ηk > x) = E (v (Sk) ; ηk > x,Lk > 0) 6

6 E (v (Sk−1) + v (Xk) ; ηk > x,Lk−1 > 0) =
= E (v (Sk−1) ;Lk−1 > 0) P (ηk > x) +

+ E (v (Xk) ; ηk > x)P (Lk−1 > 0) =
= P (η1 > x) + E (v(X1); η1 > x)P (Lk−1 > 0) . (19.24)

Из условия (19.20) по неравенству Чебышева находим, что при
x→ +∞

P (η1 > x) = O

(
1

(lnx)2+ε

)
. (19.25)

Ввиду (19.11)
Ev(X1)2−δ < +∞

при любом δ > 0. Откуда, снова учитывая условие (19.20), по
неравенству Гельдера получаем при δ = ε/(3 + 2ε)

E
(
v(X1)(ln+ η1)1+ε/3

)
6

6
(
E(v(X1)2−δ)

) 1
2−δ
(
E(ln+ η1)2+ε

) 1+ε/3
2+ε < +∞. (19.26)

По неравенству Чебышева при x > 1

E(v(X1); η1 > x) 6
1

(lnx)1+ε/3
E
(
v(X1)(ln+ η1)1+ε/3

)
. (19.27)

Из (19.26), (19.27) следует, что при x→ +∞

E (v(X1); η1 > x) = O

(
1

(lnx)1+ε/3

)
. (19.28)

Из (19.8), (19.24), (19.25) и (19.28) получаем, что при x→ +∞

P+ (ηk > x) = O

(
1

(lnx)2+ε
+

1
(lnx)1+ε/3

√
k

)
.
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Следовательно, для всех достаточно малых δ′ > 0 при k →∞

P+
(
ηk > ek1/2−δ′ )

= O
(
k−(1/2−δ′)(2+ε) + k−(1/2−δ′)(1+ε/3)−1/2

)
=

= O
(
k−1−ε/7

)
.

По лемме Бореля–Кантелли находим, что для всех достаточно
малых δ′ > 0 при k →∞ P+-п.н.

ηk = O
(
ek1/2−δ′ )

.

Эта оценка вместе с оценкой (19.23) доказывает лемму.

Известно, что случайная последовательность {Sn} при замене
исходной вероятностной меры P на P+ перестает быть случайным
блужданием. Отсюда следует, что случайные последовательно-
сти Π0,Π1, . . . перестают быть независимыми и одинаково распре-
деленными. Будем называть среду Π0,Π1, . . . , рассматриваемую
при мере P+, условной. А вот ветвящийся процесс {ξn} не переста-
ет быть ветвящимся в условной среде Π0,Π1, . . . , т.е. выполняется
основополагающее равенство (сравните с (19.1)): P+-п.н.

E+
(
sξn

∣∣ Π0, . . . ,Πn−1

)
= ϕ0 (ϕ1 (. . . ϕn−1(s) . . . )) , (19.29)

s ∈ [−1, 1], n ∈ N.
Действительно, выражение справа измеримо относительно

σ (Π0, . . . ,Πn−1). Рассмотрим произвольное случайное событие B
из этой σ-алгебры. Тогда

E+
(
sξn ;B

)
= E

(
sξnv(Sn)I {Ln > 0} ;B

)
=

= E
[
v(Sn)I {Ln > 0} I {B}E

(
sξn

∣∣ Π0, . . . ,Πn−1

)]
=

= E [v(Sn)I {Ln > 0} I {B}ϕ0 (ϕ1 (. . . ϕn−1(s) . . . ))] =

= E+ (ϕ0 (ϕ1 (. . . ϕn−1(s) . . . )) ;B) ,

что и доказывает (19.29).

Лемма 19.5. При s ∈ [0, 1), n ∈ N справедливо неравенство

ϕ0 (ϕ1 (. . . ϕn−1(s) . . . )) 6 1−
(
e−Sn

1− s
+

n−1∑
k=0

ηk+1 e
−Sk

)−1

.
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Доказательство. Положим

ϕk,n(s) = ϕk (ϕk+1 (. . . ϕn−1(s) . . . )) , k = 0, 1, . . . , n− 1;
ϕn,n(s) = s.

Тогда при s ∈ [0, 1)

1
1− ϕ0,n(s)

=
a0

1− ϕ0,n(s)
=

=
an

1− ϕn,n(s)
+

n−1∑
k=0

(
ak

1− ϕk,n(s)
− ak+1

1− ϕk+1,n(s)

)
=

=
an

1− s
+

n−1∑
k=0

akgk (ϕk+1,n(s)) ,

где

ak = e−Sk , gk(s) =
1

1− ϕk(s)
− 1
ϕ′k(1)(1− s)

, k ∈ N0.

Осталось заметить, что

0 6 gk(s) 6 ηk, s ∈ [0, 1) , k ∈ N0. (19.30)

Чтобы показать (19.30), отбросим для простоты индекс k и вос-
пользуемся тем, что функция ϕ(s) выпукла вниз при s ∈ [0, 1):

ϕ′(1)g(s) 6 ϕ′(1)g(s) +
s

1− s

(
1− ϕ′(s)(1− s)

ϕ(1)− ϕ(s)

)
=

=
ϕ′(1)− sϕ′(s)

1− ϕ(s)
− 1. (19.31)

Далее (пусть ϕ(s) =
∑∞

k=0 pks
k),

ϕ′(1)− sϕ′(s)
1− ϕ(s)

=
∞∑

k=1

krk(s), (19.32)

где rk(s) = pk

(
1− sk

)
/ (1− ϕ(s)). Заметим, что при s ∈ [0, 1)

rk+1(s)
rk(s)

=
pk+1

pk

1− sk+1

1− sk
=
pk+1

pk

(
1 +

( k∑
j=1

s−j

)−1)
. (19.33)
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Поскольку правая часть соотношения (19.33) возрастает по s и
справедливо тождество

∑∞
k=0 rk(s) = 1, s ∈ [0, 1), то возрастает

по s правая часть (19.32) и, следовательно, правая часть (19.31),
поэтому

ϕ′(1)g(s) 6 lim
s→1

(
ϕ′(1)− sϕ′(s)

1− ϕ(s)
− 1
)

=
ϕ′′(1)
ϕ′(1)

.

Соотношение (19.30) установлено. Лемма доказана.

Положим

P̂+ (. . . ) = P+ (. . . |Π0,Π1, . . . ) .

Лемма 19.6. Пусть выполнены условия леммы 19.4, тогда
P+-п.н.

P̂+ (ξn > 0 ∀n ∈ N) > 0.

В частности,
P+ (ξn > 0 ∀n ∈ N) > 0.

Более того, при n→∞ P+-п.н.

ξn
expSn

D→ V +,

причем случайная величина V + обладает свойством: P+-п.н.{
V + > 0

}
= {ξn > 0 ∀n ∈ N} .

Доказательство. Ввиду (19.29) P+-п.н.

P̂+ (ξn > 0) = 1− ϕ0,n(0).

Следовательно, по лемме 19.5 выполняется P+-п.н. неравенство

P̂+ (ξn > 0 ∀n ∈ N) >

( ∞∑
k=0

ηk+1 e
−Sk

)−1

.

Но по лемме 19.4 правая часть положительна P+-п.н. Итак,
первое утверждение леммы доказано. Поскольку P+ (. . . ) =
E+P̂+ (. . . ), то второе утверждение вытекает из первого. Третье
утверждение является следствием теоремы Дуба о сходимости
мартингалов.
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Приступим к доказательству последнего утверждения. По-
скольку

{∃n ∈ N : ξn = 0} ⊂
{
V + = 0

}
,

то

P+
(
V + = 0

)
> P+ (∃n ∈ N : ξn = 0) . (19.34)

Покажем, что справедливо противоположное неравенство

P+
(
V + = 0

)
6 P+ (∃n ∈ N : ξn = 0) . (19.35)

Сначала установим, что

P+ (∃n ∈ N : ξn = 0) + P+ (ξn → +∞) = 1. (19.36)

Для этого достаточно показать, что P+-п.н.

P̂+ (∃n ∈ N : ξn = 0) + P̂+ (ξn → +∞) = 1. (19.37)

В свою очередь, для выполнения соотношения (19.37) достаточно
установить (вспомните свойства ветвящегося процесса в изменя-
ющейся среде), что P+-п.н.

∞∑
k=0

(
1− p

(k)
1

)
= +∞. (19.38)

Очевидно, P
(
p
(i)
1 < 1

)
> 0 при любом i ∈ N0, поскольку σ2 6= 0.

Следовательно, P+
(
p
(i)
1 < 1

)
> 0 при любом i ∈ N0. Откуда, учи-

тывая, что по замечанию 19.1 случайная величина ν не зависит
от случайной последовательности Πν , получаем, что

P+
(
p
(ν)
1 < 1

)
> 0.

По замечанию 19.1 случайные величины p
(ν(k))
1 , k ∈ N0, независи-

мы и одинаково распределены. Отсюда следует, что P+-п.н.

∞∑
k=0

(
1− p

(k)
1

)
>

∞∑
k=0

(
1− p

(ν(k))
1

)
= +∞.

Итак, условие (19.38) выполнено, и, следовательно, справедливы
соотношения (19.37) и (19.36).
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Ввиду (19.29) и леммы 19.5, при λ > 0, k = 0, 1, . . . , n− 1,

Ê+
(
exp (−λξn/ expSn)

∣∣ ξk = 1
)

= fk,n

(
exp

(
−λe−Sn

))
6

6 1−
(

e−(Sn−Sk)

1− exp(−λe−Sn)
+

n−1∑
j=k

ηj+1 e
−(Sj−Sk)

)−1

P+-п.н. Поскольку Sn → +∞, ξn/ expSn → V + при n → ∞ P+-
п.н., то, устремляя сначала n, а затем λ к бесконечности, получа-
ем, что P+-п.н.

P̂+
(
V + = 0

∣∣ ξk = 1
)

6 1−
( ∞∑

j=k

ηj+1 e
−(Sj−Sk)

)−1

.

Поскольку момент ν(k) определяется только средой, то P+-п.н.

P̂+
(
V + = 0

∣∣ ξ
ν(k) = l

)
=
(
P̂+
(
V + = 0

∣∣ ξν(k) = 1
))l
.

Из последних двух соотношений находим, что P+-п.н.

P̂+(V + = 0) = Ê+
(
P̂+
(
V + = 0

∣∣ ξν(k)

))
6

6 Ê+

[
1−

( ∞∑
j=ν(k)

ηj+1 e
−(Sj−Sν(k))

)−1]ξν(k)

6

6 P̂+
(
ξ

ν(k) 6 z
)

+ Ê+

[
1−

( ∞∑
j=ν(k)

ηj+1 e
−(Sj−Sν(k))

)−1]z

для произвольного z ∈ N0. По замечанию 19.1 второй член правой
части не зависит от k, поэтому

P+
(
V + = 0

)
6 P+

(
ξ

ν(k) 6 z
)

+ Ê+

[
1−

( ∞∑
j=0

ηj+1 e
−Sj

)−1]z

.

Переходя к пределу при k →∞ и учитывая (19.36), находим, что

P+
(
V + = 0

)
6 P+ (∃n ∈ N : ξn = 0)+Ê+

[
1−
( ∞∑

j=0

ηj+1 e
−Sj

)−1]z

.

Устремляя теперь z к +∞ и учитывая лемму 19.4, получаем
(19.35). Из (19.34) и (19.35) следует требуемое утверждение. Лем-
ма доказана.
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Введем момент первого достижения минимума для последо-
вательности S0, S1, . . . , Sn:

τ(n) = min {i 6 n : Si = Ln} .

Лемма 19.7. Пусть u(x), x > 0, является неотрицательной
и невозрастающей числовой функцией, причем

∫ +∞
0

xu(x) dx <
+∞. Если EX1 = 0, EX2

1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, то для любого
ε > 0 существует такое l ∈ N, что для всех n > l

n∑
k=l+1

E (u (−Sk) ; τ(k) = k) P (Ln−k > 0) 6 εP (Ln > 0) .

Доказательство. В случае, когда распределениеX1 являет-
ся центрально решетчатым или нерешетчатым утверждение лем-
мы элементарно следует из результатов лекции 16 (см. соотноше-
ние (16.26) и лемму 16.3). В общем случае доказательство предо-
ставляется читателю.

Напомним, что

Lk,n = min
06i6n−k

(Sk+i − Sk) , n ∈ N0, k = 0, 1, . . . , n.

Лемма 19.8. Пусть случайные величины V1, V2, . . . равно-
мерно ограничены и при всех k ∈ N0 и некотором m ∈ N0 P-п.н.

E
(
Vn; ξk+m > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk

)
=

= (Vk(m) + o(1))P (Ln > 0) , n→∞, (19.39)

где Vk(m) является Fk-измеримой случайной величиной. Тогда
при n→∞

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0

)
=
( ∞∑

k=0

E (Vk(m); τ(k) = k) + o(1)
)

P (Ln > 0) ,

причем ряд в правой части абсолютно сходится.

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай, когда
0 6 Vn 6 1 при всех n ∈ N. Запишем для произвольного l ∈ N
представление:

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0

)
= I1 (n, l) + I2 (n, l) , (19.40)
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где

I1 (n, l) =
l∑

k=0

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0, τ(n) = k

)
,

I2 (n, l) =
n∑

k=l+1

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0, τ(n) = k

)
.

Очевидно, при k = 0, 1, . . . , n

{τ(n) = k} = {τ(k) = k} ∩ {Ln−k > 0} , (19.41)

поэтому (см. (19.7))

I2 (n, l) 6
n∑

k=l+1

P
(
ξτ(n) > 0, τ(n) = k

)
=

=
n∑

k=l+1

P (ξk > 0, τ(k) = k, Lk,n > 0) 6

6
n∑

k=l+1

E
(
eSk ; τ(k) = k

)
P (Ln−k > 0) . (19.42)

Применение леммы 19.7 при u(x) = exp(−x), x > 0, дает

lim
l→∞

lim sup
n→∞

I2 (n, l)
P (Ln > 0)

= 0. (19.43)

Далее, снова используя (19.41), запишем, что

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0, τ(n) = k

)
=

= E (Vn; ξk+m > 0, τ(k) = k, Lk,n > 0) =

= E
[
E
(
Vn; ξk+m > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk

)
; τ(k) = k

]
.

Заметим, что P-п.н.

E (Vn; ξk+m > 0, Lk,n > 0 |Fk) 6 P (Lk,n > 0 |Fk) = P (Ln−k > 0) ,

что вместе с (19.39) дает возможность применить теорему о ма-
жорируемой сходимости:

lim
n→∞

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0, τ(n) = k

)
/P (Ln > 0) =

= E (Vk(m); τ(k) = k) .
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Откуда следует, что

lim
l→∞

lim
n→∞

I1 (n, l)
P (Ln > 0)

=
∞∑

k=0

E (Vk(m); τ(k) = k) , (19.44)

причем ряд справа абсолютно сходится, поскольку в силу леммы
Фату и соотношения (19.42)

∞∑
k=l+1

E (Vk(m); τ(k) = k) 6

= lim sup
n→∞

n∑
k=l+1

E
(
Vn; ξτ(n)+m > 0, τ(n) = k

)
/P (Ln > 0) 6

6 lim sup
n→∞

n∑
k=l+1

E
(
eSk ; τ(k) = k

)
P (Ln−k > 0) /P (Ln > 0) ,

а последний предел конечен ввиду леммы 19.7. Из соотношений
(19.40), (19.43) и (19.44) следует утверждение леммы.

Замечание 19.2. Утверждение лемм 19.2, 19.6 и 19.8 спра-
ведливо не только в случае, когда ξ0 = 1, но и тогда, когда
ξ0 является неотрицательной целочисленной случайной величи-
ной, не зависящей от случайной среды (при этом случай, когда
P (ξ0 = 0) = 1, исключается).

Теорема 19.1. Пусть EX1 = 0, EX2
1 := σ2 , 0 < σ2 < +∞, и

при некотором ε > 0 E
(
ln+ η1

)2+ε
< +∞. Тогда при n→∞

P (ξn > 0) ∼ c√
n
,

где c – положительная постоянная.

Доказательство. Будем писать Pz и P+
z , если требуется

подчеркнуть, что ξ0 = z, z ∈ N. Положим

Un = I {ξn > 0} ,

тогда P+-п.н.
lim

n→∞
Un = I {ξn > 0 ∀n ∈ N} .

По лемме 19.2 при z ∈ N

lim
n→∞

Pz (ξn > 0 |Ln > 0) = P+
z (ξn > 0 ∀n ∈ N) . (19.45)
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Положим
ψ (z, n) = Pz (ξn > 0, Ln > 0) .

Тогда (19.45) означает, что при n→∞

ψ (z, n) ∼ Pz (Ln > 0) P+
z (ξn > 0 ∀n ∈ N) .

Заметим, что P-п.н.

P (ξn > 0, Lk,n > 0 |Fk) = ψ (ξk, n− k) .

Полагая

Vn = I {ξn > 0} , m = 0, Vk(0) = P+
ξk

(ξn > 0 ∀n ∈ N) ,

видим, что условия леммы 19.8 выполнены, поэтому при n→∞

P (ξn > 0) ∼ c∗P (Ln > 0) , (19.46)

где

c∗ =
∞∑

k=0

E
(
P+

ξk
(ξn > 0 ∀n ∈ N); τ(k) = k

)
< +∞. (19.47)

Ясно, что c∗ > 0, т.к. P+
ξ0

(ξn > 0 ∀n ∈ N) > 0 по лемме 19.6. Вспо-
миная соотношение (19.8), получаем утверждение теоремы.

Теорема 19.2. В условиях теоремы 19.1 при n→∞{
ξbntc

expSbntc
, t ∈ (0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

D→ {V (t), t ∈ (0, 1]} , (19.48)

где {V (t)} – процесс с постоянными положительными траекто-
риями. Сходимость в (19.48) означает сходимость по распреде-
лению в пространстве D [u, 1] при любом u ∈ (0, 1).

Доказательство. Выберем произвольное u ∈ (0, 1). Поло-
жим при t ∈ [u, 1], s ∈ R

Zn(t) =
ξbntc

expSbntc
, Zn = {ξn(t)} , Vs(t) =

V +

exp s
, Vs = {Vs(t)} ,

где случайная величина V + та же, что и в лемме 19.6. Пусть
f – непрерывная ограниченная числовая функция, заданная на
D [u, 1]. Положим

Un = f
(
Zne

−s
)
I {ξn > 0} .
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По лемме 19.6 при n → ∞ последовательности {Zne
−s} и

{I {ξn > 0}} сходятся P+-п.н. соответственно к Vs и I {V + > 0}
в равномерной метрике (на D [u, 1]) и, следовательно, в метрике
Скорохода, поэтому P+-п.н.

lim
n→∞

Un = f (Vs) I
{
V + > 0

}
.

По лемме 19.2 при z ∈ N

E+
z

(
f
(
Zn e

−s
)
I {ξn > 0}

∣∣ Ln > 0
)

= E+
z

(
f (Vs) ;V + > 0

)
.

(19.49)

Положим

ψ (z, s, n) = Ez

(
f
(
Zne

−s
)
; ξn > 0, Ln > 0

)
.

Тогда (19.49) означает, что при n→∞

ψ (z, s, n) ∼ E+
z

(
f (Vs) ;V + > 0

)
P (Ln > 0) .

Заметим, что P-п.н.

E
(
f (Zn) , ξn > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk

)
= ψ (ξk, Sk, n− k) .

Полагая

Vn = f (Zn) I {ξn > 0} , m = 0, Vk(0) = E+
ξk

(
f (Vs) ;V + > 0

)
,

видим, что условия леммы 19.8 выполнены, поэтому при n→∞

E (f (ξn) , ξn > 0) =

=
( ∞∑

k=0

E
(
E+

ξk

(
f (Vs) ;V + > 0

)
; τ(k) = k

)
+ o(1)

)
P (Ln > 0) .

Откуда, ввиду (19.46),

lim
n→∞

E
(
f(ξn)

∣∣ ξn > 0
)

=
1
c∗

∞∑
k=0

E
(
E+

ξk
(f(Vs);V + > 0); τ(k) = k

)
.

Правая часть равна ∫
D[u,1]

f(w)λ(dw),
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где λ – мера на пространстве D [u, 1], задаваемая формулами

λ(dw) =
1
c∗

∞∑
k=0

E (λξk,Sk
(dw) ; τ(k) = k) ,

λz,s(dw) = P+
z

(
V s ∈ dw, V + > 0

)
.

По лемме 19.6 полная масса меры λz,s равна P+
z (ξn > 0 ∀n ∈ N),

поэтому, ввиду (19.47), λ является вероятностной мерой. Меры
λz,s и, следовательно, мера λ сосредоточены на положительных
постоянных функциях w. Теорема доказана.

Теорема 19.3. В условиях теоремы 19.1 при n→∞{
ln ξbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

D→W+,

где W+ – броуновская извилина.

Доказательство. Сначала установим, что в условиях тео-
ремы 19.1 при n→∞{

Sbntc

σ
√
n
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

D→W+. (19.50)

Положим при t ∈ [0, 1], n ∈ N0, k = 0, 1, . . . , n

Yn(t) =
Sbntc

σ
√
n
, Yk,n(t) =

Sbntc∧k

σ
√
n

, Ỹk,n(t) =
Sbntc − Sbntc∧k

σ
√
n

.

Кратко эти процессы обозначим Yn, Yk,n, Ỹk,n соответственно.
Очевидно,

Yn = Yk,n + Ỹk,n.

Пусть m ∈ N0 и k +m 6 n. Рассмотрим произвольную непре-
рывную ограниченную числовую функцию ϕ, заданную наD[0, 1].
Положим для w ∈ D[0, 1], x ∈ [0,+∞)

ψ (w, x) = E
(
ϕ(w + Ỹk+m,n);Lk+m,n > −x

)
.

По принципу инвариантности Иглхарта (точнее, его модифика-
ции для случая, когда случайное блуждание выходит не из нуля,
а из точки x > 0) для фиксированных k, m при n→∞{

Ỹk+m,n

∣∣ Lk+m,n > −x
} D→W+,
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где W+ – броуновская извилина. Следовательно, если последова-
тельность функций wn ∈ D[0, 1], n ∈ N, равномерно сходится при
n→∞ P-п.н. к нулевой функции, то

ψ (wn, x) =
(
Eϕ
(
W+

)
+ o(1)

)
P
(
Ln−(k+m) > −x

)
=

=
(
Eϕ
(
W+

)
+ o(1)

)
v(x)P (Ln > 0) ,

причем последнее равенство объясняется соотношением (19.8).
Поскольку

{Lk,n > 0} = {Lk,k+m > 0} ∩ {Lk+m,n > − (Sk+m − Sk)} (19.51)

и последовательность функций Yk+m,n, n ∈ N0, равномерно схо-
дится при n→∞ P-п.н. к нулевой функции, то

E
(
ϕ (Yn) ; ξk+m > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk+m

)
=

= ψ (Yk+m,n, Sk+m − Sk) I {ξk+m > 0, Lk,k+m > 0} =

=
(
Eϕ
(
W+

)
+ o(1)

)
v (Sk+m − Sk)×

× I {ξk+m > 0, Lk,k+m > 0}P (Ln > 0) (19.52)

при n → ∞ P-п.н. Из соотношений (19.9) и (19.51) следует, что
P-п.н.∣∣E(ϕ (Yn) ; ξk+m > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk+m

)∣∣ 6
6 sup

w∈D[0,1]

|ϕ(w)|P (Lk,n > 0 |Fk+m) 6

6 sup
w∈D[0,1]

|ϕ(w)|P
(
Lk+m,n > − (Sk+m − Sk)

∣∣ Fk+m

)
×

× I {Lk,k+m > 0} 6

6 K1v (Sk+m − Sk) I {Lk,k+m > 0}P
(
Ln−(k+m) > 0

)
(19.53)

для некоторой положительной постоянной K1. Ввиду (19.10)

E
(
v (Sk+m − Sk) ;Lk,k+m > 0

∣∣ Fk

)
= v(0) = 1. (19.54)

Из соотношения (19.52), учитывая (19.53) и (19.54), по теореме о
мажорируемой сходимости под знаком условных математических
ожиданий получаем, что при n→∞ P-п.н.

E
(
ϕ (Yn) ; ξk+m > 0, Lk,n > 0

∣∣ Fk

)
=
(
Eϕ
(
W+

)
+ o(1)

)
×

× E
(
v (Sk+m − Sk) ; ξk+m > 0, Lk,k+m > 0

∣∣ Fk

)
P (Ln > 0) =
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=
(
Eϕ
(
W+

)
+ o(1)

)
P+

ξk
(ξm > 0) P (Ln > 0) , (19.55)

причем последнее равенство объясняется соотношением (19.13).
Положим Vn = ϕ(Yn). По лемме 19.8, ввиду (19.55), при n→∞

E (ϕ (Yn) ; ξτn+m > 0) =

=
(

Eϕ
(
W+

) ∞∑
k=0

E
(
P+

ξk
(ξm > 0); τk = k

)
+ o(1)

)
P (Ln > 0) ,

причем ряд в правой части сходится. В частности, при n→∞

P (ξτn+m > 0) =
( ∞∑

k=0

E
(
P+

ξk
(ξm > 0); τk = k

)
+ o(1)

)
P (Ln > 0) .

Теперь заметим, что∣∣Eϕ (W+
)
P (ξn > 0)− E (ϕ (Yn) ; ξn > 0)

∣∣ 6
6
∣∣Eϕ (W+

)
P (ξn > 0)− E (ϕ (Yn) ; ξτn+m > 0)

∣∣+
+ sup

w∈D[0,1]

|ϕ(w)|E |I {ξn > 0} − I {ξτn+m > 0}|

и

E |I {ξn > 0} − I {ξτn+m > 0}| 6
6
(
P(ξn > 0)− P(ξn+m > 0)

)
+

+
(
P(ξτn+m > 0)− P(ξn+m > 0)

)
.

Откуда, учитывая теорему 19.1, находим, что∣∣Eϕ (W+
)
− E

(
ϕ (Yn)

∣∣ ξn > 0
)∣∣ 6

6 2 sup
w∈D[0,1]

|ϕ(w)|
∣∣∣∣ 1
c∗

∞∑
k=0

E
(
P+

ξk
(ξm > 0); τk = k

)
− 1
∣∣∣∣+ o(1).

(19.56)

По теореме о монотонной сходимости и соотношению (19.47) при
m→∞

∞∑
k=0

E
(
P+

ξk
(ξm > 0); τk = k

)
→ c∗.

Откуда, переходя к пределу в (19.56) при m→∞, получаем тре-
буемое утверждение (19.50).
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Из теоремы 19.2 следует, что при n→∞{
lnZbntc

σ
√
n

, t ∈ (0, 1]
∣∣∣∣ ξn > 0

}
D→ 0. (19.57)

Положим при t ∈ [0, 1] и n таких, что ξn > 0,

Y ∗
n (t) =

ln ξbntc

σ
√
n
.

В качестве следствия соотношений (19.50) и (19.57) находим, что
при n→∞ {

Y ∗
n (t), t ∈ (0, 1]

∣∣ ξn > 0
} D→W+.

Чтобы теперь получить утверждение теоремы (т.е. вместо си-
туации, когда t ∈ (0, 1], рассмотреть ситуацию, когда t ∈ [0, 1])
достаточно показать, что для произвольного ε > 0

lim
u↓0

lim
δ→0

lim sup
n→∞

P
(
wY ∗

n
(δ; 0, u) > ε

∣∣ ξn > 0
)

= 0. (19.58)

Заметим, что при u ∈ (0, 1) и n таких, что ξn > 0,

wY ∗
n

(δ; 0, u) 6 sup
t∈[0,u]

Y ∗
n (t) 6

6 sup
t∈[0,u]

Yn(t) +
(

ln sup
t∈[0,u]

Zn(t)
)/

(σ
√
n ). (19.59)

Используя соотношение (19.50) и непрерывность траекторий бро-
уновской извилины, находим, что для произвольного ε > 0

lim
u↓0

lim
n→∞

P

(
sup

t∈[0,u]

Yn(t) > ε

∣∣∣∣ ξn > 0
)

=

= lim
u↓0

P

(
sup

t∈[0,u]

W+(t) > ε

)
= 0. (19.60)

Случайная последовательность {ξn/ expSn, n ∈ N0}, рассматри-
ваемая при фиксированной случайной среде, является мартин-
галом, поэтому по неравенству Дуба получаем, что при u ∈ (0, 1)
для произвольного положительного ε

P

(
sup

t∈[0,u]

1
σ
√
n

lnZn(t) > ε

∣∣∣∣ ξn > 0
)

6
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6
1

P (ξn > 0)
P

(
sup
i6n

ξi
expSi

> eεσ
√

n

)
6

6
e−εσ

√
n

P (ξn > 0)
→ 0, n→∞ (19.61)

(здесь использована теорема 19.1). Из (19.59)–(19.61) следуют со-
отношение (19.58) и утверждение теоремы.

Замечание 19.3. Обобщение представленной здесь теории
критических ВПСС на случай, когда сопровождающее случайное
блуждание является осциллирующим, изложено в работе [13].

В заключение скажем несколько слов о докритических ВПСС.
Они подразделяются на умеренно докритические, промежуточ-
но докритические и строго докритические в зависимости от то-
го, положительно, равно нулю или отрицательно математическое
ожидание E (ϕ′0(1) lnϕ′0(1)). Оказывается, что если выполнены
некоторые дополнительные условия, то при n→∞

1) в умеренно докритическом случае{
ln ξbntc

σ(τ)
√
n
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

D→W+
0 ,

где W+
0 – броуновская экскурсия, положительная постоянная σ(τ)

определена в лекции 17 (см. доказательство теоремы 17.2);
2) в промежуточно докритическом случае{

ln ξbntc

σ∗
√
n
, t ∈ [0, 1]

∣∣∣∣ ξn > 0
}

D→W0,

где W0 – броуновский мост, σ∗ =
(
E
(
ϕ′0(1) ln2 ϕ′0(1)

)
/Eϕ′0(1)

)1/2
;

3) в строго докритическом случае конечномерные распреде-
ления случайного процесса

{
ξbntc, t ∈ (0, 1)

∣∣ ξn > 0
}

сходятся
к соответствующим распределениям некоторого положительного
случайного процесса, у которого все сечения независимы и оди-
наково распределены.

С этими и близкими к ним результатами можно ознакомиться
по работам [11], [14], [19].
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