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10.1. Нерекурсивные цифровые фильтры

	Уравнение (9.1.2') можно рассматривать как алгоритм последовательного вычисления значений [image: image1.png]ykAD), F=0,1,2,...,



по значениям входного сигнала [image: image2.png](KAL)



и предыдущих вычисленных значений [image: image3.png]y(kAL)



при известных значениях коэффициентов aj, bk и задании определенных начальных условий - значений [image: image4.png](KAL)



и [image: image5.png]y(kAL)



при k < 0. 

[image: image6.png]N M
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	(10.1.1)


Интервал дискретизации в цифровых последовательностях обычно принимается равным 1, т.к. выполняет только роль масштабного множителя. При нулевых значениях коэффициентов aj уравнение (10.1.1) переходит в уравнение дискретной свертки входной функции x(k) с оператором bn: 

	[image: image7.png]P =S b n)



. 

	(10.1.2)


При установленных значениях коэффициентов bn значения выходных отсчетов свертки для любого аргумента k определяются текущим и «прошлыми» значениями входных отсчетов. Такая система называется нерекурсивной цифровой системой (НЦС). 

	[image: image8.jpg]




	Рис. 10.1.1. Пример НЦС.


Пример простейшей НЦС приведен на рис. 10.1.1. Интервал суммирования по n получил название «окна» системы. Окно системы (10.1.1) составляет N + 1 точку, система является односторонней каузальной, т.е. причинно обусловленной текущими и «прошлыми» значениями входного сигнала, выходной сигнал не опережает входного. Каузальная система может быть реализована физически в реальном масштабе времени. При k < n проведение обработки входных данных возможно только при задании определенных начальных условий для точек [image: image9.png]x(-k)k=12,. N



. Как правило, в качестве начальных условий принимаются нулевые значения. Применяется также четное или нечетное продление функции x(k) на интервал отрицательных значений k.

При обработке данных на ЭВМ ограничение по каузальности системного оператора снимается. В распоряжении программноq НЦС могут находиться как N1 «прошлых», так и N «будущих» значений входной последовательности отсчетов, при этом 

	[image: image10.png]P =S b n)



. 

	(10.1.2')


При N1 = N система называется двусторонней симметричной. Симметричные системы, в отличие от каузальных, не изменяют фазы обрабатываемых сигналов.

Описанный процесс свертки в вещественной области массива данных x(k) с нерекурсивным оператором системы {bn} (массивом весовых коэффициентов системы) обычно называют нерекурсивной цифровой фильтрацией данных, а саму систему нерекурсивным цифровым фильтром (НЦФ). Для фильтров обычно используется другое обозначение цифровых последовательностей отсчетов и выражение (10.1.2') принимает вид: 

	[image: image11.png]P =S b n)



. 

	(10.1.2'')
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10.2. Рекурсивные цифровые фильтры

Системы, которые описываются полным разностным уравнением (10.1.1), принято называть рекурсивными цифровыми системами (РЦС) или рекурсивными цифровыми фильтрами (РЦФ), так как в вычислении текущих значений выходного сигнала участвует не только входной сигнал, но и значения выходного сигнала, вычисленные в предшествующих циклах расчетов. С учетом последнего фактора рекурсивные системы называют также системами с обратной связью. 
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	Рис. 10.2.1. Пример РЦС.


Полное окно рекурсивной системы состоит из двух составляющих: нерекурсивной части bn, аналогичной НЦС и ограниченной в работе текущими и «прошлыми» значениями входного сигнала (при реализации на ЭВМ возможно использование и «будущих» отсчетов сигнала) и рекурсивной части aj, которая работает только с «прошлыми» вычисленными значениями выходного сигнала.

Пример. Уравнение РЦФ: [image: image13.png]S = W% @y, npu by =4 =05, y, =0




Входной сигнал: xk = {0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1....} 

	[image: image14.png]Yo =0355+05y,=0



; [image: image15.png]=055 +0.5y, =



; [image: image16.png]y2=0.55,+0.5y, = 0.5



; [image: image17.png]Y3 =0.55+05y, =025



; [image: image18.png]Y4 =0.55,+0.5y, =0.125



; [image: image19.png]s =0.55;+0.5y, = 0.0625



; [image: image20.png]Vg = 0.555 +0.5y; = 0.03125



; и т.д. 


Выходной сигнал: yk = {0, 0, 0.5, 0.25, 0.125, 0.0625, 0.03125, 0.015625,...} 
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	Рис. 10.2.2. Рекурсивная фильтрация


Из примера можно видеть, что реакция РЦФ на конечный входной сигнал, в принципе, может иметь бесконечную длительность (в данном случае с близкими к нулю, но не нулевыми значениями), в отличие от реакции НЦФ, которая всегда ограничена количеством членов bk (окном фильтра).

Пример. Уравнение РЦФ: [image: image22.png]i =B + @y, nouw By =035, 4 =11, y, =0




Входной сигнал: xk = {0, 10, 0, 0, 0,....}.

Выходной сигнал: yk = {0,0,5,-5.5,6.05,-6.655,7.321,-8.053,8.858,-9.744,10.718,-11.79, и т.д.}

Заметим: коэффициент обратной связи больше 1 и выходной сигнал идет «в разнос». 
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	Рис. 10.2.3. Неустойчивый рекурсивный фильтр

	В начало пункта
	Оглавление


10.3. Импульсная характеристика цифровой системы

Импульсный отклик линейной цифровой системы однозначно определяется реакцией системы [image: image24.png]h(kAt)



на импульс Кронекера [image: image25.png]S(kAL)



=1, при k=0 

	[image: image26.png]y(kAr) = T[8(kAt - 0)] = (kKAL)






Произвольный сигнал на входе цифровой системы может быть разложен в линейную последовательность взвешенных единичных импульсов: 

	[image: image27.png]y(kAr) = T[8(kAt - 0)] = (kKAL)






Определение импульсной реакции требуется для рекурсивных систем, так как импульсная реакция для НЦС специального определения не требует:

	[image: image28.png]y(kAr) = T[8(kAt - 0)] = (kKAL)






Если выражение для системы известно в общей форме (10.1.1), определение импульсной реакции производится подстановкой в уравнение системы импульса Кронекера с координатой k = 0 при нулевых начальных условиях, при этом сигнал на выходе системы представляет собой импульсную реакцию системы: [image: image29.png]y(k) = hik)



.

Пример. Уравнение РЦС: [image: image30.png]i =Bty



. Входной сигнал: [image: image31.png]


.

Расчет выходного сигнала при нулевых начальных условиях: 

	[image: image32.png]Yo=055+0.5y, =1=4



; [image: image33.png]»=05x5+05y,=05=4



; [image: image34.png]2 =0.55,+0.5y, =0.25=4,



; [image: image35.png]Y3 =0.55+0.5y, =0.125= 4,



; [image: image36.png]Y4 =055, +0.5y, = 0.0625 =






Импульсный отклик системы: hk = {1, 0.5, 0.25, 0.125, ... } = (0.5)k, k = 0,1,2....

Определение импульсной реакции физических систем производится подачей на их вход ступенчатой функции uo(k) = 1 при [image: image37.png]k=0



, и uo(k) = 0 при k < 0: 

	[image: image38.png]2= ﬁh(n)un(k—n) = ZN:h(n),h(k) =g()-glr-1),k=0,12,..






Функция g(k) получила название переходной характеристики системы (перехода из одного статического состояния в другое).

Усиление шумов. Критерием качества системы можно считать выполнение целевого назначения с минимальным усилением (максимальным подавлением) шумов. Допустим, что система имеет нормированный к 1 импульсный отклик h(k). Обозначим через [image: image39.png]&(k)



аддитивный шум с математическим ожиданием [image: image40.png]M{g(k)y=0



и дисперсией [image: image41.png]


, который в сумме с сигналом поступает на вход системы. Значения [image: image42.png]&(k)



статистически независимы и некоррелированы с сигналом. С учетом помехи во входном сигнале значение сигнала на выходе системы: 

	[image: image43.png]y@&) =2 hs(k = n)+ &6 - n)]



, 


Математическое ожидание значений выходного сигнала: 

	[image: image44.png]M{y(E)} = 2 h()x(k =) +MLelE - n)}] = 3 h()x(k = n)



. 


Вычислим дисперсию распределения отсчетов выходного сигнала: 

	[image: image45.png]D{y(®) = ML )5k = n) + 6k ~n)] = M OF ) = ML hw)ee —n)) =
MY R & @)= 20 () M W) = 67 ()



, 


в силу статистической независимости значений шума. Отсюда следует, что сумма квадратов значений нормированного импульсного отклика системы представляет собой коэффициент усиления аддитивных шумов во входном сигнале.

Устойчивость систем. Любая практическая система должна быть устойчивой, т.е. для сигналов, с конечной энергией, выходные сигналы также должны быть конечными по энергии. Система называется устойчивой, если при любых начальных условиях реакция системы на любое ограниченное воздействие также ограничена.

При условии ограниченности входного сигнала, можно записать: 

	[image: image46.png]bl J 1@ lse-014e=4] 1hl s



. 


Условие, при котором выходной сигнал системы будет ограниченным: 

	[image: image47.png]I\h(r)\dr <, Z\h(r)\<w



, 


т.е. необходимым и достаточным условием устойчивости системы является абсолютная сходимость ее импульсной характеристики, а для цифровых систем, абсолютная суммируемость импульсного отклика.

Проверка на устойчивость требуется только для рекурсивных цифровых систем (систем с обратной связью), нерекурсивные системы всегда устойчивы.

	В начало пункта
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10.4. Частотные характеристики цифровой системы

Если в качестве сигнала на входе линейной системы подать собственную функцию [image: image48.png]x(kAt) = B(w)exp(jok At)



, то на выходе системы будет сигнал [image: image49.png]x(kAt) = B(w)exp(jok At)



. Подставляя эти выражения в разностное уравнение системы (10.1.1), получаем: 

	[image: image50.png]Za A(w)exp(jaikAt - jamAt) Zb B(o)exp(j kAt - jomAL)

=




, 

	[image: image51.png]A(m)i a, exp(— jomAt) :B(m)ﬁ:b" exp(- janAt)



. 


Отсюда, частотная передаточная функция при нормировке к ао = 1:

	[image: image52.png]H(w) = A(@)/ B(w) = zN;bn exp(— jomAt) [1+f; a,, exp(— jamAR)]



, 


При обратном преобразовании [image: image53.png]H(w)



в координатную область следует, что частотная характеристика системы представляет собой Фурье-образ ее импульсной реакции, и наоборот. При [image: image54.png]


=1: 

	[image: image55.png]H@)= T hespt-jom)



, 

	[image: image56.png]h(n) = (1/zn)f H (@) exp(jaom)d e



. 


В общем случае [image: image57.png]H(w)



является комплексной функцией, модуль которой [image: image58.png]R(e)



называется амплитудно-частотной характеристикой системы (АЧХ), а аргумент [image: image59.png]. )]



– фазо-частотной характеристикой (ФЧХ). 

	[image: image60.png]R(ew) = H(w) = (Re? H(ew)+Im? H(ew), @(e0) = arctg(Im H(w)/Re H(w))



, 


Физический смысл частотной характеристики системы достаточно прост. Произвольный сигнал на входе системы может рассматриваться в виде суммы гармонических составляющих с различным набором амплитуд и начальных фазовых углов. Амплитудно-частотной характеристикой системы устанавливаются коэффициенты усиления системой (коэффициенты передачи) частотных составляющих, а фазочастотной характеристикой - сдвиг фаз частотных составляющих в выходном сигнале относительно начальных фаз во входном сигнале.

На рис. 10.4.1 и 10.4.2 приведены частотные характеристики фильтров (модули и аргументы спектральных плотностей), которые были рассмотрены выше в примерах и на рис. 10.2.2 и 10.2.3 Графики приведены в границах главных диапазонов спектров. 

	[image: image61.jpg]031 argH(E)




. 

	Рис. 10.4.1.


	[image: image62.jpg]


. 

	Рис. 10.4.2.


Основные свойства частотных характеристик систем:
1. Частотные характеристики являются непрерывными функциями частоты.
2. При дискретизации данных по интервалам [image: image63.png]


функция [image: image64.png]H(w)



является периодической. Период функции [image: image65.png]H(w)



равен частоте дискретизации входных данных [image: image66.png]


. Первый низкочастотный период (по аргументу [image: image67.png]


от [image: image68.png]—-miAtdom i A



, по f от [image: image69.png]—1/2At



до [image: image70.png]1/2A



) называется главным частотным диапазоном сигнала. Граничные частоты главного частотного диапазона соответствуют частоте Найквиста [image: image71.png]Ty, oy =7 /A



. Частота Найквиста определяет предел частотной разрешающей способности системы по обработке данных.
3. Для систем с вещественными коэффициентами импульсной реакции [image: image72.png]hnAt)



АЧХ является четной функцией, а ФЧХ - нечетной. С учетом этого частотные характеристики систем обычно задаются только на интервале положительных частот от 0 до [image: image73.png]


главного частотного диапазона. Значения функций на интервале отрицательных частот являются комплексно-сопряженными со значениями на интервале положительных частот.

Фазовая и групповая задержка. Задержка сигналов во времени относится к характерной особенности каузальных систем в целом, а, следовательно, рекурсивных и односторонних нерекурсивных фильтров

Фазовая задержка - характеристика временной задержки фильтром гармонических колебаний. При подаче на вход фильтра гармоники [image: image74.png]sin a¥



, сигнал на выходе каузального фильтра, без учета изменения его амплитуды, равен [image: image75.png]sin{a¥ — @)




	[image: image76.png]sin(at - @) = sinet-t,), at-@ = axt-t,).



, 


Отсюда, фазовая задержка tp на частоте [image: image77.png]


равна 

	[image: image78.png]


. 

	(10.4.1)


При распространении (10.4.1) в целом на передаточную функцию фильтра получаем: 

	[image: image79.png]t (@)= o) o



. 


Постоянство значения [image: image80.png]t, (@)



в определенном частотном диапазоне обеспечивает для всех гармоник сигнала такое же соотношение их фазовых характеристик, какое было на входе системы, т.е. не изменяет формы сигнала, если его спектр полностью сосредоточен в этом частотном диапазоне, и значения АЧХ в этом диапазоне также постоянны.

Каузальные фильтры, как правило, имеют в рабочем диапазоне зависимость значения [image: image81.png]


от частоты, которая характеризуется групповым временем задержки: 

	[image: image82.png]t (@)= dp(w)/de = In{dH(o)[H(w)Md o]}
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