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Ââåäåíèå

Öåëü ýòèõ ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ � ïîêàçàòü, êàê íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøå-
íèÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ â ïàêåòå MATLAB ìîæíî ñèíòåçèðîâàòü çàêîíû
óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè.

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ïðèìåíÿëèñü î÷åíü äàâíî.
Óæå èçâåñòíîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà [22] â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè

AT X + XA = −Q

ïðè ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöå Q ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

AT X + XA < 0

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû X. Óñëîâèÿ àáñîëþòíîé óñòîé÷èâîñòè äèíàìè÷å-
ñêèõ ñèñòåì, óðàâíåíèÿ êîòîðûõ ñîäåðæàò íåèçâåñòíóþ íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ, ðàñïî-
ëîæåííóþ â çàäàííîì ñåêòîðå (òàê íàçûâàåìûå ñèñòåìû Ëóðüå), òàêæå áûëè âûðàæåíû
â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ [40, 28]. Îäíàêî òîëüêî ïîñëå òîãî, êàê áûëè
ðàçâèòû ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëèòåëüíûå ìåòîäû â êîíöå 20-ãî âåêà, îñíîâàííûå íà
èäåÿõ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, è äëÿ èõ ðåàëèçàöèè ïîÿâèëèñü àëãîðèòìû è ïðîãðàìì-
íîå îáåñïå÷åíèå [71, 59], ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ñòàëè àêòèâíî ïðèìåíÿòüñÿ â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåîðèè ñèñòåì è òåîðèè óïðàâëåíèÿ [51, 77]. Â ÷àñòíîñòè, â [58, 62]
áûëî ïîêàçàíî, êàê ñèíòåç H∞-ðåãóëÿòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ.

Ñèíòåçó ðåãóëÿòîðîâ íà îñíîâå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ â ïîñëåäíèå ãîäû
áûëî ïîñâÿùåíî îãðîìíîå ÷èñëî ïóáëèêàöèé â òàêèõ èçâåñòíûõ æóðíàëàõ êàê IEEE
Transactions on Automatic Control, Automatica, Systems and Control Letters, Internatio-
nal Journal of Control è ìíîãèõ äðóãèõ, à òàêæå â òðóäàõ âñåõ ïîñëåäíèõ êîíôåðåíöèé ïî
òåîðèè óïðàâëåíèÿ (World IFAC Congresses, IEEE Conferences on Decision and Control,
European Control Conferences è äðóãèõ).

Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ïîçâîëÿþò ñ åäèíûõ ïîçèöèé ðàññìàòðèâàòü è
ðåøàòü ìíîãèå ïðîáëåìû òåîðèè óïðàâëåíèÿ è, â ÷àñòíîñòè, òàêèå âàæíûå êàê ñòàáèëè-
çàöèÿ íåóñòîé÷èâîãî îáúåêòà ïî ñîñòîÿíèþ è ïî èçìåðÿåìîìó âûõîäó, ìîäàëüíîå óïðàâ-
ëåíèå, îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå ãàøåíèå âíåøíèõ
âîçìóùåíèé â ðàìêàõ òåîðèè H∞-óïðàâëåíèÿ, ðîáàñòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è ñòàáèëèçàöèÿ,
àáñîëþòíàÿ óñòîé÷èâîñòü è ñòàáèëèçàöèÿ, ðîáàñòíîå H∞-óïðàâëåíèå.

Â êà÷åñòâå îáúåêòîâ óïðàâëåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå è äèñ-
êðåòíûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû ñ èçâåñòíûìè ïîñòîÿííûìè. Ñèíòåçèðóåìûå ðåãóëÿòî-
ðû âûáèðàþòñÿ â êëàññå ëèíåéíûõ, â îáùåì ñëó÷àå, äèíàìè÷åñêèõ îáðàòíûõ ñâÿçåé.
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Îñíîâíàÿ èäåÿ, ïîëîæåííàÿ â îñíîâó ñèíòåçà, çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. Öåëü óïðàâ-
ëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïó-
íîâà çàìêíóòîé ñèñòåìû V (x) = xT Xx ñ ñèììåòðè÷åñêîé ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé
ìàòðèöåé X = XT > 0. Äëÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ýòî ïðîñòî íåðàâåíñòâî Ëÿïóíîâà, à
äëÿ çàäà÷è H∞-óïðàâëåíèÿ ýòî íåðàâåíñòâî íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ íà îñíîâå ÷àñòîòíîé òåîðåìû [13] öåëåâîãî óñëîâèÿ, âûðàæåííîãî â ÷àñòîòíîé
îáëàñòè, â ýêâèâàëåíòíîå åìó ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî. Â ëþáîì ñëó÷àå ïîëó÷àþùååñÿ
íåðàâåíñòâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îò-
íîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà Θ íåêîòîðîãî ñïåöèàëüíîãî
âèäà

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (I)

ãäå P , Q è Ψ � ìàòðèöû ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðÿäêîâ, çàâèñÿùèå îò èñõîäíûõ äàííûõ,
ïðè÷åì ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ψ çàâèñèò òàêæå îò íåèçâåñòíîé ìàòðèöû X ôóíêöèè
Ëÿïóíîâà. Ýòî íåðàâåíñòâî èìååò íåïóñòîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíû äâà íåðàâåíñòâà

W T
P ΨWP < 0 , W T

QΨWQ < 0 , (II)

â êîòîðûõ ñòîëáöû ìàòðèö WP è WQ îáðàçóþò áàçèñû ÿäåð ìàòðèö P è Q ñîîòâåòñòâåí-
íî. Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà óæå íå ñîäåðæàò ïåðåìåííûõ Θ, è äëÿ ðåãóëÿòîðîâ ïî
ñîñòîÿíèþ èëè ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó ïîëíîãî ïîðÿäêà (êîãäà ïîðÿäîê ðåãóëÿòîðà ñîâ-
ïàäàåò ñ ïîðÿäêîì îáúåêòà) ýòè íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðà-
âåíñòâàìè îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X. Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíàÿ çàäà÷à ðàçäåëÿåòñÿ íà
äâå çàäà÷è: ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ìàòðèöà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì
íåðàâåíñòâàì (II), à çàòåì íàéäåííàÿ ìàòðèöà ïîäñòàâëÿåòñÿ â ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå
íåðàâåíñòâî (I) è íàõîäÿòñÿ ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà Θ.

Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ñîñòîÿíèå îáúåêòà íå èçìåðÿåòñÿ è ñòðîèòñÿ ðå-
ãóëÿòîð ïî âûõîäó ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà (êîãäà ïîðÿäîê ðåãóëÿòîðà ìåíüøå ïîðÿäêà
îáúåêòà), îäíà èç ìàòðèö P èëè Q òàêæå çàâèñèò îò ìàòðèöû X, è ýòî ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå íåðàâåíñòâà (II) ñîäåðæàò êàê ìàòðèöó X, òàê è îáðàòíóþ
ê íåé ìàòðèöó Y = X−1. Òåïåðü ýòè íåðàâåíñòâà îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè
íåðàâåíñòâàìè îòíîñèòåëüíî äâóõ âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö X è Y , è çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê
îïòèìèçàöèè íåêîòîðîé íåâûïóêëîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, çàäàâàåìûõ ëèíåéíû-
ìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè. Óêàçàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ïðèíöèïèàëüíûì îáðàçîì
óñëîæíÿåò ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ, òàê êàê îòñóòñòâóþò ðåãóëÿðíûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè
íåâûïóêëûõ ôóíêöèé. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòàíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è [4, 7, 8, 9, 43, 44, 46, 48, 60, 64, 65, 79, 80]. Âî ìíîãèõ
ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ ñëó÷àÿõ óäàåòñÿ îñóùåñòâèòü òðåáóåìûé ñèíòåç, õîòÿ íè îäèí èç
èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ íå ãàðàíòèðóåò ðåøåíèÿ ëþáîé çàäà÷è.

Ïðè íàïèñàíèè ýòîãî ïîñîáèÿ àâòîðû ñòàâèëè ïåðåä ñîáîé çàäà÷ó ïîçíàêîìèòü ÷è-
òàòåëÿ ñ îäíèì èç ñîâðåìåííûõ íàïðàâëåíèé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, êîòîðîå â îñíîâíîì
ðàçâèâàëîñü íå â Ðîññèè, õîòÿ ôóíäàìåíò ýòîé òåîðèè áûë çàëîæåí â ÑÑÑÐ â òðóäàõ
À.È. Ëóðüå è Â.À. ßêóáîâè÷à. Ñ ýòîé öåëüþ àâòîðû ñèñòåìàòèçèðîâàëè îáøèðíûé ìà-
òåðèàë, ñîäåðæàùèéñÿ â çàðóáåæíûõ æóðíàëüíûõ ïóáëèêàöèÿõ, ïðèâåëè ñîáñòâåííûå
äîêàçàòåëüñòâà íåêîòîðûõ óòâåðæäåíèé è ñîáñòâåííûå ðåçóëüòàòû, à òàêæå ïðîèëëþ-
ñòðèðîâàëè ïðåäëàãàåìûå ïðîöåäóðû ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ íà ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèìå-
ðàõ óïðàâëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèìè ñèñòåìàìè.
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Ñëåäóåò äîáàâèòü, ÷òî íåêîòîðûå èç îáñóæäàåìûõ âîïðîñîâ ÷àñòè÷íî îòðàæåíû â
ðóññêîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå â äâóõ ìîíîãðàôèÿõ [27, 39] è íåáîëüøîì ÷èñëå æóðíàëüíûõ
ñòàòåé [17, 18, 19, 20, 10, 11, 4, 7, 26, 30, 9].

Ïîñîáèå îðãàíèçîâàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â ÷àñòè I ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ñâåäåíèÿ
î ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ: îïðåäåëåíèå è îñíîâíûå ñâîéñòâà; çàäà÷è ðàçðå-
øèìîñòè, îïòèìèçàöèè è îáîáùåííîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ
â ñèíòåçå ðåãóëÿòîðîâ; ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå ñïåöèàëüíîãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî
íåðàâåíñòâà (I); îïèñàíèå îñíîâíûõ èñïîëüçóåìûõ êîìàíä LMI Toolbox ïàêåòà Matlab.

×àñòü II ïîñâÿùåíà ñèíòåçó çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ ëèíåéíûìè íåïðåðûâíûìè è äèñ-
êðåòíûìè äèíàìè÷åñêèìè îáúåêòàìè. Ðàññìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè ïî ñîñòîÿ-
íèþ è ïî èçìåðÿåìîìó âûõîäó, ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå, îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷-
íîå óïðàâëåíèå, H∞-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå.

×àñòü III ñîñòîèò èç ïðèëîæåíèé, ñîäåðæàùèõ íåîáõîäèìûå ôàêòû èç ëèíåéíîé
àëãåáðû è ìàòðè÷íîãî àíàëèçà [12, 33], à òàêæå ÷àñòîòíóþ òåîðåìó [42, 13], êîòîðûå
èñïîëüçóþòñÿ äëÿ îáîñíîâàíèÿ ïðèâîäèìûõ â êíèãå òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû âêëþ÷àåò òîëüêî êëþ÷åâûå ïóáëèêàöèè, ñâÿçàííûå ñ èçëàãàå-
ìûì ìàòåðèàëîì, è íå ïðåòåíäóåò íà ïîëíîòó.

Ó÷åáíî-ìåòîäè÷åñêîå ïîñîáèå àäðåñóåòñÿ ñòóäåíòàì ñòàðøèõ êóðñîâ è àñïèðàíòàì
óíèâåðñèòåòîâ è òåõíè÷åñêèõ âóçîâ, ñïåöèàëèçèðóþùèìñÿ â îáëàñòè ïðèêëàäíîé ìàòå-
ìàòèêè, èíôîðìàöèîííûõ òåõíîëîãèé, ñèñòåìíîãî àíàëèçà è òåîðèè óïðàâëåíèÿ.
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×àñòü I

Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà
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Ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñò-
íûõ ïåðåìåííûõ x = (x1, · · · , xm) ñëåäóþùåãî âèäà

F (x) = F0 + x1F1 + · · ·+ xmFm > 0 , (1.1)
â êîòîðîì F0, F1, · · · , Fm � äåéñòâèòåëüíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû ðàçìåðà n×n, ò.å.
Fi = F T

i ∈ Rn×n, i = 0, 1, · · · , m. Çíàê > 0 îçíà÷àåò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü
ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà, ò.å.

uT F (x)u > 0 ∀u ∈ Rn, u 6= 0 .

Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ìàòðèöû F (x) ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíî âûðà-
æåíî â âèäå λmin(F (x)) > 0, ãäå λ(·) îáîçíà÷àåò ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû.

Â ëèíåéíîì ìàòðè÷íîì íåðàâåíñòâå F (x) > 0 ôóíêöèÿ F (x) ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé (â
ñâÿçè ñ ýòèì âûðàæåíèþ F (x) > 0 áûë áû áîëåå àäåêâàòåí òåðìèí "àôôèííîå ìàòðè÷-
íîå íåðàâåíñòâî") è îòîáðàæàåò êîíå÷íî-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V â ìíîæåñòâî
Sn = {M | M = MT ∈ Rn×n} äåéñòâèòåëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö.

Ïóñòü èìååòñÿ àôôèííîå îòîáðàæåíèå
F (x) = F0 + L(x) , (1.2)

ãäå F0 ∈ Sn è L(x) � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå V −→ Sn, à x ∈ V . Òîãäà, âûáèðàÿ áàçèñ
{e1, · · · , em} â V , ìîæåì çàïèñàòü

L(x) =
m∑

j=1

xjFj ,

ãäå
x =

m∑
j=1

xjej , Fj = L(ej) , j = 1, · · · , m ,

è íåðàâåíñòâî F (x) > 0 ïðèìåò âèä (1.1).
Â ïðèëîæåíèÿõ ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, çàïèñàííûå

îòíîñèòåëüíî ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ. Òàêîâûì, íàïðèìåð, ÿâëÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
AT X + XA + Q > 0 , (1.3)
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â êîòîðîì A, Q ∈ Rn×n � çàäàííûå ìàòðèöû, à X ∈ Rn×n � íåèçâåñòíàÿ ìàòðèöà.
Çàìåòèì, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî áóäåò ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì òîëüêî â ñëó-
÷àå ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû Q. Â ýòîì ñëó÷àå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî V ñîâïàäàåò ñ
ïðîñòðàíñòâîì Sn ñèììåòðè÷åñêèõ (n× n)-ìàòðèö èëè ñ èçîìîðôíûì åìó åâêëèäîâûì
ïðîñòðàíñòâîìRm, ãäåm = n(n+1)/2. Âûáèðàÿ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñ {E1, · · · , Em}
è çàïèñûâàÿ X =

∑m
j=1 xjEj, ïðåäñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

Q +
m∑

j=1

xj(A
T Ej + EjA) > 0 ,

ò.å. â âèäå (1.1). Íàïðèìåð, íåðàâåíñòâî (1.3) ïðè

A =

 0 1

2 3

 , Q =

 0 0

0 0

 ,

X = x1

 1 0

0 0

+ x2

 0 1

1 0

+ x3

 0 0

0 1

 =

 x1 x2

x2 x3


ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

x1

 0 1

1 0

+ x2

 4 3

3 2

+ x3

 0 2

2 6

 > 0 .

Â íåñòðîãèõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâàõ çíàê> çàìåíÿåòñÿ íà≥. Ìàòðè÷íûå
íåðàâåíñòâà F (x) < 0 è F (x) > G(x) ñ àôôèííûìè ôóíêöèÿìè F (x) èG(x) çàïèñûâàþò-
ñÿ êàê ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà −F (x) > 0 è F (x)−G(x) > 0 ñîîòâåòñòâåííî.

Ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (1.1) îïðåäåëÿåò íåëèíåéíîå, íî âûïóêëîå îãðà-
íè÷åíèå íà x, ò.å. ìíîæåñòâî F = {x| F (x) > 0} ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì. Äåéñòâèòåëüíî,
åñëè x1, x2 ∈ F è α ∈ [0, 1], òî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) àôôèííàÿ, èìååì

F (αx1 + (1− α)x2) = αF (x1) + (1− α)F (x2) > 0 .

Ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëèíåé-
íûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

F1(x) > 0, · · · , Fk(x) > 0 . (1.4)
Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ëþáàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ìîæåò áûòü çà-
ïèñàíà êàê îäíî ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî. À èìåííî, (1.4) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà

F (x) =


F1(x) 0 · · · 0

0 F2(x) · · · 0
... . . . ...
0 0 · · · Fk(x)

 > 0 .

Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû F (x) åñòü
îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèö F1(x), · · · , Fk(x), è ìèíèìàëüíîå
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ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû F (x) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìóìîì èç âñåõ ìèíèìàëüíûõ
ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ìàòðèö Fi(x), i = 1, · · · , k. Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîé x, äëÿ êîòîðîãî
F (x) > 0, òàêæå óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (1.4) è íàîáîðîò.

Â ïðèëîæåíèÿõ âñòðå÷àþòñÿ çàäà÷è ñ òàê íàçûâàåìûìè êîìáèíèðîâàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè, êîòîðûå çàäàþòñÿ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè è ëèíåéíûìè
óðàâíåíèÿìè. Íàïðèìåð, ðàññìàòðèâàþòñÿ îáëàñòè, îïðåäåëÿåìûå óñëîâèÿìè{

F (x) > 0
Ax = b

èëè {
F (x) > 0

x = Ay + b

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî y. Êàæäîå èç ýòèõ îãðàíè÷åíèé ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî îäíèì
ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì. Äåéñòâèòåëüíî, îáîáùàÿ ýòè ñëó÷àè, ðàññìîòðèì
óñëîâèÿ {

F (x) > 0
x ∈M ,

(1.5)
ãäåM � àôôèííîå ïîäìíîæåñòâî Rn, ò.å.

M = x0 +M0 = {x0 + m| m ∈M0} ,

x0 ∈ Rn è M0 � ïîäïðîñòðàíñòâî Rn. Ïóñòü {e1, · · · , ek} � áàçèñ â M0 è ïóñòü, êàê è â
(1.2), F (x) = F0 + L(x). Òîãäà

0 < F (x) = F0 + L(x0 +
k∑

j=1
xjej) = F0 + L(x0) +

k∑
j=1

xjL(ej) =

= F̄0 + x1F̄1 + · · ·+ xkF̄k = F̄ (x̄) ,

ãäå F̄0 = F0 + L(x0), F̄j = L(ej), x̄ = (x1, · · · , xk). Òàêèì îáðàçîì, x ∈ Rn óäîâëåòâîðÿåò
(1.5) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F̄ (x̄) > 0, ãäå x è x̄ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì x = x0 +∑k

j=1 xjej.
Ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ î÷åíü âàæíî äëÿ ïðåîáðàçî-

âàíèÿ íåëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ â ýêâèâàëåíòíûå èì ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà. Ïóñòü ñèì-
ìåòðè÷åñêàÿ è íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà M ïðåäñòàâëåíà â áëî÷íîì âèäå

M =

 M11 M12

MT
12 M22


è áëîê M11 = MT

11 íåâûðîæäåííûé. Ñäåëàåì ñëåäóþùèå âûêëàäêè
xT Mx = xT

1 M11x1 + 2xT
1 M12x2 + xT

2 M22x2 =

= (x1 + M−1
11 M12x2)

T M11(x1 + M−1
11 M12x2) + xT

2 (M22 −MT
12M

−1
11 M12)x2 ,

ãäå ðàçáèåíèå x = col (x1, x2) ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìàòðèöû M . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
M > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà M11 > 0 è S = M22 −MT

12M
−1
11 M12 > 0. Ýòî óòâåð-

æäåíèå íîñèò íàçâàíèå ëåììû Øóðà (ñì. ëåììû A.2 è A.3 â Ïðèëîæåíèè), à ìàòðèöà
S íàçûâàåòñÿ äîïîëíåíèåì ïî Øóðó ìàòðèöû M11 â ìàòðèöå M . Íåïîñðåäñòâåííûì
ñëåäñòâèåì ýòîé ëåììû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå äëÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ.
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Óòâåðæäåíèå 1.1 Ïóñòü F : V −→ Sn � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëåíà
â áëî÷íîì âèäå

F (x) =

 F11(x) F12(x)

F T
12(x) F22(x)

 ,

ãäå F22(x) êâàäðàòíàÿ. Íåðàâåíñòâî F (x) > 0 âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
F22(x) > 0 , F11(x)− F12(x)F−1

22 (x)F T
12(x) > 0 . (1.6)

Îòìåòèì, ÷òî âòîðîå íåðàâåíñòâî â (1.6) ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì îòíîñèòåëüíî ïåðå-
ìåííûõ x. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 1.1, íåëèíåéíûå íåðàâåíñòâà óêàçàí-
íîãî âèäà ìîãóò áûòü ïðåîáðàçîâàíû â ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà. Êðîìå òîãî,
èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íåëèíåéíûå íåðàâåíñòâà âèäà (1.6) îïðåäåëÿ-
þò âûïóêëûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ïåðåìåííûì x.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðåîáðàçîâàíèÿ íåëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà â ëèíåé-
íîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå êâàäðàòè÷íîå ìàòðè÷íîå íåðàâåí-
ñòâî Ðèêêàòè, õàðàêòåðíîå äëÿ çàäà÷ H∞-óïðàâëåíèÿ

AT X + XA + XBR−1BT X + Q < 0 . (1.7)
Ïðèìåíÿÿ ëåììó Øóðà, ïðåäñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå(

−AT X −XA−Q XB
BT X R

)
> 0 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåëèíåéíîå íåðàâåíñòâî (1.7) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ïî X, ÷òî áûëî
äàëåêî íå î÷åâèäíî.

Åùå îäèí ïðèìåð: ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî X > Y −1 > 0 â ñèëó ëåììû Øóðà ýêâè-
âàëåíòíî ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó X I

I Y

 > 0

îòíîñèòåëüíî ìàòðèö X è Y .
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Îñíîâíûå çàäà÷è

Ðåøåíèå ìíîãèõ ïðîáëåì â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî â ïîñëåäóþùèõ ãëà-
âàõ, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ îïðåäåëåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, âêëþ÷àþùèõ ëèíåéíûå
ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà. Èç ìíîãîîáðàçèÿ òàêèõ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü òðè îñíîâíûå,
êîòîðûå ýôôåêòèâíî ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ LMI Toolbox ïàêåòà MATLAB.

Çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè: ñóùåñòâóåò èëè íåò ðåøåíèå x ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî
íåðàâåíñòâà F (x) > 0. Åñëè íåò, òî çàäà÷à íàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìîé.

Çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè: äëÿ f :
V −→ R âû÷èñëèòü

µopt = inf
F (x)>0

f(x) .

Ýòà çàäà÷à âêëþ÷àåò íàõîæäåíèå ε-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ x, äëÿ êîòîðîãî F (x) > 0 è
f(x) ≤ µopt + ε ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε.

Çàäà÷à íà îáîáùåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå: íàéòè ìèíèìàëüíîå λ ∈ R, äëÿ
êîòîðîãî 

λF (x)−G(x) > 0 ,
F (x) > 0 ,
H(x) > 0 ,

ãäå F (x), G(x), H(x) ∈ Sn � àôôèííûå ôóíêöèè.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðîáëåì, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ ñôîðìóëèðîâàí-

íûå çàäà÷è.
Ïðèìåð 2.1 Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà (ñì. ëåììó E.1) ëèíåéíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñè-
ñòåìà

ẋ = Ax , (2.1)
ãäå A ∈ Rn×n, àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû
A ëåæàò â îòêðûòîé ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò X = XT > 0 òàêàÿ, ÷òî

AT X + XA < 0 .

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (2.1) ýêâèâàëåíòíà ðàçðå-
øèìîñòè ñëåäóþùåãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà X 0

0 −AT X −XA

 > 0 .
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Ïðèìåð 2.2 Ñîãëàñíî òåîðåìå Ëÿïóíîâà (ñì. ëåììó E.2) ëèíåéíàÿ äèñêðåòíàÿ äè-
íàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà

xt+1 = Axt (2.2)
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ëåæàò â îò-
êðûòîì åäèíè÷íîì êðóãå êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùå-
ñòâóåò X = XT > 0 òàêàÿ, ÷òî

AT XA−X < 0 .

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ñèñòåìû (2.2) ýêâèâàëåíòíà ðàçðå-
øèìîñòè ñëåäóþùåãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà X 0

0 X − AT XA

 > 0 .

Ïðèìåð 2.3 Óðîâíåì ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â óñòîé÷èâîì ëèíåéíîì îáúåêòå
ẋ = Ax + Bv , x(0) = 0 ,
z = Cx + Dv ,

íà êîòîðûé äåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïî íîðìå L2 âîçìóùåíèå v(t), ò.å.

‖v‖ = (

∞∫
0

|v(t)|2 dt)1/2 < ∞ ,

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà
γ∗ = sup

‖v‖6=0

‖z‖
‖v‖

.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçäåëå 8.1, óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé ðàâåí ìèíèìàëüíîìó
γ, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

AT X + XA XB CT

BT X −γI DT

C D −γI

 < 0 .

Ïðèìåð 2.4 Ïóñòü F (x) = F T (x) > 0 � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèè f(x) = λmax(F (x)).

Òàê êàê λmax(F (x)) = λ1/2
max(F

T (x)F (x)), òî, ïðèìåíÿÿ ëåììó A.2, èìååì

λmax(F
T (x)F (x)) < γ ⇐⇒ γI − F T (x)F (x) > 0 ⇐⇒

 γI F T (x)

F (x) I

 > 0.

Åñëè îïðåäåëèòü

x̄ =

 x

γ

 , F̄ (x̄) =

 γI F T (x)

F (x) I

 , f̄(x̄) = γ ,

òî F̄ (x̄) � àôôèííàÿ ôóíêöèÿ, è çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî ñîáñòâåííîãî
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû F (x) ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè f̄(x̄) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
F̄ (x̄) > 0. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòèìèçàöèè ñ
ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
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Ïðèìåð 2.5 Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñòåïåíè óñòîé÷èâîñòè àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâîé ëèíåéíîé ñèñòåìû

ẋ = Ax .

Ýòà çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ λ∗ < 0, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

AT X + XA− λX < 0

äëÿ X = XT > 0, ò.å. ê çàäà÷å íà îáîáùåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðè ýòîì ñòåïåíü
óñòîé÷èâîñòè áóäåò ðàâíà |λ∗|/2.
Ïðèìåð 2.6 Äëÿ óñòîé÷èâîãî îáúåêòà

ẋ = Ax + Fv , x(0) = 0

ðàññìîòðèì îáðàòíóþ çàäà÷ó íàèõóäøåãî âîçìóùåíèÿ: êîãäà âîçìóùåíèå
v = γ−2Hx ,

ãäå H è γ > 0 � çàäàííûå ìàòðèöà è ÷èñëî, ÿâëÿåòñÿ íàèõóäøèì ïî îòíîøåíèþ ê
ôóíêöèîíàëó âèäà

J(v) =

∞∫
0

(xT Qx− γ2vT v)d t (2.3)

ïðè íåêîòîðîé Q = QT ≥ 0 (ïîäðîáíåå îá îáðàòíûõ çàäà÷àõ íàèõóäøåãî âîçìóùåíèÿ
è ìèíèìàêñíîãî óïðàâëåíèÿ ñì. [16, 68, 69]). Íàïîìíèì, ÷òî íàèõóäøåå âîçìóùåíèå,
ìàêñèìèçèðóþùåå ôóíöèîíàë (2.3) ñ çàäàííîé ìàòðèöåé Q = QT ≥ 0, îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì

v∗ = γ−2F T Xx ,

â êîòîðîì ìàòðèöà X = XT ≥ 0 � ñòàáèëèçèðóþùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè
AT X + XA + γ−2XFF T X + Q = 0 ,

ò.å. òàêîå, ÷òî ìàòðèöà A + γ−2FF T X ãóðâèöåâà. Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàå-
ìàÿ îáðàòíàÿ çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðà-
âåíñòâ

AT X + XA + γ−2HT H ≤ 0 ,

(A + γ−2FH)T X1 + X1(A + γ−2FH) < 0

îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X1 = XT
1 > 0 è ìàòðèöû X = XT ≥ 0, óäîâëåòâîðÿþùåé

ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ
F T X = H ,

ò.å. çàäà÷å ðàçðåøèìîñòè êîìáèíèðîâàííûõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.
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Ãëàâà 3

Íåðàâåíñòâî Ψ + PTΘTQ + QTΘP < 0

3.1 Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè
Â çàäà÷àõ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ â äàííîé êíèãå, êëþ÷åâóþ ðîëü áóäåò
èãðàòü ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî âèäà

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (3.1)
â êîòîðîì Ψ � çàäàííàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà (n× n), à P è Q � çàäàííûå
ìàòðèöû ïîðÿäêîâ (l × n) è (k × n) ñîîòâåòñòâåííî. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü óñëîâèÿ
ðàçðåøèìîñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû Θ ïîðÿäêà (k× l).

Åñëè ðàíãè ìàòðèö P è Q ðàâíû n, ò.å. ýòè ìàòðèöû èìåþò ëèíåéíî íåçàâèñèìûå
ñòîëáöû, òî íåðàâåíñòâî (3.1) âñåãäà ðàçðåøèìî. Â ñàìîì äåëå, â ýòîì ñëó÷àå óðàâíå-
íèå QT ΘP = K ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ ïðè ëþáîé ìàòðèöå K ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî ïîðÿäêà (ñì. ëåììó B.2), à íåðàâåíñòâî (3.1) âûïîëíÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïðè
K < −(1/2)Ψ. Â ýòîé ãëàâå áóäóò ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè íåðàâåíñòâà (3.1) è
ïðåäñòàâëåíû â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå âñå åãî ðåøåíèÿ â äâóõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ: ðàíã
îäíîé èç ìàòðèö P èëè Q ðàâåí n, à ðàíã äðóãîé � ìåíüøå n; ðàíãè îáåèõ ìàòðèö P è
Q ìåíüøå n.
Óòâåðæäåíèå 3.1 Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ψ = ΨT ∈ Rn×n è äâå ìàò-
ðèöû P ∈ Rl×n è Q ∈ Rk×n, ïðè÷åì rank P = n è rank Q = rQ < n. Ëèíåéíîå ìàòðè÷-
íîå íåðàâåíñòâî (3.1) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ ∈ Rk×l òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

W T
QΨWQ < 0 , (3.2)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WQ îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Óìíîæèâ (3.1) ñëåâà íà W T

Q è ñïðàâà íà WQ, ïîëó-
÷èì (3.2).

Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóììó
Rn = R(QT )⊕N (Q) ,

ãäåR(QT ) � îáðàç ìàòðèöû QT , à N (Q) � ÿäðî ìàòðèöû Q, è âûáåðåì ñîîòâåòñòâóþùèé
áàçèñ. Â ýòîì áàçèñå Q áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìàòðèöà ñëåäóþùåãî áëî÷íîãî âèäà

Q = (Q1 0) ,

19
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ãäå Q1 èìååò ðàçìåðû k × rQ, à íóëåâîé áëîê � k × (n− rQ). Ïðåäñòàâèì òàêæå P è Ψ
â ýòîì áàçèñå â âèäå

P = (P1 P2) , Ψ =

 Ψ11 Ψ12

ΨT
12 Ψ22

 .

Ìàòðèöà WQ äîëæíà áûòü ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ QWQ = 0 è èìåòü ìàêñèìàëüíûé
ðàíã, ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ìàòðèöû Q, âîçüìåì W T

Q = (0 I). Òîãäà óñëîâèå
W T

QΨWQ < 0 ñâåäåòñÿ ê íåðàâåíñòâó Ψ22 < 0, à íåðàâåíñòâî (3.1) ïðèìåò âèä Ψ11 + QT
1 ΘP1 + P T

1 ΘT Q1 Ψ12 + QT
1 ΘP2

ΨT
12 + P T

2 ΘT Q1 Ψ22

 < 0 . (3.3)

Äëÿ çàäàííîé ìàòðèöû K = (K1 K2) ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ

QT
1 Θ(P1 P2) = (K1 K2) . (3.4)

Cîãëàñíî ëåììå B.2 ýòî óðàâíåíèå èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èìåþò
ðåøåíèÿ Y è Z ñëåäóþùèå äâà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèÿ

QT
1 Y = K, Z(P1 P2) = K .

Òàê êàê (rQ × k)-ìàòðèöà QT
1 èìååò ðàíã rQ ≤ k è (l × n)-ìàòðèöà (P1 P2) èìååò ðàíã

n, òî îáà ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ Ki, i = 1, 2 íàéäåòñÿ
ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî âåðíî (3.4). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà â ëåâîé ÷àñòè (3.3) èìååò
îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûé áëîêΨ22, à âñå åå îñòàëüíûå áëîêè ìîãóò áûòü ñäåëàíû ïðî-
èçâîëüíûìè çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà ìàòðèöû Θ. Âûáèðàÿ èõ òàêèìè, ÷òîáû
âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ ëåììû A.2, óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ñäåëàííîãî óòâåðæäå-
íèÿ.
Óòâåðæäåíèå 3.2 Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ψ = ΨT ∈ Rn×n è äâå ìàò-
ðèöû P ∈ Rl×n è Q ∈ Rk×n, ïðè÷åì rank P = rP < n è rank Q = rQ < n. Ëèíåéíîå
ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (3.1) ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ ∈ Rk×l òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà

W T
P ΨWP < 0 , W T

QΨWQ < 0 , (3.5)
ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WP îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû P , à ñòîëáöû ìàòðèöû WQ

îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Óìíîæèâ (3.1) ñíà÷àëà ñëåâà íà W T

P è ñïðàâà íà
WP , à çàòåì ñëåâà íà W T

Q è ñïðàâà íà WQ, ïîëó÷èì (3.5).
Äîñòàòî÷íîñòü. Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóììó

Rn = {N (P )\[N (P )
⋂N (Q)]} ⊕ [N (P )

⋂N (Q)]⊕

⊕{N (Q)\[N (P )
⋂N (Q)]} ⊕M ,

ãäåN (P ) èN (Q) � ÿäðà ìàòðèö P èQ, àM � äîïîëíåíèåN (P )⊕N (Q) äîRn, è âûáåðåì
ñîîòâåòñòâóþùèé áàçèñ. Â ýòîì áàçèñå P è Q áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé áëî÷íûé âèä

P = (0 0 P1 P2) , Q = (Q1 0 0 Q2) .
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Ïðåäñòàâèì òàêæå Ψ â ýòîì áàçèñå â âèäå Ψ = (Ψij), i, j = 1, 2, 3, 4. Î÷åâèäíî, ÷òî â
êà÷åñòâå ìàòðèö WP è WQ ìîãóò áûòü âçÿòû

WP =


I 0
0 I
0 0
0 0

 , WQ =


0 0
I 0
0 I
0 0

 ,

è òîãäà óñëîâèÿ (3.5) ñâîäÿòñÿ ê íåðàâåíñòâàì(
Ψ11 Ψ12

ΨT
12 Ψ22

)
< 0 ,

(
Ψ22 Ψ23

ΨT
23 Ψ33

)
< 0 . (3.6)

Òðåáóåòñÿ òåïåðü óñòàíîâèòü ðàçðåøèìîñòü îòíîñèòåëüíîΘ ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà
(3.1), êîòîðîå ïðèíèìàåò âèä

Ψ11 Ψ12 Ψ13 + K11 Ψ14 + K12

ΨT
12 Ψ22 Ψ23 Ψ24

ΨT
13 + KT

11 ΨT
23 Ψ33 Ψ34 + KT

21

ΨT
14 + KT

12 ΨT
24 ΨT

34 + K21 Ψ44 + K22 + KT
22

 < 0 , (3.7)

ãäå Kij = QT
i ΘPj, i, j = 1, 2.

Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå QT
1

QT
2

 Θ (P1 P2) =

 K11 K12

K21 K22

 (3.8)

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî Θ äëÿ ëþáîé ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìåðà ìàòðèöû â ïðàâîé ÷à-
ñòè. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå B.2 äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ íåîáõîäèìî
è äîñòàòî÷íî ðàçðåøèìîñòè îòíîñèòåëüíî Y è Z ñëåäóþùèõ äâóõ óðàâíåíèé QT

1

QT
2

 Y =

 K11 K12

K21 K22

 , Z (P1 P2) =

 K11 K12

K21 K22

 .

Òàê êàê (k×rQ)-ìàòðèöà (Q1 Q2) èìååò ðàíã rQ ≤ k è (l×rP )-ìàòðèöà (P1 P2) èìååò
ðàíã rP ≤ l, òî îáà ýòè óðàâíåíèÿ ðàçðåøèìû. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ Kij, i, j = 1, 2
íàéäåòñÿ ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî âåðíî (3.8).

Îáîçíà÷èì

Π =


Ψ11 Ψ12 Ψ13 + K11

ΨT
12 Ψ22 Ψ23

ΨT
13 + KT

11 ΨT
23 Ψ33


ëåâóþ âåðõíþþ (3 × 3)-áëî÷íóþ ïîäìàòðèöó ìàòðèöû â ëåâîé ÷àñòè (3.7). Òîãäà ñî-
ãëàñíî ëåììå A.2 äëÿ âûïîëíåíèÿ (3.7) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èìåëè ìåñòî
íåðàâåíñòâà

Π < 0 , (Ψ44 + K22 + KT
22)−


Ψ14 + K12

Ψ24

Ψ34 + KT
21


T

Π−1


Ψ14 + K12

Ψ24

Ψ34 + KT
21

 < 0 .
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Âûïîëíåíèå âòîðîãî èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ïðè äàííûõ K11, K12, K21 âñåãäà ìîæåò áûòü
îáåñïå÷åíî çà ñ÷åò ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáîðà K22. Ïîýòîìó îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî Π < 0
ïðè íåêîòîðîé K11.

Äëÿ ýòîãî ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ñ ìàòðèöåé Π
ïðè x = col (x1, x2, x3):

xT Πx = (x2 + Ψ−1
22 ΨT

12x1)
T Ψ22(x2 + Ψ−1

22 ΨT
12x1)+

+xT
1 (Ψ11 −Ψ12Ψ

−1
22 ΨT

12)x1 + 2xT
1 (Ψ13 + KT

11)x3 + 2xT
2 Ψ23x3 + xT

3 Ψ33x3 =

= (x2 + Ψ−1
22 ΨT

12x1 + Ψ−1
22 Ψ23x3)

T Ψ22(x2 + Ψ−1
22 ΨT

12x1 + Ψ−1
22 Ψ23x3)+

+xT
1 (Ψ11 −Ψ12Ψ

−1
22 ΨT

12)x1 + xT
3 (Ψ33 −ΨT

23Ψ
−1
22 Ψ23)x3+

+2xT
1 (Ψ13 + KT

11 −Ψ12Ψ
−1
22 Ψ23)x3 .

Ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå â âèäå
xT Πx = (x2 + Ψ−1

22 ΨT
12x1 + Ψ−1

22 Ψ23x3)
T Ψ22(x2 + Ψ−1

22 ΨT
12x1 + Ψ−1

22 Ψ23x3)+

+
(
xT

1 xT
3

) Ψ11 −Ψ12Ψ
−1
22 ΨT

12 Ψ13 + KT
11 −Ψ12Ψ

−1
22 Ψ23

(Ψ13 + KT
11 −Ψ12Ψ

−1
22 Ψ23)

T Ψ33 −ΨT
23Ψ

−1
22 Ψ23

 x1

x3


Ïåðâîå ñëàãàåìîå ýòîãî âûðàæåíèÿ íåïîëîæèòåëüíî, ò.ê. â ñèëó (3.6) è ëåììû A.2 èìååì
Ψ22 < 0, à â ìàòðèöå, îïðåäåëÿþùåé âòîðîå ñëàãàåìîå, äèàãîíàëüíûå áëîêè � îòðèöà-
òåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû â ñèëó (3.6). ßñíî, ÷òî çà ñ÷åò âûáîðà K11, ïîëîæèâ,
íàïðèìåð,

Ψ13 + KT
11 −Ψ12Ψ

−1
22 Ψ23 = 0 ,

âñå ýòî âûðàæåíèå ìîæåò áûòü ñäåëàíî îòðèöàòåëüíûì äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x. Òåì
ñàìûì, ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ 3.2 äîêàçàíà.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ëåììû A.8 óñëîâèÿ (3.5) ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî ìàòðè÷-
íîãî íåðàâåíñòâà (3.1) îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ ìîãóò áûòü ýêâèâàëåíòíî âûðàæåíû
íåðàâåíñòâàìè

Ψ− µP T P < 0 , Ψ− µQT Q < 0 , (3.9)
êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè íåêîòîðîì µ > 0.

3.2 Ïàðàìåòðèçàöèÿ âñåõ ðåøåíèé
Ïóñòü òåïåðü óñëîâèÿ, ñôîðìóëèðîâàííûå â óòâåðæäåíèè 3.2, âûïîëíÿþòñÿ è íåðàâåí-
ñòâî (3.1) ðàçðåøèìî. Ïðåäñòàâèì P = PLPR è Q = QLQR â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæè-
òåëåé ïîëíîãî ðàíãà, âçÿâ, íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ëåâûõ ñîìíîæèòåëåé ëþáûå
rP è rQ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö P è Q ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç êîòîðûå
ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ âñå îñòàëüíûå ñòîëáöû. Òîãäà ïðîèçâîëüíûé j-é ñòîëáåö, ñêàæåì,
ìàòðèöû P áóäåò ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé ñòîëáöîâ ìàòðèöû PL c êîýôôèöèåíòàìè, îá-
ðàçóþùèìè j-é ñòîëáåö ìàòðèöû PR. Òàê êàê ñîìíîæèòåëè èìåþò ìàêñèìàëüíûé ðàíãè,
òî ìàòðèöû P T

L PL, PRP T
R , QT

LQL, QRQT
R ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè. Îáùèé âèä âñåõ

ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (3.1) â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå äàåòñÿ â ñëåäóþùåì óòâåðæäåíèè.
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Óòâåðæäåíèå 3.3 Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà Ψ = ΨT ∈ Rn×n è äâå ìàò-
ðèöû P ∈ Rl×n è Q ∈ Rk×n, ïðè÷åì rank P = rP < n è rank Q = rQ < n. Ïóñòü òàêæå
âûïîëíåíû óñëîâèÿ

W T
P ΨWP < 0 , W T

QΨWQ < 0 , (3.10)
ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WP îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû P , à ñòîëáöû ìàòðèöû WQ

îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû Q. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçìå-
ðà ìàòðèöû Z è L, ïðè÷åì ‖L‖ < 1, à òàêæå ÷èñëî µ > 0, ÷òî ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (3.1) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

Θ = (QT
L)+KP+

L + Z − (QT
L)+QT

LZPLP+
L , (3.11)

ãäå
K = µS1/2L(PRΦP T

R )−1/2 − µQRΦP T
R (PRΦP T

R )−1 ,

Φ = (µQT
RQR −Ψ)−1 > 0 ,

S = µ−1I −QR[Φ− ΦP T
R (PRΦP T

R )−1PRΦ]QT
R ,

à âåðõíèé èíäåêñ + îòâå÷àåò îïåðàöèè ïñåâäîîáðàùåíèÿ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Θ � ðåøåíèå íåðàâåíñòâà (3.1). Òîãäà ìàòðèöà K = QT

LΘPL

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
Ψ + P T

R KT QR + QT
RKPR < 0 ,

è, çíà÷èò, ñóùåñòâóåò òàêîå äîñòàòî÷íî áîëüøîå µ > 0, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
Ψ + P T

R KT QR + QT
RKPR + µ−1P T

R KT KPR < 0 .

Ïðåîáðàçóåì ýòî íåðàâåíñòâî ê âèäó
µ(µ−1KPR + QR)T (µ−1KPR + QR) + (Ψ− µQT

RQR) < 0 , (3.12)
îáîçíà÷èì µQT

RQR−Ψ = Φ−1 è ïîêàæåì, ÷òî ýòà ìàòðèöà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ.
Èç âòîðîãî óñëîâèÿ (3.10) ñëåäóåò, ÷òî xT Ψx < 0 äëÿ âñåõ x, ïðèíàäëåæàùèõ N (Q)

� ÿäðó ìàòðèöû Q. Òàê êàê N (Q) = N (QT Q) è èç xT QT
RQT

LQLQRx = 0 â ñèëó òîãî, ÷òî
ìàòðèöà QT

LQL íåâûðîæäåííàÿ, ñëåäóåò QRx = 0, òî xT Ψx < 0 äëÿ âñåõ x, óäîâëåòâîðÿ-
þùèõ óðàâíåíèþ QRx = 0. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ ëåììó A.8, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøîãî µ > 0 èìååì Ψ − µQT

RQR < 0, ò.å. ââåäåííàÿ âûøå ìàòðèöà Φ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííàÿ.

Ñîãëàñíî ëåììå A.2 äâà íåðàâåíñòâà Φ > 0 è (3.12) ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâó µ−1I µ−1KPR + QR

(µ−1KPR + QR)T Φ−1

 > 0 ,

êîòîðîå, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
µ−1I > (µ−1KPR + QR)Φ(µ−1KPR + QR)T .

Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà è "âûäåëÿÿ ïîëíûé êâàäðàò",
ïðåîáðàçóåì åãî ê âèäó

[µ−1K + QRΦP T
R (PRΦP T

R )−1](PRΦP T
R )[µ−1K + QRΦP T

R (PRΦP T
R )−1]T <

< µ−1I −QR[Φ− ΦP T
R (PRΦP T

R )−1PRΦ]QT
R .
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Ââîäÿ îáîçíà÷åíèÿ
L̄ = µ−1K + QRΦP T

R (PRΦP T
R )−1 ,

S = µ−1I −QR[Φ− ΦP T
R (PRΦP T

R )−1PRΦ]QT
R ,

(3.13)

çàïèøåì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî êàê
L̄(PRΦP T

R )L̄T < S . (3.14)
Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî

îïðåäåëåííîé. Äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî S > 0 ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
µ−1I −QR[Φ− ΦP T

R (PRΦP T
R + ν−1I)−1PRΦ]QT

R > 0

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ν > 0. Ó÷èòûâàÿ ëåììó A.5 îá îáðàùåíèè ìàòðèöû ñïåöèàëü-
íîãî âèäà, ïåðåïèøåì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

µ−1I > QR(Φ−1 + νP T
R PR)−1QT

R .

Ñ ó÷åòîì ëåììû A.2 ýòî íåðàâåíñòâî, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
Φ−1 + νP T

R PR − µQT
RQR = νP T

R PR −Ψ > 0 ,

êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì ν > 0 â ñèëó ïåðâîãî èç óñëîâèé (3.10)
è ëåììû A.8.

Òàêèì îáðàçîì, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî (3.1) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó (3.14). Îáî-
çíà÷àÿ

L = S−1/2L̄(PRΦP T
R )1/2 ,

çàïèøåì íåðàâåíñòâî (3.14) êàê
‖L‖ < 1 .

Èç (3.13) íàéäåì
K = µS1/2L(PRΦP T

R )−1/2 − µQRΦP T
R (PRΦP T

R )−1 .

Íàêîíåö, òàê êàê K = QT
LΘPL, òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ìàòðèöû PL è QL èìåþò ëèíåéíî

íåçàâèñèìûå ñòîëáöû è, ñëåäîâàòåëüíî (ñì. Ïðèëîæåíèå),
P+

L = (P T
L PL)−1P T

L , (QT
L)+ = QL(QT

LQL)−1 ,

íåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé óáåæäàåìñÿ, ÷òî
Θ = (QT

L)+KP+
L + Z − (QT

L)+QT
LZPLP+

L

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû Z ðàçìåðà ìàòðèöû Θ. Òàêèì îáðàçîì, ìû óñòàíîâèëè, ÷òî
ôîðìóëà (3.11) çàäàåò âñå ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà (3.1), è óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ñîãëàñíî ýòîìó óòâåðæäåíèþ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàêîãî-ëèáî ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà (3.1)
òðåáóåòñÿ âûáðàòü ïàðàìåòð µ > 0 èç óñëîâèÿ µQT

RQR − Ψ > 0, âûáðàòü ìàòðèöó L èç
óñëîâèÿ ‖L‖ < 1, çàäàòü ìàòðèöó Z è âû÷èñëèòü Θ ïî ôîðìóëå (3.11). Çàìåòèì, ÷òî
â äàëüíåéøåì óêàçàííàÿ ïàðàìåòðèçàöèÿ íå èñïîëüçóåòñÿ, ò.ê. ïðè ñèíòåçå çàêîíîâ
óïðàâëåíèÿ íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü îäíî èç ðåøåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî íåðàâåíñòâà,
âû÷èñëÿåìîå ñ ïîìîùüþ êîìàíäû basiclmi â LMI Toolbox MATLAB.
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3.3 Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
Â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ óïðàâëåíèÿ òàêèõ, íàïðèìåð, êàê îäíîâðåìåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ
íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ èëè ãàøåíèå âîçìóùåíèé ïðè îäíîâðåìåííîì îãðàíè÷åíèè íåñêîëü-
êèõ ôóíêöèîíàëîâ, ïðîáëåìà ñèíòåçà ñâîäèòñÿ ê ïðîâåðêå ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ëè-
íåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

Ψi + P T
i ΘT Qi + QT

i ΘPi < 0 , i = 1, . . . , N , (3.15)
â êîòîðûõ Ψi � çàäàííûå ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ (ni × ni), à Pi è Qi �
çàäàííûå ìàòðèöû ïîðÿäêîâ (l× ni) è (k× ni) ñîîòâåòñòâåííî. Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû Θ
ïîðÿäêà (k × l).

Îòìåòèì, ÷òî ñèñòåìà (3.15) íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå îäíîãî íåðàâåíñòâà
òàêîãî òèïà ñ ìàòðèöåé Θ îáùåãî âèäà, à çíà÷èò, ê ýòîé ñèñòåìå íå ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû óòâåðæäåíèÿ 3.1 è 3.2. Íåïîñðåäñòâåííîå îáîáùåíèå ýòèõ óòâåðæäåíèé äëÿ ñèñòåìû
(3.15), ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî îíà ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíû
óñëîâèÿ

W T
Pi

ΨiWPi
< 0 , W T

Qi
ΨiWQi

< 0 , i = 1, . . . , N ,

ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíûì, êàê ïîêàçûâàåò ñëåäóþùèé êîíòðïðèìåð [73].
Ïóñòü

Ψ1 =

 −1 4

4 −1

 , Ψ2 =

 −1 −4

−4 −1

 ,

Pi = P = (0 1) , Qi = Q = (1 0) , i = 1, 2 .

Î÷åâèäíî, ÷òî WP = QT , WQ = P T è
W T

P ΨiWP = W T
QΨiWQ = −1 < 0 , i = 1, 2 .

Åñëè áû îáîáùåíèå óòâåðæäåíèÿ 3.2 äëÿ äàííîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ áûëî ñïðàâåäëèâî,
òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäîâàëî áû, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàìåòð Θ, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

Ψ1 + P T ΘT Q + QT ΘP =

 −1 Θ + 4

Θ + 4 −1

 < 0 ,

Ψ2 + P T ΘT Q + QT ΘP =

 −1 Θ− 4

Θ− 4 −1

 < 0 .

Îäíàêî, ïåðâîå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó |Θ + 4| < 1, à âòîðîå � íåðàâåí-
ñòâó |Θ− 4| < 1, è íå ñóùåñòâóåò Θ, óäîâëåòâîðÿþùåãî îáîèì ýòèì íåðàâåíñòâàì.

Âìåñòå ñ òåì, â [73] áûëè âûäåëåíû äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, äëÿ êîòîðûõ íåêîòîðîå
îáîáùåíèå óòâåðæäåíèé 3.1 è 3.2 âîçìîæíî. Ïåðâûé èç íèõ îòíîñèòñÿ ê ñèñòåìå íåðà-
âåíñòâ (3.15), â êîòîðîé Pi = P è Qi = Q äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N , ò.å. ê ñèñòåìå

Ψi + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , i = 1, . . . , N , (3.16)
è òðåáóåò ââåäåíèÿ íåêîòîðîé äîïîëíèòåëüíîé ìàòðè÷íîé ïåðåìåííîé Ψ0, ìàæîðèðóþ-
ùåé âñå ìàòðèöû Ψi.
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Óòâåðæäåíèå 3.4 Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû Ψi = ΨT
i ∈ Rn×n, i =

1, . . . , N è äâå ìàòðèöû P ∈ Rl×n è Q ∈ Rk×n, ïðè÷åì rank P = rP < n è rank Q = rQ <
n. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (3.16) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìàò-
ðèöû Θ ∈ Rk×l òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà
Ψ0 ≥ Ψi, i = 1, . . . , N òàêàÿ, ÷òî

W T
P Ψ0WP < 0 , W T

QΨ0WQ < 0 , (3.17)
ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WP îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû P , à ñòîëáöû ìàòðèöû WQ

îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû Q.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü óñëîâèÿ (3.17) âûïîëíåíû. Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2

ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà Θ, ÷òî
Ψ0 + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 .

Òàê êàê Ψ0 ≥ Ψi, i = 1, . . . , N , òî
Ψi + P T ΘT Q + QT ΘP ≤ Ψ0 + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 .

Ïóñòü òåïåðü ñèñòåìà íåðàâåíñòâ (3.16) èìååò ðåøåíèå Θ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ε > 0,
÷òî

Ψi + P T ΘT Q + QT ΘP + εI < 0 , i = 1, . . . , N .

Åñëè îïðåäåëèòü
Ψ0 = −(P T ΘT Q + QT ΘP + εI) ,

òî èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî Ψ0 ≥ Ψi äëÿ âñåõ i = 1, . . . , N . Êðîìå òîãî,
òàê êàê

Ψ0 + P T ΘT Q + QT ΘP = −εI < 0 ,

òî, óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñíà÷àëà ñëåâà íà W T
P è ñïðàâà íà WP , à çàòåì ñëåâà íà

W T
Q è ñïðàâà íà WQ, ïîëó÷èì (3.17).
Ñäåëàåì îäíî çàìå÷àíèå. Åñëè â ñèñòåìå (3.16) îäíà èç ìàòðèö P èëè Q ïîëíîãî

ðàíãà (íàïðèìåð, Q), òî óòâåðæäåíèå 3.4 îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ïðè çàìåíå íåðàâåíñòâ
â (3.17) íà îäíî íåðàâåíñòâî

W T
P Ψ0WP < 0 . (3.18)

Âòîðîé ÷àñòíûé ñëó÷àé êàñàåòñÿ ñèñòåìû (3.16), â êîòîðîé îäíà èç ìàòðèö P èëè
Q ñîâïàäàåò ñ åäèíè÷íîé ìàòðèöåé (áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì Q = I), ò.å.
ñèñòåìû íåðàâåíñòâ

Ψi + P T ΘT + ΘP < 0 , i = 1, . . . , N . (3.19)
Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ íàðÿäó ñ óñëîâèåì (3.18) ìîæíî ïðèâåñòè äðóãèå íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû, íå âêëþ÷àþùèå íîâûõ ïåðåìåííûõ.
Óòâåðæäåíèå 3.5 Ïóñòü äàíû ñèììåòðè÷åñêèå ìàòðèöû Ψi = ΨT

i ∈ Rn×n, i =
1, . . . , N è ìàòðèöà P ∈ Rl×n, ïðè÷åì rank P = rP < n. Ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâ (3.19) ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ ∈ Rk×l òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

W T
P ΨiWP < 0 , i = 1, . . . , N . (3.20)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü óñëîâèÿ (3.20) äîêàçûâàåòñÿ òàê æå, êàê è â óòâåð-
æäåíèè 3.1. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè çàìåòèì, ÷òî ñîãëàñíî ëåììå A.8 íåðà-
âåíñòâà (3.20) ýêâèâàëåíòíû íåðàâåíñòâàì

Ψi − µiP
T P < 0 , i = 1, . . . , N

äëÿ íåêîòîðûõ µi > 0. Îáîçíà÷èì µ = maxi µi. Òîãäà
Ψi − µP T P < 0 , i = 1, . . . , N .

Çàäàâàÿ Θ = −(1/2)µP T , ïîëó÷èì
Ψi + P T ΘT + ΘP < 0 , i = 1, . . . , N .
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Ãëàâà 4

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ

íåðàâåíñòâ â ïàêåòå MATLAB

Â îñíîâó ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ïîëîæåíû ìåòî-
äû âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Â ïàêåòå MATLAB èñïîëüçóþòñÿ òàê íàçûâàåìûå ìåòîäû
âíóòðåííåé òî÷êè (interior point methods), ðàçðàáîòàííûå â [71]. Èçëîæèì îñíîâíóþ
èäåþ ýòèõ ìåòîäîâ íà ïðèìåðå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé ôóíêöèè f(x) íà ìíî-
æåñòâå F = {x : F (x) > 0}, îïðåäåëÿåìîì ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì. Ýòà
çàäà÷à óñëîâíîé îïòèìèçàöèè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ôóíêöèè

fr(x) = rf(x) + φ(x) ,

ãäå r > 0 - øòðàôíîé ïàðàìåòð, à øòðàôíàÿ ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

φ(x) =

 log det F−1(x), x ∈ F

∞, x 6∈ F
.

Ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ,
íà n-é èòåðàöèè êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà-Ðàôñîíà äëÿ íàõîæäåíèÿ ìè-
íèìóìà xn ôóíêöèè fr(x) ïðè r = rn. Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ïîñòðîåííîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè rn → ∞ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå x∗, ÿâëÿþùåéñÿ
ðåøåíèåì èñõîäíîé çàäà÷è óñëîâíîé îïòèìèçàöèè.

Çàäà÷à ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà F (x) < 0 ñâîäèòñÿ ê ìè-
íèìèçàöèè ïàðàìåòðà t, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî
F (x)− tI ≤ 0. Åñëè tmin ≤ 0, òî èñõîäíîå ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî
è ñòðîãî ðàçðåøèìî, åñëè tmin < 0; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, tmin > 0, íåðàâåíñòâî íåðàçðå-
øèìî. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà

[tmin, xfeas]=feasp(lmisys, options, target) ,

â êîòîðîé tmin è xfeas ñóòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà t è îòâå÷àþùåå åìó ðåøå-
íèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà. Àðãóìåíòû êîìàíäû feasp: lmisys � îïèñàíèå
ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (ðàçìåðíîñòü è ñòðóêòóðà ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ,
çàäàíèå èçâåñòíûõ ìàòðèö); options � îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè;
target � íàçíà÷àåìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà tmin òàêîå, ÷òî ïðè t<target àëãîðèòì îïòè-
ìèçàöèè îñòàíàâëèâàåòñÿ (ïî óìîë÷àíèþ target=0).
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèè, çàäàâàåìîì
ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì, èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà

[copt, xopt]=mincx(lmisys, c, options, xinit, target) ,

â êîòîðîé copt è xopt ñóòü ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ìèíèìèçèðóåìîé ëèíåéíîé ôóíêöèè
è îòâå÷àþùåå åé çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ x. Àðãóìåíòû êîìàíäû mincx: lmisys � îïèñàíèå
ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà; c � îïèñàíèå âåêòîðà c, îïðåäåëÿþùåãî ìèíèìèçè-
ðóåìóþ ëèíåéíóþ ôóíêöèþ; options � îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè;
xinit � âåêòîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ xopt (óäà÷íîå çàäàíèå ýòîãî âåêòîðà ìîæåò
óñêîðèòü ïîëó÷åíèå ðåçóëüòàòà); target � íàçíà÷àåìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äëÿ âåëè÷è-
íû cT x òàêîå, ÷òî ïðè cT x < target àëãîðèòì îïòèìèçàöèè îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà îáîáùåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå èñïîëüçóåòñÿ êîìàíäà

[lopt, xopt]=gevp(lmisys, nlfc, options, linit, xinit, target) ,

â êîòîðîé lopt è xopt ñóòü ìèíèìàëüíîå îáîáùåííîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è îòâå÷àþùåå
åìó çíà÷åíèå ïåðåìåííûõ x. Àðãóìåíòû êîìàíäû gevp: lmisys � îïèñàíèå ëèíåéíûõ
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ; nlfc � ÷èñëî îãðàíè÷åíèé, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè
íåðàâåíñòâàìè; options � îïèñàíèå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà îïòèìèçàöèè; linit è xinit �
íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ lopt è xopt; target � íàçíà÷àåìîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà äëÿ
âåëè÷èíû λ òàêîå, ÷òî ïðè λ ≤ target àëãîðèòì îïòèìèçàöèè îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà
Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 ,

êîòîðîå íåîäíîêðàòíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè, èñïîëüçóåòñÿ
êîìàíäà

Xc=basiclmi(Ψ, Q, P ) ,

ðåçóëüòàòîì âûïîëíåíèÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå Xc. Äîáàâëåíèå àðãóìåíòà ′Xmin′

â êîìàíäó
X=basiclmi(Ψ, Q, P,′ Xmin′)

ïîçâîëÿåò íàéòè ðåøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà, èìåþùåå ìèíèìàëüíóþ íîðìó.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ìàòðèöà WM , ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû

M , íàõîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû
WM = null(M) .

Âñå äåòàëè îòíîñèòåëüíî èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ è äðóãèõ êîìàíä â LMI Toolbox ñîäåð-
æàòñÿ â [59].



×àñòü II

Ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ
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Ãëàâà 5

Ñòàáèëèçàöèÿ

5.1 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî ñîñòîÿíèþ
Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ïî ñîñòîÿíèþ ëèíåéíîãî ñòàöèîíàðíîãî äèíàìè÷åñêîãî îáúåêòà,
îïèñûâàåìîãî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì âèäà

ẋ = Ax + Bu , (5.1)
ãäå x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå îáúåêòà, u ∈ Rnu � óïðàâëåíèå, ñîñòîèò â âûáîðå çàêîíà
óïðàâëåíèÿ èç êëàññà ëèíåéíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî ñîñòîÿíèþ âèäà

u = Θx , (5.2)
ãäå Θ � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì ñîñòî-
ÿíèå ðàâíîâåñèÿ x = 0 çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.1), (5.2) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâûì ïî Ëÿïóíîâó.

Êëàññè÷åñêèé ïîäõîä ê ñèíòåçó ëèíåéíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé â ïðîñòðàíñòâå ñîñòîÿ-
íèé, âî âñÿêîì ñëó÷àå äëÿ óïðàâëÿåìîé ïàðû (A, B) (ñì. Ïðèëîæåíèå D î ñâîéñòâàõ
óïðàâëÿåìîñòè è ñòàáèëèçèðóåìîñòè ëèíåéíûõ îáúåêòîâ), ñâÿçàí ñ êàíîíè÷åñêèì ïðåä-
ñòàâëåíèåì óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà è ïîñòðîåíèåì ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, îáåñïå÷èâàþ-
ùåãî çàäàííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (ìîäû) ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïîñòðîåíèå
ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ïîëèíîìà ìàòðè-
öû A, âûáîðó êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà è ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Âìåñòå
ñ òåì, âîçìîæåí àëüòåðíàòèâíûé ïóòü ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ, îñíî-
âàííûé íà ïðèìåíåíèè òåîðèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ è ýôôåêòèâíûõ àëãî-
ðèòìîâ èõ ðåøåíèÿ, ðåàëèçîâàííûõ â ïàêåòå MATLAB. Äàëåå íà ðàçëè÷íûõ ïðèìåðàõ
è, â ÷àñòíîñòè, íà ïðèìåðå çàäà÷è óïðàâëåíèÿ âûñîòíûì ñîîðóæåíèåì áóäåò ïîêàçà-
íî, ÷òî àëãîðèòìû ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ, îñíîâàííûå íà ðåøåíèè ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ, îêàçûâàþòñÿ áîëåå ïðåäïî÷òèòåëüíûìè.

Èçëîæèì ýòîò àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä. Çàïèøåì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû
ẋ = Acx , Ac = A + BΘ (5.3)

è ïåðåôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè êàê ñóùåñòâîâàíèå ó ýòîé ñèñòåìû êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà, ò.å. òàêîé V (x) = xT Xx ñ X = XT > 0, äëÿ ïðîèçâîäíîé
êîòîðîé â ñèëó ñèñòåìû (5.3) âûïîëíÿåòñÿ

V̇ = xT (AT
c X + XAc)x < 0 , ∀x 6= 0 . (5.4)

33
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Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (5.4) â âèäå
AT X + XA + ΘT BT X + XBΘ < 0 , (5.5)

èëè, óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó X−1 è îáîçíà÷àÿ Y = X−1, â
âèäå

Y AT + AY + Y ΘT BT + BΘY < 0 , Y > 0 . (5.6)
Òåïåðü ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ïàðû ìàòðèö (Y, Θ), óäîâëåòâîðÿþùèõ
ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (5.6). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî äâà ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ
ïóòåì ïðèâåäåíèÿ íåëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà ê ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðà-
âåíñòâàì, ðåøàåìûì â ïàêåòå MATLAB.

Ïåðâûé ñïîñîá ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ââåñòè íîâóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ Z = ΘY
è çàïèñàòü íåðàâåíñòâà (5.6) â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ

Y AT + AY + ZT BT + BZ < 0 , Y > 0 (5.7)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y è Z. Íàõîäÿ ïàðó (Y, Z), óäîâëåòâîðÿþùóþ (5.7), âû÷èñëèì
ïàðàìåòðû èñêîìîé îáðàòíîé ñâÿçè Θ = ZY −1. Òàêèì îáðàçîì, âåðíî ñëåäóþùåå.
Óòâåðæäåíèå 5.1 Îáúåêò (5.1) èëè ïàðà (A, B) ñòàáèëèçèðóåìû òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà (5.7) ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íûõ Y è Z. Â ñëó÷àå ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïàðàìåòðû ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî
ñîñòîÿíèþ íàõîäÿòñÿ òàê: Θ = ZY −1.

Âòîðîé ñïîñîá ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè íåðàâåíñòâà (5.6) â âèäå
Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0

ñ Ψ = Y AT + AY , P = Y , Q = BT . Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.1, óñëîâèÿ êîòî-
ðîãî âûïîëíåíû â ñèëó òîãî, ÷òî detP 6= 0, ýòî íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
ìàòðèöû Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìû íåðàâåíñòâà

W T
BT (Y AT + AY )WBT < 0 , Y > 0 . (5.8)

Çäåñü WBT îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû BT ,
ò.å. ìàòðèöà WBT óäîâëåòâîðÿåò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ BT WBT = 0 è èìååò ìàêñè-
ìàëüíûé ðàíã ñðåäè âñåõ åãî ðåøåíèé. Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèå Y íåðàâåíñòâ (5.8) â (5.6),
ïðèõîäèì ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ Θ, ðåøàÿ
êîòîðîå íàõîäèì ïàðàìåòðû ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè. Èòàê, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.
Óòâåðæäåíèå 5.2 Îáúåêò (5.1) ñòàáèëèçèðóåì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåé-
íûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà (5.8) ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé Y . Â ñëó÷àå
ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïàðàìåòðû ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî ñîñòîÿíèþ íàõîäÿòñÿ
êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (5.6) c íàéäåííûì Y îòíîñèòåëüíî
ïåðåìåííîé Θ.

Îòìåòèì, ÷òî ñ ó÷åòîì ëåììû A.8 íåðàâåíñòâà (5.8) âûïîëíÿþòñÿ ïðè íåêîòîðîé
ìàòðèöå Y òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìû ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà

Y AT + AY − µBBT < 0 , Y > 0 (5.9)
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y è µ > 0. Ïðè âûïîëíåíèè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïàðàìåòðû
ðåãóëÿòîðà ìîãóò áûòü âûáðàíû â âèäå

Θ = −(µ/2)BT Y −1 . (5.10)
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Ïðèìåð 5.1 Ñòàáèëèçàöèÿ ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà: îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâ-
íåíèåì

ϕ̈− ϕ = u .

Ââåäåì âåêòîð x = col (x1, x2), ãäå x1 = ϕ, x2 = ϕ̇, è çàïèøåì ýòî óðàâíåíèå êàê
ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = x1 + u ,

ò.å. â âèäå (5.1), ãäå
A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
0
1

)
.

Â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà (5.7) ïðèíèìàþò âèä(
2y12 y11 + y22 + z1

? 2(y12 + z2)

)
< 0 ,

(
y11 y12

? y22

)
> 0 , (5.11)

ãäå Z = (z1 z2). Ñîãëàñíî êðèòåðèþ Ñèëüâåñòðà ýòè íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû ñëå-
äóþùåé ñèñòåìå íåëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ:

y12 < 0 , 4y12(y12 + z2)− (y11 + y22 + z1)
2 > 0 ,

y11 > 0 , y11y22 − y2
12 > 0 ,

ðåøåíèå êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò îïðåäåëåííóþ òðóäíîñòü. Âìåñòå ñ òåì, Y è Z óäî-
âëåòâîðÿþò ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (5.7) è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ìàò-
ðèöû, à çíà÷èò, è ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà Θ, ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì
LMI Toolbox (êîìàíäà feasp):

Y =

 90, 9732 −30, 3244

∗ 90, 9732

 , Z = (−181, 9464 − 15, 1622) ,

Θ = (−2, 3125 − 0, 9375) .

Òàêèì îáðàçîì, îäèí èç ðåãóëÿòîðîâ ïî ñîñòîÿíèþ, êîòîðûé ñòàáèëèçèðóåò ïåðåâåð-
íóòûé ìàÿòíèê, çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì

u = −2, 3125ϕ− 0, 9375ϕ̇ .

Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è âòîðûì ñïîñîáîì ïðåäïîëàãàåò íàõîæäåíèå ìàòðèöû WBT ,
ò.å. ìàòðèöû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãà, óäîâëåòâîðÿþùåé óðàâíåíèþ

BT WBT = 0 .

Î÷åâèäíî, ÷òî îäíèì èç åãî ðåøåíèé â äàííîì ñëó÷àå áóäåò

WBT =

(
1
0

)
.

Òîãäà ïåðâîå íåðàâåíñòâî â (5.8) ïðèìåò âèä

(1 0)

 2y12 y11 + y22

? 2y12

( 1
0

)
= 2y12 < 0 .
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Òåïåðü, ïîäñòàâëÿÿ â (5.6) ëþáóþ ìàòðèöó Y > 0, ó êîòîðîé y12 < 0, ïîëó÷èì ëèíåé-
íîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî Θ. Ðåøåíèå ýòîãî íåðàâåíñòâà ñ ïîìîùüþ
êîìàíäû feasp äàåò òðåáóåìûé ðåçóëüòàò. Íàïðèìåð, äëÿ

Y =

(
2 −1
? 1

)

áûëî íàéäåíî Θ = (−3, 4963 − 3, 9925). Èòàê, ðåãóëÿòîð
u = −3, 4963ϕ− 3, 9925ϕ̇

òàêæå ñòàáèëèçèðóåò ïåðåâåðíóòûé ìàÿòíèê.
Êîíå÷íî, â ñâÿçè ñ ýòèì ïðèìåðîì ìîæåò âîçíèêíóòü çàêîííûé âîïðîñ: çà÷åì íóæíû

çäåñü ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, êîãäà ïðè ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçè u = Θ1ϕ+
Θ2ϕ̇ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ïîëèíîì çàìêíóòîé ñèñòåìû, ðàâíûé s2− θ2s− (1+ θ1), èìååò
êîðíè ñëåâà îò ìíèìîé îñè ïðè Θ1 < −1, Θ2 < 0. Îäíàêî, ñëåäóþùèé ïðèìåð óæå íå
òàêîé òðèâèàëüíûé, è îí ïîêàçûâàåò, ÷òî ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà ÿâëÿþòñÿ
ýôôåêòèâíûì ñðåäñòâîì äëÿ ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ.
Ïðèìåð 5.2 Ñòàáèëèçàöèÿ äâóõçâåííîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà: îáúåêò îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ϕ̈1 = 2ϕ1 − ϕ2 + u ,
ϕ̈2 = −2ϕ1 + 2ϕ2 .

Ââåäåì âåêòîð x = col (x1, x2, x3, x4), ãäå x1 = ϕ1, x2 = ϕ2, x3 = ϕ̇1, x4 = ϕ̇2, è çàïèøåì
ýòî óðàâíåíèå êàê

ẋ1 = x3 ,
ẋ2 = x4 ,
ẋ3 = 2x1 − x2 + u ,
ẋ4 = −2x1 + 2x2 ,

ò.å. â âèäå (5.1), ãäå

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
2 −1 0 0
−2 2 0 0

 , B =


0
0
1
0

 .

Ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà ïåðâûì ñïîñîáîì äàëî ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

Y =


136, 0315 95, 7016 −35, 9087 −4, 6735
95, 7016 97, 7976 3, 4852 −32, 1794
−35, 9087 3, 4852 270, 8664 34, 0661
−4, 6735 −32, 1794 34, 0661 55, 9804

 ,

Z = (−447, 2277 − 127, 6716 − 7, 7261 − 101, 6202) ,

Θ = (−18, 0248 19, 9613 − 4, 0071 10, 5928) ,

à âòîðîé ñïîñîá äàë òó æå ñàìóþ ìàòðèöó Y è
Θ = (−17, 7036 19, 5432 − 3, 8653 10, 2930) .
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5.2 Îäíîâðåìåííàÿ ñòàáèëèçàöèÿ íåñêîëüêèõ îáúåê-
òîâ

Çàäà÷à îäíîâðåìåííîé ñòàáèëèçàöèè íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè
åäèíîãî ðåãóëÿòîðà, ïðè êîòîðîì öåëü óïðàâëåíèÿ äîñòèãàåòñÿ äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ
îáúåêòîâ. Òàêàÿ çàäà÷à âîçíèêàåò, íàïðèìåð, ïðè óïðàâëåíèè òåõíè÷åñêîé ñèñòåìîé,
êîòîðàÿ ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü â íåñêîëüêèõ ðåæèìàõ.

Ïóñòü èìåþòñÿ N ëèíåéíûõ óïðàâëÿåìûõ îáúåêòîâ
ẋ = Aix + Biu, i = 1, . . . , N. (5.12)

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ u = Θx, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷å-
ñêóþ óñòîé÷èâîñòü âñåõ N çàìêíóòûõ ñèñòåì.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ N êâàäðàòè÷íûõ ôóíêöèé
Vi(x) = xT Xix, ãäå Xi = XT

i > 0, ÿâëÿþùèõñÿ ôóíêöèÿìè Ëÿïóíîâà äëÿ êàæäîé èç
çàìêíóòûõ ñèñòåì, ò.å. òàêèõ, ÷òî

(Ai + BiΘ)T Xi + Xi(Ai + BiΘ) < 0, i = 1, . . . , N . (5.13)
Â îòëè÷èå îò çàäà÷è ñòàáèëèçàöèè îäíîãî îáúåêòà â äàííîì ñëó÷àå íå óäàåòñÿ ñôîð-

ìóëèðîâàòü êîíñòðóêòèâíûå óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû ýòèõ íåðàâåíñòâ. Îäíàêî,
åñëè îãðàíè÷èòüñÿ åäèíîé äëÿ âñåõ N ñèñòåì ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà, ò.å. â (5.13) ïîëî-
æèòü Xi = X, i = 1, . . . , N , òî òàêèå óñëîâèÿ ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû. Â òàêîé ïîñòàíîâêå
ýòà çàäà÷à íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè íåñêîëüêèõ îáúåêòîâ.

Äëÿ åå ðåøåíèÿ óìíîæèì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (5.13) ñëåâà è ñïðàâà íà X−1, îáî-
çíà÷èì Y = X−1, Z = ΘY è ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

Y AT
i + AiY + ZT BT

i + BiZ < 0, i = 1, . . . , N , (5.14)
ðàçðåøèìîñòü êîòîðîé è îïðåäåëÿåò óñëîâèÿ êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçèðóåìîñòè íåñêîëü-
êèõ îáúåêòîâ.

Óòâåðæäåíèå 5.3 Äëÿ îäíîâðåìåííîé êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè îáúåêòîâ (5.12)
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (5.14)
áûëà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî Y = Y T > 0 è Z è â ýòîì ñëó÷àå Θ = ZY −1.

Äðóãîé âîçìîæíûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ìîã áû áûòü îñíîâàí íà ïðèâå-
äåíèè ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (5.13) ê âèäó

Ψi + QT
i ΘPi + P T

i ΘT Qi < 0, i = 1, . . . , N . (5.15)
Îäíàêî, êàê îòìå÷àëîñü â ðàçäåëå 3.3, â îáùåì ñëó÷àå îòñóòñòâóþò êîíñòðóêòèâíûå
óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåì íåðàâåíñòâ òàêîãî âèäà. Îíè èçâåñòíû òîëüêî äëÿ ÷àñò-
íûõ ñëó÷àåâ, îïèñàííûõ â òîì æå ðàçäåëå. Îäèí èç ýòèõ ñëó÷àåâ â ïðèìåíåíèè ê çàäà÷å
êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëèçàöèè ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæå.

Ïðèâåäåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (5.13), êîãäà Bi = B, i = 1, . . . , N , ê âèäó
Ψi + QT Θ + ΘT Q < 0, i = 1, . . . , N , (5.16)
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ãäå Ψi = AT
i X + XAi, Q = BT X. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.5 ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ

ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà W T
QΨiWQ < 0, i =

1, . . . , N , ãäåWQ îáîçíà÷àåò ìàòðèöó, ñòîëáöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò áàçèñ íóëü-ïðîñòðàíñòâà
ìàòðèöû Q. Òàê êàê WQ = X−1WBT , òî äëÿ îäíîâðåìåííîé êâàäðàòè÷íîé ñòàáèëè-
çàöèè îáúåêòîâ (5.12) íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ

W T
BT (Y AT

i + AiY )WBT < 0 , i = 1, . . . , N (5.17)
áûëà ðàçðåøèìà îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Y = Y T > 0. Â ýòîì ñëó÷àå ïàðàìåòðû Θ
íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ Y AT

i +AiY +Y ΘT BT +
BΘY < 0, i = 1, . . . , N, â êîòîðûõ Y � ðåøåíèå ñèñòåìû (5.17).

5.3 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó
Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé îáúåêò ñ íåèçìåðÿåìûì ñîñòîÿíèåì

ẋ = Ax + Bu ,
y = Cx ,

(5.18)

â êîòîðîì x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå, u ∈ Rnu �óïðàâëåíèå, y ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð k-ãî ïîðÿäêà âèäà

ẋr = Arxr + Bry ,
u = Crxr + Dry ,

(5.19)

ãäå xr ∈ Rk � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü
çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.18), (5.19). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå k = 0 èìååì ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð
u = Dry.

Óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.18), (5.19) ïðè k 6= 0 èìååò âèä

ẋc = Acxc , Ac =

 A + BDrC BCr

BrC Ar

 , (5.20)

ãäå xc = col (x, xr).
Ïåðåôîðìóëèðóåì öåëü óïðàâëåíèÿ â âèäå ñóùåñòâîâàíèÿ êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè

Ëÿïóíîâà V (xc) = xT
c Xxc, ãäå XT = X > 0, òàêîé, ÷òî ïî ëþáîé òðàåêòîðèè çàìêíóòîé

ñèñòåìû èìååò ìåñòî
V̇ < 0 .

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó
AT

c X + XAc < 0 . (5.21)
Ââîäÿ ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà

Θ =

 Ar Br

Cr Dr

 , (5.22)

ïðåäñòàâèì ìàòðèöó çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå
Ac = A0 + B0ΘC0 , (5.23)
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ãäå
A0 =

 A 0nx×k

0k×nx 0k×k

 ,

B0 =

 0nx×k B

Ik 0k×nu

 , C0 =

 0k×nx Ik

C 0ny×k

 ,

(5.24)

âûäåëÿÿ òåì ñàìûì ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå ìàòðèöó Θ íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãó-
ëÿòîðà.

Çàìåòèì çäåñü, ÷òî ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó k-ãî ïîðÿäêà â
ñëó÷àå k 6= 0 ñâîäèòñÿ ê ñèíòåçó ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó äëÿ âñïîìîãàòåëü-
íîãî îáúåêòà

˙̄x = A0x̄ + B0ū ,
ȳ = C0x̄ ,

(5.25)
ãäå ìàòðèöû A0, B0 è C0 îïðåäåëåíû â (5.24). Â ñàìîì äåëå, ïóñòü ū = Θȳ. Òîãäà
ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû áóäåò ñîâïàäàòü ñ ìàòðèöåé (5.23), è ñîîòâåòñòâóþùèå
áëîêè ìàòðèöûΘ áóäóò îïðåäåëÿòü ïàðàìåòðû äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà.

Ïðåäñòàâèì äàëåå íåðàâåíñòâî (5.21) â âèäå
AT

0 X + XA0 + CT
0 ΘT BT

0 X + XB0ΘC0 < 0 (5.26)
èëè, óìíîæàÿ ýòî íåðàâåíñòâî ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó X−1 è îáîçíà÷àÿ Y = X−1, â
âèäå

Y AT
0 + A0Y + Y CT

0 ΘT BT
0 + B0ΘC0Y < 0 , Y > 0 . (5.27)

Ïîïûòàåìñÿ, êàê è â ñëó÷àå èçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðèìåíèòü äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ
ýòîãî íåðàâåíñòâà. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðâûì ñïîñîáîì ìû äîëæíû ââåñòè íîâóþ ìàò-
ðè÷íóþ ïåðåìåííóþ

Z = ΘC0Y (5.28)
è ïîëó÷èòü ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà

Y AT
0 + A0Y + ZT BT

0 + B0Z < 0 , Y > 0

îòíîñèòåëüíî Y è Z. Ïóñòü (Y, Z) � íåêîòîðîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà äëÿ íàõî-
æäåíèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû Θ ìû äîëæíû ðåøèòü ñèñòåìó (5.28), êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñèñòåìó (nu +k)(nx +k) óðàâíåíèé ñ (nu +k)(ny +k) íåèçâåñòíûìè. Êàê ïðàâèëî,
ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ïðåâûøàåò ðàçìåðíîñòü âåêòîðà èçìåðåíèé (nx > ny),
ïîýòîìó äëÿ íàéäåííîé ïàðû (Y, Z) ýòà ñèñòåìà ìîæåò îêàçàòüñÿ íåñîâìåñòíîé, äàæå
åñëè òðåáóåìûé ðåãóëÿòîð è ñóùåñòâóåò.

Ïåðåõîäèì êî âòîðîìó ñïîñîáó ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Ïðåäñòàâèì íåðà-
âåíñòâî (5.26) â âèäå

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0

ñ Ψ = AT
0 X + XA0, P = C0, Q = BT

0 X. Òîãäà ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 ýòî íåðà-
âåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ðàçðåøèìû
íåðàâåíñòâà

W T
BT

0 X(AT
0 X + XA0)WBT

0 X < 0 , W T
C0

(AT
0 X + XA0)WC0 < 0 , (5.29)
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â êîòîðûõ ñòîëáöû ìàòðèö WBT
0 X è WC0 îáðàçóþò áàçèñû ÿäåð ìàòðèö BT

0 X è C0 ñî-
îòâåòñòâåííî. Çàìå÷àÿ, ÷òî WBT

0 X = X−1WBT
0
, ãäå ñòîëáöû WBT

0
îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà

ìàòðèöû BT
0 , è ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (5.29), ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäó-

þùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 5.4 Îáúåêò (5.18) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó
(5.19) çàäàííîãî ïîðÿäêà k ≤ nx òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò (nx + k) ×
(nx + k)-ìàòðèöà X = XT , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

W T
C0

(AT
0 X + XA0)WC0 < 0 , X > 0 ,

W T
BT

0
(X−1AT

0 + A0X
−1)WBT

0
< 0 .

(5.30)

Åñëè óñëîâèÿ (5.30) âûïîëíåíû è òàêàÿ ìàòðèöà X íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû Θ èñ-
êîìîãî ðåãóëÿòîðà (5.19) íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà
(5.26) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé Θ.

Ââåäåì ìàòðèöó Y = X−1 è ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (5.30) â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ìàòðèö X è Y :

W T
C0

(AT
0 X + XA0)WC0 < 0 , X > 0 ,

W T
BT

0
(Y AT

0 + A0Y )WBT
0

< 0 , Y > 0 .
(5.31)

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ ïðîáëåìà ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó çà-
äàííîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å A: íàéòè äâå âçàèìíîîáðàòíûå (nx + k)× (nx + k)-
ìàòðèöû X = XT è Y (XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì
(5.31), èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òàêèõ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò.

Â ÷àñòè IV áóäóò ïðèâåäåíû àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷è A, ïðèìåíåíèå êîòîðûõ
ïîçâîëÿåò ñèíòåçèðîâàòü ðåãóëÿòîðû ïî âûõîäó.

Ïðèìåð 5.3 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà: îáúåêò îïèñû-
âàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì. òàêæå ïðèìåð 5.1)

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = x1 + u ,
y = x1 .

Òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà
(5.19).

Â äàííîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Θ ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðå ïàðà-
ìåòðà ðåãóëÿòîðà: Ar, Br, Cr, Dr. Îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî
ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (5.26) îòíîñèòåëüíî Θ, â êîòîðîì

A0 =


0 1 0

1 0 0

0 0 0

 , B0 =


0 0

0 1

1 0

 , C0 =

 0 0 1

1 0 0

 ,
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à ìàòðèöà X ïîðÿäêà 3×3 â ñâîþ î÷åðåäü äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
(5.30), ãäå

WBT
0

=


1

0

0

 , WC0 =


0

1

0

 .

Äëÿ ïîèñêà òðåáóåìîé ìàòðèöû X ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âçàèìíîîáðàò-
íûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (5.31). Â
ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû

X =


0.7549 −0.0001 −0.6737

? 1.5655 1.0186

? ? 4.1051

 , Y =


1.6050 −0.2044 0.3141

? 0.7878 −0.2290

? ? 0.3520

 ,

Θ =

 −0.1819 0.1197

0.5487 −1.5601

 .

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ðåãóëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
ẋr = −0.1819xr + 0.1197y ,

u = 0.5487xr − 1.5601y ,

è ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû

Ac =


0 1 0

−0.5601 0 0.5487

0.1197 0 −0.1819


èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1,2 = −0.0582± 0.7410i , λ3 = −0.0655 ,

ëåæàùèå ñëåâà îò ìíèìîé îñè.

Ïðèìåð 5.4 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó äâóõçâåííîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà:
îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì. òàêæå ïðèìåð 5.2)

ẋ1 = x3 ,
ẋ2 = x4 ,
ẋ3 = 2x1 − x2 + u ,
ẋ4 = −2x1 + 2x2 ,
y1 = x1 ,
y2 = x2 .

Òðåáóåòñÿ ñèíòåçèðîâàòü äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà
(5.19).
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Â äàííîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Θ ÿâëÿþòñÿ øåñòü ïàðà-
ìåòðîâ ðåãóëÿòîðà: Ar, Br = (B(1)

r B(2)
r ), Cr, Dr = (D(1)

r D(2)
r ). Îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû

êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (5.26) îòíîñèòåëüíî Θ, â êîòîðîì

A0 =



0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

2 −1 0 0 0

−2 2 0 0 0

0 0 0 0 0


, B0 =



0 0

0 0

0 1

0 0

1 0


, C0 =


0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

 , (5.32)

à ìàòðèöà X ïîðÿäêà 5× 5 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (5.30), ãäå

WBT
0

=



1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

0 0 0


, WC0 =



0 0

0 0

1 0

0 1

0 0


.

Äëÿ ïîèñêà òðåáóåìîé ìàòðèöû X ïðèìåíÿëñÿ àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ âçàèìíîîáðàò-
íûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (5.31). Â
ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû

X =



3.4330 −5.3960 −0.0027 −0.7563 2.1220

? 13.1102 0.8556 −1.5000 −8.2465

? ? 0.4706 −0.9072 −1.0650

? ? ? 3.2732 3.0418

? ? ? ? 7.0358


,

Y =



3.0358 2.7483 −0.1135 −0.3296 2.4310

? 3.2966 −0.4087 −1.2210 3.5011

? ? 4.9399 1.4611 −0.3288

? ? ? 1.8501 −1.9104

? ? ? ? 4.2886


,

Θ =

 −8.4770 −3.8599 11.3614

−22.7817 −21.4799 40.8038

 .

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ðåãóëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè
ẋr = −8.4770xr − 3.8599y1 + 11.3614y2 ,

u = −22.7817xr − 21.4799y1 + 40.8038y2 ,
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è ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1 = −7.0975, λ2,3 = −0.2964± 2.6608i, λ4 = −0.7098, λ5 = −0.0770,

ëåæàùèå ñëåâà îò ìíèìîé îñè.
Âîçìîæåí è äðóãîé ïóòü èñïîëüçîâàíèÿ óñëîâèé (5.31) äëÿ ñèíòåçà ñòàáèëèçèðóþ-

ùèõ ðåãóëÿòîðîâ. Òàê êàê

B0 =

 0nx×k B

Ik 0k×nu

 , C0 =

 0k×nx Ik

C 0ny×k


è ìàòðèöû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãàWBT

0
èWC0 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿìBT

0 WBT
0

=
0 è C0WC0 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìû ìîæåì âçÿòü

WBT
0

=

 WBT

0

 , WC0 =

 WC

0

 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû

A0 =

 A 0nx×k

0k×nx 0k×k


ïðåäñòàâèì ìàòðèöû X è Y â áëî÷íîì âèäå

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 , Y =

 Y11 Y12

Y T
12 Y22

 . (5.33)

Òîãäà íåðàâåíñòâà (5.31) ïðèìóò âèä
W T

C (AT X11 + X11A)WC < 0 ,

W T
BT (Y11A

T + AY11)WBT < 0 .
(5.34)

Çàìåòèì, ÷òî â ñèëó êðèòåðèÿ Ñèëüâåñòðà èç óñëîâèé X > 0 è Y > 0 ñëåäóåò X11 > 0
è Y11 > 0. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò çàäà÷à î íàõîæäåíèè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ìàòðèö X11 è Y11, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (5.34) è ÿâ-
ëÿþùèõñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè áëîêàìè âçàèìíîîáðàòíûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ
ìàòðèö X è Y .

Ðàñïèøåì óñëîâèå XY = I â áëî÷íîì âèäå
X11Y11 + X12Y

T
12 = I ,

X11Y12 + X12Y22 = 0 ,

XT
12Y11 + X22Y

T
12 = 0 ,

XT
12Y12 + X22Y

T
22 = I .

(5.35)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì
I −X11Y11 = X12Y

T
12 .
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Òàê êàê ðàíã êàæäîé èç ìàòðèö â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íå ïðåâûøàåò k è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìàòðèö òàêæå íå ïðåâûøàåò k, òî îòñþäà ñëåäóåò
óñëîâèå

rank (I −X11Y11) ≤ k . (5.36)
Äàëåå, èç ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû (ñì. ëåììó A.1),

ñëåäóåò, ÷òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
X11 − Y −1

11 = X12X
−1
22 XT

12 . (5.37)
Îòñþäà âûòåêàåò íåðàâåíñòâî

X11 − Y −1
11 ≥ 0 ,

êîòîðîå â ñèëó ëåììû A.3 âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà X11 I

I Y11

 ≥ 0 . (5.38)

Îêàçûâàåòñÿ (ñì. ëåììó A.7), ÷òî óñëîâèÿ X11 > 0, Y11 > 0, (5.36) è (5.38) ÿâëÿþò-
ñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö
X > 0, Y > 0 c äàííûìè áëîêàìè X11, Y11. Â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû A.7 òàêæå ïîêàçàíî,
êàê ïðè âûïîëíåíèè óêàçàííûõ óñëîâèé ïî äàííûì áëîêàì X11, Y11 ïîëó÷èòü ñîîòâåò-
ñòâóþùóþ ìàòðèöó X. À èìåííî, ïðèìåíÿÿ ëåììó A.6 î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà X11 − Y −1

11 ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,
ïðåäñòàâèì

X11 − Y −1
11 = (U1U2)

 Σ 0

0 0

 UT
1

UT
2

 ,

ãäå U1 ∈ Rn×r, U2 ∈ Rn×(n−r), Σ = diag (λ1, · · · , λr) > 0. Ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà
çàïèøåì ýêâèâàëåíòíî â âèäå

S

 Σ 0r×(k−r)

0(k−r)×r Ik−r

ST , S = (U1U2)

 Ir 0r×(k−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(k−r)


è âûáåðåì

X12 = S , X22 = diag (λ−1
1 , · · · , λ−1

r , 1, · · · , 1) . (5.39)
Çàòåì âûáðàííàÿ ìàòðèöà X ïîäñòàâëÿåòñÿ â (5.26), è ïàðàìåòðû èñêîìîãî ðåãóëÿòîðà
íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ýòîãî ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî Θ.

Òàêèì îáðàçîì, ñèíòåç ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó çàäàííîãî ïîðÿäêà
ìîæåò áûòü òàêæå îñóùåñòâëåí â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è B: íàéòè äâå (nx × nx)-
ìàòðèöû X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðà-

âåíñòâàì (5.34) è (5.38), à òàêæå óñëîâèþ (5.36), èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òàêèõ ìàòðèö íå
ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãóëÿòîðà ïîë-
íîãî ïîðÿäêà, ò.å. êîãäà k = nx. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà óñëîâèå (5.36) âñåãäà âûïîëíåíî.
Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâÿçàíà òîëüêî ñ ðåøåíèÿìè
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, à ïîòîìó ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ. À èìåííî, èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå.



5.3. Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó 45

Óòâåðæäåíèå 5.5 Îáúåêò (5.18) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó
(5.19) ïîëíîãî ïîðÿäêà k = nx òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå (nx×nx)-
ìàòðèöû X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì

íåðàâåíñòâàì
W T

C (AT X11 + X11A)WC < 0 ,

W T
BT (Y11A

T + AY11)WBT < 0 , X11 I

I Y11

 ≥ 0 .

(5.40)

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (5.37) ìîæåò áûòü òàêæå îáåñïå÷åíî ïðè âûáîðå, íàïðèìåð,
X12 = X22 = V > 0 è â ýòîì ñëó÷àå V = X11 − Y −1

11 . Òàêèì îáðàçîì, åñëè óñëîâèÿ (5.40)
âûïîëíåíû, ìàòðèöû X11 è Y11 íàéäåíû è X11 − Y −1

11 > 0, òî ïàðàìåòðû Θ ðåãóëÿòîðà
ïîëíîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà
(5.26), â êîòîðîì

X =

 X11 V

V V

 , V = X11 − Y −1
11 .

Ïðèìåð 5.5 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó äâóõçâåííîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíè-
êà ðåãóëÿòîðîì ïîëíîãî ïîðÿäêà: îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì. òàêæå
ïðèìåðû 5.2 è 5.4)

ẋ1 = x3 ,
ẋ2 = x4 ,
ẋ3 = 2x1 − x2 + u ,
ẋ4 = −2x1 + 2x2 ,
y = x1 .

Ñèíòåçèðóåì äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïîëíîãî (÷åòâåðòîãî) ïîðÿäêà ïî óãëó îòêëî-
íåíèÿ íèæíåãî ìàÿòíèêà.

Â äàííîì ñëó÷àå íåèçâåñòíûìè ýëåìåíòàìè ìàòðèöû Θ ÿâëÿþòñÿ äâàäöàòü ïÿòü
ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè ìàòðèö A(i,j)

r , i, j = 1, · · · , 4; B(i)
r , i =

1, · · · , 4; C(j)
r , j = 1, · · · , 4; Dr. Îíè ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàò-

ðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (5.26) îòíîñèòåëüíî Θ, â êîòîðîì ìàòðèöû A0, B0, C0 îïðåäå-
ëåíû â (5.32), à áëî÷íàÿ ìàòðèöà X âèäà (5.33) ïîðÿäêà 8 × 8 íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (5.34) è (5.38), ãäå

WBT =



1 0 0

0 1 0

0 0 0

0 0 1

 , WC =



0 0 0

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 ,

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö X11 è Y11 ïîðÿäêîâ 4× 4 è äàëåå ìàòðèöû X12 è
X22 îïðåäåëÿþòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (5.39).
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Äëÿ äàííîãî ïðèìåðà áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

X11 =



1871.7 165.9 −329.8 −51.7

? 544.1 44.2 −340.5

? ? 1434.8 522.1

? ? ? 445.7

 ,

X12 =



−0.8125 0.5733 0.0660 −0.0819

−0.1152 0.0103 −0.8299 0.5458

0.5323 0.7412 −0.2679 −0.3090

0.2076 0.3491 0.4849 0.7745

 ,

X22 =



0.0005 0 0 0

0 0.0007 0 0

0 0 0.0013 0

0 0 0 0.0917

 ,

Θ = 104



−6.0558 6.3583 1.1637 −58.602 16132.0

−5.6231 5.9042 1.0805 −54.416 14979.0

1.0674 −1.1207 −0.2052 10.329 −2843.0

0.0180 −0.0189 −0.0035 0.175 −48.0

0.0054 −0.0056 −0.0010 0.052 −14.0


.

Â äàííîì ñëó÷àå ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû èìååò ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ

λ1 = −1813.1 , λ2 = −5.4 , λ3,4 = −0.4± 0.9i ,

λ5,6 = −0.3± 0.6i , λ7 = −1.1, λ8 = −1.2 ,

ëåæàùèå ñëåâà îò ìíèìîé îñè.
Ïîëó÷åííûé ðåãóëÿòîð ñîäåðæèò áîëüøèå ïî âåëè÷èíå êîýôôèöèåíòû, ÷òî çà-

òðóäíÿåò åãî ïðàêòè÷åñêóþ ðåàëèçàöèþ. Ñóùåñòâóåò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü ðå-
ãóëÿòîð, ìàòðèöà Θ êîòîðîãî èìååò ìèíèìàëüíóþ íîðìó. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò
èñïîëüçîâàòü êîìàíäó

Θ = basiclmi(Ψ, Q, P,′ Xmin′) .
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Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó

Θ =



2.2561 −4.4298 −6.7194 1091.4 691.67

3.2879 −3.3957 −7.2738 982.0 −686.88

−0.4228 0.3313 −0.1676 −185.2 360.80

−0.1479 0.1586 0.0361 −4.5 381.11

−0.0023 0.0029 0.0066 −0.9 −2.16


,

è òîãäà ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû áóäåò èìåòü ñëåäóþùèå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
λ1 = −1.5847 , λ2 = −1.1216 , λ3,4 = −0.7534± 2.3388i ,

λ5,6 = −0.5314± 1.9128 , λ7 = −0.2723, λ8 = −0.2206 .

Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � ñòàáèëèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ñòàòè-
÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó. Â ýòîì ñëó÷àå â óðàâíåíèÿõ ðåãóëÿòîðà (5.19) èìååì
Ar = 0, Br = 0, Cr = 0, Θ = Dr, óñëîâèå (5.38) àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíÿåòñÿ, è ôîðìó-
ëèðîâêà çàäà÷è A ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è B.
Óòâåðæäåíèå 5.6 Îáúåêò (5.18) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòî-
ðà ïî âûõîäó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóþò äâå âçàèìíîîáðàòíûå (nx×nx)-
ìàòðèöû X = XT > 0, Y = Y T > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðà-
âåíñòâàì

W T
C (AT X + XA)WC < 0 , X > 0 ,

W T
BT (Y AT + AY )WBT < 0 , Y > 0 .

(5.41)

5.4 Ñòàáèëèçàöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì íàáëþäàòåëåé
Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïîäõîä ê ñèíòåçó ñòàáèëèçèðóþùèõ ðåãóëÿòîðîâ ïî èçìåðÿåìîìó
âûõîäó, îñíîâàííûé íà ïîñòðîåíèè íàáëþäàòåëåé ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà. Íà÷í¼ì ñ íàáëþ-
äàòåëÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà. Äëÿ óïðàâëÿåìîãî îáúåêòà

ẋ = Ax + Bu ,
y = Cx ,

(5.42)

â êîòîðîì x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå, u ∈ Rnu �óïðàâëåíèå, y ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä,
âûáåðåì ðåãóëÿòîð â ôîðìå íàáëþäàòåëÿ ñîñòîÿíèÿ ïîëíîãî ïîðÿäêà

ẋr = Axr + Bu + L(Cxr − y) ,
u = Kxr ,

(5.43)

ãäå xr ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ìàòðèöû K è L òàê, ÷òîáû
çàìêíóòàÿ ñèñòåìà (5.42), (5.43) áûëà àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé.

Ââåäåì âåêòîð íåâÿçêè e = x−xr è â êà÷åñòâå ñîñòîÿíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû âûáåðåì
âåêòîð col (x, e), êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ẋ

ė

 =

 A + BK −BK

0 A + LC

 x

e

 .
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Äëÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè ýòîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ìàò-
ðèöû A + BK è A + LC áûëè ãóðâèöåâû èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, ÷òîáû ïàðû ìàòðèö
(A, B) è (AT , CT ) áûëè ñòàáèëèçèðóåìû. Ïðèìåíÿÿ òåïåðü óòâåðæäåíèå 5.1, â êîòîðîì
íà ÿçûêå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ïðèâåä¼í êðèòåðèé ñòàáèëèçèðóåìîñòè è äà-
íà ïàðàìåòðèçàöèÿ âñåõ îáðàòíûõ ñâÿçåé, ñòàáèëèçèðóþùèõ äàííóþ ïàðó, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Óòâåðæäåíèå 5.7 Îáúåêò (5.42) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó
âèäà (5.43) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà

Y1A
T + AY1 + ZT

1 BT + BZ1 < 0 ,

Y2A + AT Y2 + ZT
2 C + CT Z2 < 0

(5.44)

ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y1 = Y T
1 > 0, Z1 è Y2 = Y T

2 > 0, Z2. Â ñëó÷àå
ðàçðåøèìîñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

K = Z1Y
−1
1 , L = Y −1

2 ZT
2 .

Òåïåðü ñèíòåçèðóåì ðåãóëÿòîð íà îñíîâå íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà [70]. Ïóñòü â
îáúåêòå óïðàâëåíèÿ (5.42) ðàíã ìàòðèöû C ðàâåí ny < nx. Îáîçíà÷èì nz = nx − ny.
Íàïîìíèì íåîáõîäèìûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè íàáëþäàòåëåé Ëþåíáåðãåðà (ñì. òàêæå [2]).

Ðàññìîòðèì íàáëþäàòåëü
ż = Fz + TBu + Qy , (5.45)

ãäå z ∈ Rnz � ñîñòîÿíèå íàáëþäàòåëÿ, y è u � èçìåðÿåìûé âûõîä è óïðàâëåíèå â îáúåêòå
(5.42), à ìàòðèöû F , T è Q óäîâëåòâîðÿþò ìàòðè÷íîìó óðàâíåíèþ

TA− FT = QC . (5.46)
Ââåä¼ì âåêòîð e = z−Tx è çàìåòèì, ÷òî â ñèëó óðàâíåíèé îáúåêòà è íàáëþäàòåëÿ äëÿ
íåãî âûïîëíÿåòñÿ

ė = Fe .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ìàòðèöà F ãóðâèöåâà, òî âåêòîð z àñèìïòîòè÷åñêè îòñëåæèâàåò
âåêòîð Tx è â ñîâîêóïíîñòè ñ âåêòîðîì y äà¼ò îöåíêó âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà.

Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðèìåì, ÷òî
C =

(
Iny 0ny×nz

)
.

Ýòî âñåãäà ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî ïóò¼ì ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííûõ. Ðàçî-
áü¼ì ìàòðèöû A è B íà áëîêè

A =

 A11 A12

A21 A22

 , B =

 B1

B2

 ,

ãäå A11 � (ny ×ny)-ìàòðèöà, à B1 � (ny ×nu)-ìàòðèöà (ïîðÿäêè îñòàëüíûõ áëîêîâ îïðå-
äåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì). Âûáåðåì ìàòðèöû F , T è Q, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâ-
íåíèþ (5.46), ñëåäóþùèì îáðàçîì

F = A22 + LA12, T = (L Inz), Q = A21 + LA11 − (A22 + LA12)L , (5.47)
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ãäå ìàòðèöó L ñëåäóåò îïðåäåëèòü èç óñëîâèÿ, ÷òî ìàòðèöà F ãóðâèöåâà. Çàìåòèì, ÷òî
ýòî âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïàðà (AT

22, A
T
12) ñòàáèëèçèðóåìà.

Â ñîîòâåòñòâèè ñî ñäåëàííûì âûáîðîì âîçüì¼ì ðåãóëÿòîð â âèäå
ẋr = (A22 + LA12)xr + (B2 + LB1)u + [A21 + LA11 − (A22 + LA12)L]y ,

u = K1xr + K2y ,
(5.48)

ãäå ìàòðèöû K1 è K2 ïîäëåæàò îïðåäåëåíèþ èç óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâî-
ñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.42), (5.48). Ïîäñòàâëÿÿ óïðàâëåíèå â èñõîäíóþ ñèñòåìó è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî xr = Tx + e, ïîëó÷èì

ẋ = (A + BK)x−BK1e ,

ė = Fe ,

ãäå
K = (K2 + K1L K1) .

Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà K íàõîäèòñÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî ìàòðèöà A + BK äîëæíà áûòü
ãóðâèöåâîé, à çàòåì ñ ó÷¼òîì óæå íàéäåííîé ìàòðèöû L îïðåäåëÿþòñÿ ìàòðèöû ðåãó-
ëÿòîðà K1 è K2.

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ñíîâà óòâåðæäåíèå 5.1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Óòâåðæäåíèå 5.8 Îáúåêò (5.42) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó
ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà âèäà (5.48) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå
íåðàâåíñòâà

Y1A
T + AY1 + ZT

1 BT + BZ1 < 0 ,

Y2A22 + AT
22Y2 + ZT

2 A12 + AT
12Z2 < 0

(5.49)

ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y1 = Y T
1 > 0, Z1 è Y2 = Y T

2 > 0, Z2. Â ñëó÷àå
ðàçðåøèìîñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì

K = (K2 + K1L K1) = Z1Y
−1
1 , L = Y −1

2 ZT
2 .

Òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâëÿòü ñèí-
òåç ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó ïîíèæåííîãî ïîðÿäêà íà îñíîâå ðåøåíèÿ òîëüêî ëèíåéíûõ
ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.
Ïðèìåð 5.6 Ñòàáèëèçàöèÿ ïî âûõîäó äâóõçâåííîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà
ñ ïîìîùüþ íàáëþäàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà: îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (ñì.
òàêæå ïðèìåð 5.5)

ẋ1 = x3 ,
ẋ2 = x4 ,
ẋ3 = 2x1 − x2 + u ,
ẋ4 = −2x1 + 2x2 ,
y = x1 .

Ñèíòåçèðóåì äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó òðåòüåãî ïîðÿäêà íà îñíîâå íàáëþ-
äàòåëÿ Ëþåíáåðãåðà.

Â äàííîì ñëó÷àå
C = (1 0 0 0) .
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Ïðåäñòàâèì

A =



0 | 0 1 0

− − − − −

0 | 0 0 1

2 | −1 0 0

−2 | 2 0 0


, B =



0

−

0

1

0


.

Ðåøåíèå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (5.49) äàåò ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû

Y1 =



102.195 71.981 −27.278 −3.674

? 73.319 2.119 −24.064

? ? 203.296 25.975

? ? ? 41.835

 ,

Z1 =
(
−335.704 −96.619 −5.270 −75.512

)
,

Y2 =


46.007 −6.289 −27.506

? 339.231 81.770

? ? 44.784

 ,

Z2 =
(
−175.690 −61.945 6.288

)
,

îòêóäà íàõîäèì
K =

(
−18.180 20.162 −4.044 10.707

)
,

LT =
(

10.372 −2.786 11.598
)
.

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûé ðåãóëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋr =


0 10.372 1

−1 −2.786 0

2 11.598 0

xr +


0

1

0

u +


17.298

4.610

9.567

 y ,

u = (20.162 − 4.044 10.707)xr − 362.730y ,

è ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ

λ1 = −0.903 , λ2,3 = −0.941± 2.405i ,

λ4,5 = −1.457± 2.862i , λ6,7 = −0.564± 0.510i ,

ëåæàùèå ñëåâà îò ìíèìîé îñè.
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5.5 Ñòàáèëèçàöèÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ
Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé óïðàâëÿåìûé îáúåêò

xt+1 = Axt + But ,
yt = Cxt ,

(5.50)

â êîòîðîì xt ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå, ut ∈ Rnu �óïðàâëåíèå, yt ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä.
Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíûé äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð k-ãî ïîðÿäêà âèäà

x
(r)
t+1 = Arx

(r)
t + Bryt ,

ut = Crx
(r)
t + Dryt ,

(5.51)

ãäå x
(r)
t ∈ Rk � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü

çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.50), (5.51).
Ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû (5.50), (5.51) â âèäå

x̄t+1 = Acx̄t , Ac =

 A + BDrC BCr

BrC Ar

 ,

ãäå x̄t = col (xt, x
(r)
t ). Ïåðåôîðìóëèðóåì öåëü óïðàâëåíèÿ â âèäå ñóùåñòâîâàíèÿ êâàä-

ðàòè÷íîé ôóíêöèè Ëÿïóíîâà Vt(x̄t) = x̄T
t Xx̄t ñ XT = X > 0 òàêîé, ÷òî ïî ëþáîé

òðàåêòîðèè çàìêíóòîé ñèñòåìû èìååò ìåñòî
Vt+1 − Vt = x̄T

t+1Xx̄t+1 − x̄T
t Xx̄t = x̄T

t (AT
c XAc −X)x̄t < 0 .

Ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó
AT

c XAc −X < 0 ,

êîòîðîå ñ ó÷åòîì ëåììû A.2 ïðåäñòàâèìî â âèäå −X−1 Ac

AT
c −X

 < 0 . (5.52)

Ââîäÿ ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà

Θ =

 Ar Br

Cr Dr


è ïðåäñòàâëÿÿ ìàòðèöó çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå

Ac = A0 + B0ΘC0 ,

A0 =

 A 0

0 0

 , B0 =

 0 B

I 0

 , C0 =

 0 I

C 0

 ,

ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (5.52) â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Θ

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (5.53)
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â êîòîðîì
Ψ =

 −X−1 A0

AT
0 −X

 , P = (0 C0) , Q =
(
BT

0 0
)

. (5.54)

Òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå

WP =

 0 I

WC0 0

 , WQ =

 WBT
0

0

0 I

 ,

òî, ïðèìåíÿÿ óòâåðæäåíèå 3.2, ïðèõîäèì ê ñïðàâåäëèâîñòè ñëåäóþùåãî.

Óòâåðæäåíèå 5.9 Äèñêðåòíûé îáúåêò (5.50) ñòàáèëèçèðóåì ñ ïîìîùüþ ðåãóëÿòîðà
ïî âûõîäó (5.51) çàäàííîãî ïîðÿäêà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò (nx+k)×
(nx + k)-ìàòðèöà X = XT > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì óñëîâèÿì:

 0 I

WC0 0

T  −X−1 A0

AT
0 −X

 0 I

WC0 0

 < 0 ,

 WBT
0

0

0 I

T  −X−1 A0

AT
0 −X

 WBT
0

0

0 I

 < 0 .

(5.55)

Åñëè óñëîâèÿ (5.55) âûïîëíåíû è òàêàÿ ìàòðèöà X íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû èñêîìîãî
ðåãóëÿòîðà (5.51) íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (5.53).

Ââåäåì ìàòðèöó Y = X−1 è ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (5.55) â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ìàòðèö X è Y :

 0 I

WC0 0

T  −Y A0

AT
0 −X

 0 I

WC0 0

 < 0 ,

 WBT
0

0

0 I

T  −Y A0

AT
0 −X

 WBT
0

0

0 I

 < 0 .

(5.56)

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö X è Y
(XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâàì (5.56), ò.å. ê çàäà÷å A, ñôîðìóëèðîâàí-
íîé âûøå.

Òàê êàê
B0 =

 0nx×k B

Ik 0k×nu

 , C0 =

 0k×nx Ik

C 0ny×k


è ìàòðèöû ìàêñèìàëüíîãî ðàíãàWBT

0
èWC0 äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿìBT

0 WBT
0

=
0 è C0WC0 = 0 ñîîòâåòñòâåííî, òî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìîæíî âçÿòü

WBT
0

=

 WBT

0

 , WC0 =

 WC

0

 .
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Òîãäà ñ ó÷åòîì áëî÷íîé ñòðóêòóðû ìàòðèö A0, B0, C0 è ñîîòâåòñòâóþùåãî áëî÷íîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö X è Y â âèäå

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 , Y =

 Y11 Y12

Y T
12 Y22


íåðàâåíñòâà (5.56) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó

W T
C (AT X11A−X11)WC < 0

W T
BT (AY11A

T − Y11)WBT < 0 .
(5.57)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ ìîæåò
áûòü òàêæå ñâåäåíà ê ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å B: íàéòè äâå (nx×nx)-ìàòðèöû
X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì

(5.57) è  X11 I

I Y11

 ≥ 0 ,

è óñëîâèþ
rank (I −X11Y11) ≤ k ,

èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òàêèõ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò.
Äëÿ ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó â óðàâíåíèÿõ ðåãóëÿòîðà (5.51) èìååì Ar =

0, Br = 0, Cr = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî, Θ = Dr. Â ýòîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâî (5.52) ïðèìåò
âèä (5.53), ãäå

Ψ =

 −X−1 A

AT −X

 , P = (0 C) , Q =
(
BT 0

)
.

Òîãäà óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè (5.55) ïðèìóò âèä
W T

C (AT XA−X)WC < 0 ,

W T
BT (AX−1AT −X−1)WBT < 0 ,

ãäå X � ìàòðèöà ïîðÿäêà (nx × nx), è ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è A ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëè-
ðîâêîé çàäà÷è B.

Â ÷àñòíîñòè, êîãäà ñîñòîÿíèå îáúåêòà ïîëíîñòüþ èçìåðÿåòñÿ, ò.å. C = I è rank (0 C) =
nx, íåðàâåíñòâî (5.52) ïðèìåò âèä (5.53), â êîòîðîì

Ψ =

 −X−1 A

AT −X

 , P = (0 I) , Q =
(
BT 0

)
.

Óñëîâèÿ ñòàáèëèçèðóåìîñòè (5.55) â ýòîì ñëó÷àå ñâîäÿòñÿ ê âûïîëíèìîñòè äâóõ íåðà-
âåíñòâ  I

0

T  −X−1 A

AT −X

 I

0

 < 0 ,

 WBT 0

0 I

T  −X−1 A

AT −X

 WBT 0

0 I

 < 0 ,

(5.58)
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ïåðâîå èç êîòîðûõ äàåò X−1 > 0, à âòîðîå ïî ëåììå Øóðà ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
W T

BT (AX−1AT −X−1)WBT < 0 .

Òàêèì îáðàçîì, ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 3.2 ïîëó÷èì, ÷òî îáúåêò (5.50) ñòàáèëèçèðóåì
ïî ñîñòîÿíèþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íåðàâåíñòâî

W T
BT (AY AT − Y )WBT < 0

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû Y = Y T .



Ãëàâà 6

Ìîäàëüíîå óïðàâëåíèå

Çàäà÷à ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñâÿçàíà ñ ïîñòðîåíèåì ðåãóëÿòîðà, ïðè êîòîðîì ïî-
ëþñà çàìêíóòîé ñèñòåìû ðàñïîëàãàþòñÿ â çàäàííûõ òî÷êàõ èëè çàäàííûõ îáëàñòÿõ
êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çíà÷åíèÿ òàêèõ õàðàêòåðèñòèê çàìêíóòîé ñèñòåìû êàê âðåìÿ
ïåðåõîäíîãî ïðîöåññà, äåìïôèðîâàíèå, ñêîðîñòü ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ â ðåãóëÿòîðå è
äðóãèõ îïðåäåëÿþòñÿ ðàñïîëîæåíèåì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòå-
ìû â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çäåñü ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü
çàäà÷è ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ îòíîñèòåëüíî òàêèõ îáëàñòåé, êîòîðûå ìîãóò áûòü õà-
ðàêòåðèçîâàíû ñèñòåìîé ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ - òàêèå îáëàñòè â äàëüíåé-
øåì áóäåì íàçûâàòü LMI-îáëàñòÿìè (ñì. [52, 53]). Ìû óâèäèì, ÷òî ê ýòèì îáëàñòÿì
îòíîñÿòñÿ âåðòèêàëüíûå è ãîðèçîíòàëüíûå ïîëîñû, êðóãè, êîíè÷åñêèå ñåêòîðû, à òàêæå
ïåðåñå÷åíèÿ òàêèõ îáëàñòåé.

6.1 LMI-îáëàñòè
Ïóñòü D - íåêîòîðàÿ îáëàñòü ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè. Äèíàìè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó ẋ = Ax áóäåì íàçûâàòü D-óñòîé÷èâîé, åñëè âñå åå ïîëþñà, ò.å. âñå ñîáñòâåííûå
çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A, ëåæàò â îáëàñòè D. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöó A òàêæå áóäåì íà-
çûâàòü D-óñòîé÷èâîé. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà D ñîâïàäàåò ñî âñåé ëåâîé êîìïëåêñíîé
ïîëóïëîñêîñòüþ, D-óñòîé÷èâîñòü ñâîäèòñÿ ê àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, êîòîðàÿ
õàðàêòåðèçóåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ëÿïóíîâà, ÿâëÿþùèìñÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåí-
ñòâîì. À èìåííî, ìàòðèöà A àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò ñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà X, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íåðàâåíñòâàì

AX + XAT < 0 , X > 0 . (6.1)
Îïðåäåëèì êëàññ îáëàñòåé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷-

íûõ íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìàòðè÷íûå ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî
ïåðåìåííîãî, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ â ïðîñòðàíñòâå ýðìèòîâûõ (m×m)-ìàòðèö

f(z) = α + zβ + z̄βT , (6.2)
ãäå α = αT ∈ Rm×m è β ∈ Rm×m.

Îïðåäåëåíèå. Îáëàñòü
D = {z ∈ C : f(z) < 0} (6.3)

55
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áóäåì íàçûâàòü LMI-îáëàñòüþ, ïîðîæäàåìîé ôóíêöèåé f(z).
Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî LMI-îáëàñòü � ýòî ïîäìíîæåñòâî êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, êîòîðîå ïðåäñòàâèìî ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ x = Re (z) è y = Im (z). Ñëåäîâàòåëüíî, LMI-îáëàñòè � âûïóêëûå. Êðîìå
òîãî, òàê êàê äëÿ ëþáîãî z ∈ D èìååò ìåñòî

f(z̄) = f(z) < 0 ,

òî LMI-îáëàñòè ñèììåòðè÷íû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè.
Ñàìîå ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî LMI-îáëàñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíè ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿþòñÿ â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé
ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïèñàòü ýòè íåðàâåíñòâà, ïî-
ñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ôóíêöèè f(z) ñëåäóþùóþ (m×m)-áëî÷íóþ ìàòðèöó

M(A, X) = α⊗X + β ⊗ (AX) + βT ⊗ (AX)T , (6.4)
áëîêè êîòîðîé, èñïîëüçóÿ îïåðàöèþ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ ⊗ (ñì. Ïðèëîæåíèå F),
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

Mij(A, X) = αijX + βijAX + βjiXAT , i, j = 1, · · · , m .

Îòìåòèì, ÷òî M(A, X) â (6.4) è f(z) â (6.2) ñâÿçàíû ïîäñòàíîâêîé
(X, AX, XAT ) ↔ (1, z, z̄) .

Óòâåðæäåíèå 6.1 Ïóñòü D - LMI-îáëàñòü. Òîãäà ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ D-óñòîé÷èâîé,
åñëè è òîëüêî åñëè ñóùåñòâóåò ìàòðèöà X = XT , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíûì ìàò-
ðè÷íûì íåðàâåíñòâàì

M(A, X) < 0 , X > 0 . (6.5)
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü λ è v � ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå è ñîîòâåòñòâó-

þùèé åìó ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû A, òî åñòü v∗A = λv∗. Íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî

(I ⊗ v)∗M(A, X)(I ⊗ v) = (v∗Xv)f(λ) .

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà � îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà
è X > 0, òî îòñþäà ñëåäóåò f(λ) < 0, ò.å. λ ∈ D.

Íåîáõîäèìîñòü. Ïðèâåäåì, ðàäè ïðîñòîòû, äîêàçàòåëüñòâî òîëüêî äëÿ äèàãîíàëüíîé
ìàòðèöû A = diag (λ1, · · · , λn), ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êîòîðîé ëåæàò â îáëàñòè D. Ðàñ-
ïðîñòðàíèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè M(A, X) íà ìíîæåñòâî êîìïëåêñíûõ ìàòðèö
A è ýðìèòîâûõ ìàòðèõ X = X∗:

M(A, X) = α⊗X + β ⊗ (AX) + βT ⊗ (AX)∗ .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî
M(A, I) = UTdiag (f(λ1), · · · , f(λn))U ,

ãäå U � ìàòðèöà ïåðåñòàíîâîê. Òàê êàê ïî óñëîâèþ f(λi) < 0, i = 1, · · · , n, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî M(A, X) < 0 ïðè X = I. Äîêàçàòåëüñòâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A
ïðèâåäåíî â [52].
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Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà LMI-îáëàñòè âîçüìåì
ìíîæåñòâî D1 = {z : Re z < −µ}, êîòîðîå ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì
ñèñòåìàì ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè íå ìåíüøåé µ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòó îáëàñòü ïîðîæäàåò
ôóíêöèÿ f1(z) = z + z̄ + 2µ, è ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.1 ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ñî ñòåïåíüþ óñòîé÷èâîñòè íå ìåíüøåé µ, òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò X = XT , óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì

AX + XAT + 2µX < 0 , X > 0 . (6.6)
Äðóãîé ïðèìåð LMI-îáëàñòè � D2 = {z : |z + q| < r} � âíóòðåííîñòü êðóãà ðàäèóñà

r ñ öåíòðîì â òî÷êå (−q, 0). Äëÿ ýòîé îáëàñòè

f2(z) =

 −r q + z

q + z̄ −r

 < 0 ,

è ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà (6.5), õàðàêòåðèçóþùèå ýòó îáëàñòü, ïðèíèìàþò
âèä  −rX qX + AX

qX + XAT −rX

 < 0 , X > 0 . (6.7)

Âåðòèêàëüíîé ïîëîñå D3 = {z : −µ2 < Re z < −µ1} îòâå÷àåò ôóíêöèÿ

f3(z) =

 (z + z̄) + 2µ1 0

0 −(z + z̄)− 2µ2


è, ñîîòâåòñòâåííî, ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà AX + XAT + 2µ1X 0

0 −AX −XAT − 2µ2X

 < 0 , X > 0 ,

à ãîðèçîíòàëüíîé ïîëóïîëîñå D4 = {z : Re z < 0 ,−ν < Im z < ν} � ôóíêöèÿ

f4(z) =

 −2ν z − z̄

−(z − z̄) −2ν


è ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà −2νX AX −XAT

−AX + XAT −2νX

 < 0 , X > 0 .

Íàêîíåö, êîíè÷åñêîìó ñåêòîðó D5 = {z : Re z tgϕ < −|Im z|} ñîîòâåòñòâóåò ôóíêöèÿ

f5 =

 (z + z̄) sin ϕ (z − z̄) cos ϕ

−(z − z̄) cos ϕ (z + z̄) sin ϕ


è ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà (AX + XAT ) sin ϕ (AX −XAT ) cos ϕ

(XAT − AX) cos ϕ (AX + XAT ) sin ϕ

 < 0 , X > 0 . (6.8)
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Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî LMI-îáëàñòåé � îíè çàìêíóòû îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè
ïåðåñå÷åíèÿ, ò.å. ïåðåñå÷åíèå LMI-îáëàñòåé � LMI-îáëàñòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåñå÷å-
íèå D1

⋂
D2 äâóõ äàííûõ LMI-îáëàñòåé D1 è D2 ñ ôóíêöèÿìè f1 è f2 ïîðîæäàåòñÿ

ôóíêöèåé
f = diag (f1, f2)

è, ñëåäîâàòåëüíî,
M(A, X) = diag (M1(A, X), M2(A, X)) .

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå òîãî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A îäíîâðåìåííî ïðè-
íàäëåæàò äâóì çàäàííûì LMI-îáëàñòÿì D1 è D2, âûðàæàåòñÿ â òåðìèíàõ îäíîé ìàòðè-
öû X, óäîâëåòâîðÿþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. À èìåííî, ìàòðèöà
A ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî D1-óñòîé÷èâîé è D2-óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñóùåñòâóåò X = XT > 0, äëÿ êîòîðîé M1(A, X) < 0 è M2(A, X) < 0.

6.2 Ñèíòåç ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ
Ïîêàæåì òåïåðü, êàê ñèíòåç ìîäàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî ñîñòîÿíèþ äëÿ çàäàííîé LMI-
îáëàñòè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ïóñòü îáúåêò îïèñûâà-
åòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ = Ax + Bu , (6.9)
ãäå x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå îáúåêòà, u ∈ Rnu � óïðàâëåíèå. Çàäà÷à ñîñòîèò â âûáîðå çàêîíà
óïðàâëåíèÿ èç êëàññà ëèíåéíûõ îáðàòíûõ ñâÿçåé ïî ñîñòîÿíèþ âèäà

u = Θx , (6.10)
ãäåΘ � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà, ïðè êîòîðîì ìàòðè-
öà çàìêíóòîé ñèñòåìû (6.9), (6.10) áóäåò D-óñòîé÷èâîé, ò.å. âñå åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ëåæàò â çàäàííîé LMI-îáëàñòè.

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6.1 çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàòðèö X = XT > 0 è
Θ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó M(A + BΘ, X) < 0. Îáîçíà÷àÿ Z = ΘX, ïðåäñòàâèì
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî êàê ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî

M(A, X) + β ⊗BZ + βT ⊗ ZT BT < 0 (6.11)
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö X è Z. Ïîñëå òîãî, êàê ýòè ìàòðèöû áóäóò íàéäåíû,
èñêîìàÿ ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà íàõîäèòñÿ êàê Θ = ZX−1.
Ïðèìåð 6.1 Ìîäàëüíàÿ ñòàáèëèçàöèÿ äâóõçâåííîãî ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíè-
êà: îáúåêò îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè

ẋ1 = x3 ,
ẋ2 = x4 ,
ẋ3 = 2x1 − x2 + u ,
ẋ4 = −2x1 + 2x2 .

Ñèíòåçèðóåì ðåãóëÿòîð ïî ñîñòîÿíèþ, ïðè êîòîðîì âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû ëåæàò âíóòðè êðóãà ñ öåíòðîì â òî÷êå z = −1 è ðàäèóñîì,
ðàâíûì 0.1.
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Äàííàÿ îáëàñòü ÿâëÿåòñÿ LMI-îáëàñòüþ âèäà D2, è ñîîòâåòñòâóþùåå ëèíåéíîå
ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (6.11) ïðèìåò âèä −0.1X X + AX + BZ

X + XAT + ZT BT −0.1X

 < 0 , X > 0 ,

ãäå

A =


0 0 1 0
0 0 0 1
2 −1 0 0
−2 2 0 0

 , B =


0
0
1
0

 .

Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà
Θ = (−10.0067, 9.5078, −4.0023, 6.0056) ,

ïðè êîòîðûõ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû ðàâíû
λ1,2 = −0.9890± 0.0111i , λ3 = −1.0104 , λ4 = −1.0140 .
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Ãëàâà 7

Îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå

óïðàâëåíèå

Â 20-ì âåêå îïòèìàëüíîìó óïðàâëåíèþ ëèíåéíûì äèíàìè÷åñêèì îáúåêòîì ïî êâàä-
ðàòè÷íîìó êðèòåðèþ êà÷åñòâà áûëî óäåëåíî, íàâåðíîå, ñòîëüêî âíèìàíèÿ, ñêîëüêî íè
îäíîé äðóãîé òåìå â òåîðèè óïðàâëåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, áûëè ñôîðìóëèðîâàíû óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ êàê â äåòåðìèíèðîâàííîì, òàê è â
ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ, è ïîëó÷åíû ôîðìóëû âû÷èñëåíèÿ èõ ïàðàìåòðîâ â òåðìèíàõ
ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé Ðèêêàòè [14, 15, 2].

Â ðàìêàõ ýòîãî ïîäõîäà íàèáîëüøóþ ñëîæíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñèíòåç îïòèìàëüíîãî
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó÷àå íåèçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà, êîãäà
äëÿ èçìåðåíèÿ äîñòóïåí òîëüêî âåêòîð âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ, èìåþùèé ìåíüøóþ ðàç-
ìåðíîñòü, ÷åì âåêòîð ñîñòîÿíèÿ. Îñîáûé èíòåðåñ çäåñü âûçûâàåò ñèíòåç îïòèìàëüíûõ
ðåãóëÿòîðîâ çàäàííîãî ïîðÿäêà (â ÷àñòíîñòè, ñòàöèîíàðíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó).
Êðîìå òîãî, êàê ïðàâèëî, ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî íåâûðîæäåííûå çàäà÷è, êîãäà âåñî-
âàÿ ìàòðèöà óïðàâëåíèÿ â ôóíêöèîíàëå ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, õîòÿ ýòî îãðàíè÷åíèå
èíîãäà âûãëÿäèò èñêóññòâåííûì.

Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ìåòîäó óðàâíåíèé Ðèêêàòè äëÿ ñèíòåçà îïòèìàëüíîãî
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ. Ïðèìåíåíèå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëü-
íûõ ðåãóëÿòîðîâ îñíîâàíî íà ñëåäóþùåé èäåå. Èçâåñòíî [54, 56, 63], ÷òî îïòèìàëüíîå
ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëåíèå ìîæåò òðàêòîâàòüñÿ êàê H2-îïòèìàëüíîå óïðàâëå-
íèå ëèíåéíûì îáúåêòîì, íà âõîä êîòîðîãî ïîäàåòñÿ èìïóëüñíîå âîçäåéñòâèå èëè áåëûé
øóì. Â ñâîþ î÷åðåäü, óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè H2-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû îáú-
åêòà ìîæåò áûòü âûðàæåíî â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Îñíîâàííàÿ
íà ýòîé èäåå ïðîöåäóðà ñèíòåçà îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ â îáùåì ñëó÷àå ïðèâîäèò
ê çàäà÷å A: ïîèñêó äâóõ âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàò-
ðè÷íûì íåðàâåíñòâàì.

Â äàííîé ãëàâå ïîêàçàíî, ÷òî íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïîëíîãî ïîðÿäêà ïî âûõîäó, ìèíèìèçèðóþùåãî êâàäðàòè÷-
íûé ôóíêöèîíàë (âûðîæäåííûé èëè íåâûðîæäåííûé), è åãî ïàðàìåòðû âûðàæàþòñÿ â
òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå γ-îïòèìàëüíîãî çàêîíà
óïðàâëåíèÿ, ïðè êîòîðîì îòíîøåíèå çíà÷åíèÿ êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà ê êâàäðà-
òó íîðìû íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà íå ïðåâûøàåò çàäàííîå ÷èñëî γ2 äëÿ ëþáîãî
íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Òàêèå çàêîíû óïðàâëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáåñïå÷è-
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âàþùèå ãàøåíèå â çàäàííîì îòíîøåíèè γ âîçìóùåíèé îáúåêòà, âûçâàííûõ îòêëîíåíè-
åì åãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî ñèíòåç γ-îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïîíè-
æåííîãî ïîðÿäêà ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óïîìÿíóòîé âûøå çàäà÷è ïîèñêà äâóõ âçàèìíî-
îáðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì, à ñèíòåç γ-
îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïîëíîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí â òåðìèíàõ òîëüêî
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ. Â ñëó÷àå, êîãäà îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå
óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû, îíî ñ ëþ-
áîé çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ γ-îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ïðè çíà÷åíèè
γ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîì ê ïðåäåëüíîìó ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ.

7.1 Âû÷èñëåíèå H2-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû
Ââåäåì ïðîñòðàíñòâî RL2 ïåðåäàòî÷íûõ ìàòðèö H(s), äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ

∞∫
−∞

tr [HT (−jω)H(jω)] dω < ∞ .

Â ýòîì ïðîñòðàíñòâå H2-íîðìà îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

‖H‖2 = { 1

2π

∞∫
−∞

tr [HT (−jω)H(jω)] dω}1/2 . (7.1)

Ïóñòü
H(s) = C(sI − A)−1B .

Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìóþ, íàáëþäàåìóþ è óñòîé÷èâóþ ñèñòåìó
ẋ = Ax + Bv , x(0) = 0
z = Cx ,

(7.2)

ãäå x ∈ Rnx , v ∈ Rnv è z ∈ Rnz , ðåàëèçóþùóþ ýòó ïåðåäàòî÷íóþ ìàòðèöó â ïðî-
ñòðàíñòâå ñîñòîÿíèé. Ïðèâåäåì äâå èíòåðïðåòàöèè H2-íîðìû, êîòîðûå â ïîñëåäóþùåì
áóäóò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â äåòåðìèíèðîâàííîì è
ñòîõàñòè÷åñêîì ñëó÷àÿõ (ñì., íàïðèìåð, [54]).

Ñíà÷àëà ïîäàäèì íà âõîä (7.2) ïîñëåäîâàòåëüíî èìïóëüñíûå ñèãíàëû v(i)(t) = δ(t) ei,
ãäå δ(t) � èìïóëüñíàÿ ôóíêöèÿ, ei � i-é ñòîëáåö (nv × nv)-åäèíè÷íîé ìàòðèöû, i =
1, 2, . . . , nv, è îáîçíà÷èì ÷åðåç z(i) ñîîòâåòñòâóþùèé âûõîä, à ÷åðåç Z(i)(jω) � åãî Ôóðüå-
èçîáðàæåíèå. Êàê èçâåñòíî, Z(i)(jω) = H(jω)ei. Ïðèìåíÿÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, ïîëó-
÷èì

‖H‖2
2 =

1

2π

∞∫
−∞

tr [HT (−jω)H(jω)] dω =

=
1

2π

∞∫
−∞

nv∑
i=1

eT
i HT (−jω)H(jω)ei dω =

1

2π

∞∫
−∞

nv∑
i=1

Z(i)T (−jω)Z(i)(jω) dω =

=
nv∑
i=1

∞∫
0

z(i)T z(i) dt .
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Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå êâàäðàòà H2-íîðìû ñîâïàäàåò ñ ñóììîé èíòåãðàëîâ îò êâàä-
ðàòà íîðìû âûõîäîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ âõîäíûì èìïóëüñíûì ñèãíàëàì.

Òàê êàê z(i)(t) = CeAtBei, t > 0, òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî tr (KT SK) = tr (SKKT ) äëÿ
ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû K è ïðîèçâîëüíîé ñèììåòðè÷åñêîé ìàòðèöû S, îòñþäà ïîëó÷èì

‖H‖2
2 =

nv∑
i=1

∞∫
0

eT
i BT eAT tCT CeAtBei dt =

=
nv∑
i=1

∞∫
0

tr (eAT tCT CeAtBeie
T
i BT ) dt =

=

∞∫
0

tr (eAT tCT CeAt
nv∑
i=1

Beie
T
i BT ) dt =

=

∞∫
0

tr (eAT tCT CeAtBBT ) dt =

= tr (BT

∞∫
0

eAT tCT CeAt dtB) = tr (C
∞∫
0

eAtBBT eAT t dtCT ) .

(7.3)

Êàê èçâåñòíî, çíà÷åíèÿ ïîñëåäíèõ äâóõ èíòåãðàëîâ ìîãóò áûòü íàéäåíû êàê ðåøåíèÿ
ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé Ëÿïóíîâà. À èìåííî, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ìàòðèöà A
ãóðâèöåâà, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà

P = Po =

∞∫
0

eAT tCT CeAt dt

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
AT P + PA + CT C = 0 , (7.4)

à ìàòðèöà
P = Pr =

∞∫
0

eAtBBT eAT t dt

óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ
AP + PAT + BBT = 0 . (7.5)

Ñîãëàñíî ëåììå E.1 ýòè óðàâíåíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìåþò åäèíñòâåííûå íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííûå ðåøåíèÿ, è òîãäà èñêîìàÿ H2-íîðìà âû÷èñëÿåòñÿ îäíèì èç
äâóõ ñëåäóþùèõ îáðàçîâ

‖H‖2
2 = tr (BT PoB) , (7.6)

ãäå Po � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.4), èëè
‖H‖2

2 = tr (CPrC
T ) , (7.7)

ãäå Pr � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.5).
Òåïåðü ïîäàäèì íà âõîä ñèñòåìû (7.2) áåëûé øóì v åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, ò.å.

E[v(t)vT (t + τ)] = δ(τ)I, è ââåäåì êðèòåðèé
J = lim

t→∞
E |z(t)|2 ,



64 Ãëàâà 7. Îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëåíèå

ãäå E � çíàê ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ïðîäåëàåì ñëåäóþùèå î÷åâèäíûå âûêëàäêè
J = lim

t→∞
E tr (zzT ) =

= lim
t→∞

trE [

t∫
0

Φ(t, τ)v(τ) dτ

t∫
0

vT (σ)ΦT (t, σ) dσ] =

= lim
t→∞

tr [
t∫

0

Φ(t, τ)

t∫
0

E [v(τ)vT (σ)]ΦT (t, σ) dσ dτ =

= lim
t→∞

tr [
t∫

0

Φ(t, τ)ΦT (t, τ) dτ ] ,

ãäå Φ(ξ, ν) = CeA(ξ−ν)B. Ïîëàãàÿ òåïåðü µ = t− τ è ñðàâíèâàÿ ñ (7.3), ïîëó÷èì

J = lim
t→∞

tr [C
t∫

0

eAµBBT eAT µ dµCT ] = tr [C
∞∫
0

eAµBBT eAT µ dµCT ] = ‖H‖2
2 .

Òàêèì îáðàçîì, êâàäðàò H2-íîðìû ñîâïàäàåò òàêæå ñ ïðåäåëüíûì çíà÷åíèåì ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ êâàäðàòà ìîäóëÿ âûõîäà ëèíåéíîé ñèñòåìû, êîãäà íà åå âõîä
ïîñòóïàåò áåëûé øóì.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò õàðàêòåðèçîâàòü H2-íîðìó â òåðìèíàõ ðåøåíèé
ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ.
Óòâåðæäåíèå 7.1 Ïóñòü â îáúåêòå (7.2) ìàòðèöà A ãóðâèöåâà. Òîãäà ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû.
(a) ‖H‖2 < γ;
(b) ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû X = XT > 0 è S = ST , ÷òî AT X + XA XB

BT X −γI

 < 0 ,

 X CT

C S

 > 0 , tr (S) < γ; (7.8)

(c) ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû Y = Y T > 0 è R = RT , ÷òî AY + Y AT Y CT

CY −γI

 < 0 ,

 Y B

BT R

 > 0 , tr (R) < γ . (7.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (a) ýêâèâàëåíòåí òîìó, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî tr (BT PoB) <
γ2, ãäå Po � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7.4). Òàê êàê ýòî óðàâíåíèå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-
íèå, òî ýòî ýêâèâàëåíòíî ñóùåñòâîâàíèþ X = XT > 0 òàêîé, ÷òî

AT X + XA + CT C < 0 , tr (BT XB) < γ2 . (7.10)
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

AT X + XA + CT C + ε2I = 0 ,
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êîòîðîå èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèåX > Po. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî tr (BT PoB) ≤ tr (BT XB) <
γ2. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè tr (BT PoB) < γ2, òî íàéäåòñÿ òàêîå ε, ÷òî tr (BT XB) < γ2.

Âîçüìåì òåïåðü â (7.10) X = Y −1, óìíîæèì ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ ñëåâà è ñïðàâà íà
Y , ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ ìàòðèöó R è ïîëó÷èì

Y AT + AY + Y CT CY < 0 , BT Y −1B < R , tr (R) < γ2 .

Çàìåíÿÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ Y íà γ−1Y è R íà γR è íå ìåíÿÿ îáîçíà÷åíèé, ñ ó÷åòîì
ëåììû Øóðà ïîëó÷èì (c). Ýêâèâàëåíòíîñòü ïóíêòîâ (b) è (c) ñëåäóåò èç ïðèíöèïà
äâîéñòâåííîñòè è òîãî, ÷òî ‖H‖2 = ‖HT‖2.

7.2 Ñèíòåç γ-îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî ñîñòîÿíèþ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó γ-îïòèìàëüíîãî ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì

ẋ = Ax + Bu , x(0) = x0 ,
z = Cx + Du

(7.11)

â ñëó÷àå èçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ, ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëå-
íèÿ âèäà

u = Θx , (7.12)
êîòîðîå äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ γ > 0 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

J =

∞∫
0

|z(t)|2 dt < γ2|x0|2 , ∀x0 6= 0 . (7.13)

Ýòîò çàêîí óïðàâëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáåñïå÷èâàþùèé ãàøåíèå â çàäàííîì
îòíîøåíèè γ âîçìóùåíèé îáúåêòà, âûçâàííûõ îòêëîíåíèåì åãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ.

Çàìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëåíèå îáúåêòîì (7.11), ìè-
íèìèçèðóþùåå ôóíêöèîíàë J , ñ ëþáîé çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ γ-
îïòèìàëüíûì óïðàâëåíèåì ïðè çíà÷åíèè γ, ñêîëü óãîäíî áëèçêîì ê ïðåäåëüíîìó ìè-
íèìàëüíîìó çíà÷åíèþ γ â (7.13). Òàê, â ñëó÷àå CT D = 0, DT D > 0 è ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïàðà (A, B) ñòàáèëèçèðóåìà, à ïàðà (A, C) äåòåêòèðóåìà, ýòî óïðàâëåíèå îáåñïå÷èâàåò
àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü çàìêíóòîé ñèñòåìû è îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

u = −(DT D)−1BT Px ,

ãäå ìàòðèöà P = P T ≥ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè
AT P + PA− PB(DT D)−1BT P + CT C = 0 , (7.14)

è ïðè ýòîì min J = xT
0 Px0 (ñì., íàïðèìåð, [2]). Òàêèì îáðàçîì, òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé γ2, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò γ-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå, ñîâïàäàåò
ñ ìàêñèìàëüíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ìàòðèöû P .

Ïðåäñòàâèì ñèíòåç γ-îïòèìàëüíûõ óïðàâëåíèé â òåðìèíàõ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
íåðàâåíñòâ. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ñèñòåìû (7.11) ðàññìîòðèì ñèñòåìó ñ íóëåâûìè íà÷àëü-
íûìè óñëîâèÿìè è èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

ẋ = Ax + x0δ(t) + Bu , x(0) = 0 ,
z = Cx + Du ,

(7.15)
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ãäå δ(t) � äåëüòà-ôóíêöèÿ, âûõîä êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ âûõîäîì ñèñòåìû (7.11). Ïîäñòà-
âèì çàêîí óïðàâëåíèÿ (7.12) â (7.15) è çàïèøåì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû

ẋ = (A + BΘ)x + x0δ(t) , x(0) = 0 ,
z = (C + DΘ)x .

(7.16)
Ñîãëàñíî ïðèâåäåííîé èíòåðïðåòàöèè H2-íîðìû çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J ñîâïàäàåò ñ
êâàäðàòîì H2-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ýòîãî îáúåêòà, ïîýòîìó öåëü óïðàâëåíèÿ
(7.13) ýêâèâàëåíòíî âûðàæàåòñÿ íåðàâåíñòâîì

‖(C + DΘ)[sI − (A + BΘ)]−1x0‖2 < γ|x0| , ∀x0 6= 0 .

Ïðèìåíÿÿ òåïåðü óòâåðæäåíèå 7.1, ïîëó÷èì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè ìàòðèöû Y = Y T > 0 è R = RT , óäîâëå-
òâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì (A + BΘ)Y + Y (A + BΘ)T Y (C + DΘ)T

(C + DΘ)Y −γ|x0|I

 < 0 ,

 Y x0

xT
0 R

 > 0 , trR < γ|x0| .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå R ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, è çàìåíÿÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ
Y íà |x0|Y , R íà |x0|R, ïîëó÷èì (A + BΘ)Y + Y (A + BΘ)T Y (C + DΘ)T

(C + DΘ)Y −γI

 < 0 ,

 Y |x0| x0

xT
0 R|x0|

 > 0 , R < γ .

(7.17)

Ââîäèì òåïåðü â ïåðâîì íåðàâåíñòâå (7.17) íîâóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ Z = ΘY
è ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ñîãëàñíî ëåììû Øóðà äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíû
íåðàâåíñòâó

xT
0 Y −1x0

|x0|2
< γ , ∀x0 6= 0 ,

êîòîðîå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà Y I

I γI

 > 0 ,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó.
Óòâåðæäåíèå 7.2 Ïàðàìåòðû Θ äëÿ γ-îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì
(7.11) âû÷èñëÿþòñÿ êàê Θ = ZY −1, ãäå Y = Y T > 0 è Z óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì
ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì AY + Y AT + BZ + ZT BT Y CT + ZT DT

CY + DZ −γI

 < 0 ,

 Y I

I γI

 > 0 .

(7.18)
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Òàê êàê ïàðàìåòð γ âõîäèò â ýòè íåðàâåíñòâà ëèíåéíî, òî îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
÷èñëåííî íàõîäèòñÿ ïóòåì ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷è, ðåàëèçîâàííîé â LMI Toolbox
ïàêåòà MATLAB, � ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè (γ) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, çàäàâàåìûõ
ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè (7.18).

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ γ-îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ íà îñíîâå ëè-
íåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (7.17) â
âèäå

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (7.19)
ãäå

Ψ =

 Y AT + AY Y CT

CY −γI

 ,

P = (Y 0) , Q = (BT DT ) .

(7.20)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W T
P

 Y AT + AY Y CT

CY −γI

WP < 0 ,

W T
Q

 Y AT + AY Y CT

CY −γI

WQ < 0 ,

(7.21)

ãäå

WP =

 0

I

 , WQ =

 W
(1)
Q

W
(2)
Q

 ,

à ìàòðèöû W
(1)
Q è W

(2)
Q óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

BT W
(1)
Q + DT W

(2)
Q = 0 .

Òàê êàê ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (7.21) î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.

Óòâåðæäåíèå 7.3 Ïàðàìåòðû Θ äëÿ γ-îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ îáúåêòîì
(7.11) âû÷èñëÿþòñÿ êàê ðåøåíèÿ ïåðâîãî íåðàâåíñòâà â (7.17), â êîòîðîì Y = Y T > 0
óäîâëåòâîðÿåò ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì

W T
Q

 Y AT + AY Y CT

CY −γI

WQ < 0 ,

 Y I

I γI

 > 0 .

(7.22)
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Ïðèìåð 7.1 γ-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ ëèíåéíûì îñöèëëÿòî-
ðîì ñ äåìïôèðîâàíèåì. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −ω2

0x1 − δx2 + u ,
z1 = x1 ,
z2 = u ,

ò.å. â âèäå (7.11), ãäå

A =

 0 1

−ω2
0 −δ

 , B =

 0

1

 ,

C =

 1 0

0 0

 , D =

 0

1

 .

Ïóñòü ω0 = 10 è δ = 0.1. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè γ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
(7.18) ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì:

Y =

 0.4914 −0.0593

−0.0593 49.1460

 , Z = (0 − 2.0354) ,

à ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû ðåãóëÿòîðà Θ = (−0.005 − 0.0414) ïðè γ = 2.0354.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ ïðèâåäåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå

ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (7.14):

P =

 4.1428 0.0050

0.0050 0.0414

 , Θ = −(DT D)−1BT P = (−0.005 − 0.0414).

Íàêîíåö, çàìåòèì, ÷òî çàäà÷à γ-îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ôîðìóëèðóåòñÿ ñ äîïîë-
íèòåëüíûì òðåáîâàíèåì àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè çàìêíóòîé ñèñòåìû, â òî âðåìÿ
êàê äëÿ îïòèìàëüíîãî ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ òàêîå òðåáîâàíèå îòñóòñòâó-
åò. Äëÿ èëëþñòðàöèè óêàçàííîãî ðàçëè÷èÿ ðàññìîòðèì îáúåêò

ẋ =

 1 1

0 0

x +

 0

1

u ,

z = (0 1) x + u .

Íåïîñðåäñòâåííî óáåæäàåìñÿ â òîì, ÷òî îïòèìàëüíîå ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîå óïðàâëå-
íèå äëÿ íåãî èìååò âèä

u = −(0 1) x ,

è ïðè ýòîì çàìêíóòàÿ ñèñòåìà áóäåò íåóñòîé÷èâîé. Ýòîò çàêîí óïðàâëåíèÿ îòâå÷àåò
ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (7.14) � ìàòðèöå

P =

 0 0

0 1

 .
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Âìåñòå ñ òåì, äëÿ ýòîãî îáúåêòà îïòèìàëüíîå ñòàáèëèçèðóþùåå óïðàâëåíèå áóäåò
u = −(4 3) x .

Ýòîò çàêîí óïðàâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòàáèëèçèðóþùåìó ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ (7.14) �
ìàòðèöå

P =

 8 4

4 3

 .

Â çàêëþ÷åíèå ýòîãî ðàçäåëà ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ
ïðè ó÷åòå ñòîõàñòè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé. Äëÿ îáúåêòà

ẋ = Ax + B1v + B2u , x(0) = 0 ,
z = Cx + Du ,

(7.23)

ãäå v � áåëûé øóì åäèíè÷íîé èíòåíñèâíîñòè, â ñëó÷àå èçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ çàäà÷à
ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî óïðàâëåíèÿ âèäà

u = Θx , (7.24)
êîòîðîå äëÿ çàäàííîãî çíà÷åíèÿ γ > 0 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

J = lim
t→∞

E|z(t)|2 dt < γ2 . (7.25)
Ïîäñòàâèì çàêîí óïðàâëåíèÿ (7.24) â (7.23) è çàïèøåì óðàâíåíèå çàìêíóòîé ñèñòåìû

ẋ = (A + B2Θ)x + B1v ,
z = (C + DΘ)x .

(7.26)

Ñîãëàñíî èíòåðïðåòàöèè H2-íîðìû ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû ýòîé ñèñòåìû â ñòîõàñòè÷å-
ñêîì ñëó÷àå óñëîâèå J < γ2 ñ ó÷åòîì óòâåðæäåíèÿ 7.1 âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùèìè ìàò-
ðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè: (A + B2Θ)Y + Y (A + B2Θ)T Y (C + DΘ)T

(C + DΘ)Y −γI

 < 0 ,

 Y B1

BT
1 R

 > 0 , trR < γ .

(7.27)

Ââîäÿ íîâóþ ìàòðè÷íóþ ïåðåìåííóþ Z = ΘY , ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.
Óòâåðæäåíèå 7.4 Ïàðàìåòðû Θ äëÿ γ-îïòèìàëüíîãî çàêîíà óïðàâëåíèÿ ñòîõàñòè-
÷åñêèì îáúåêòîì (7.23) âû÷èñëÿþòñÿ êàê Θ = ZY −1, ãäå Y = Y T > 0 è Z óäîâëåòâî-
ðÿþò ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì AY + Y AT + B2Z + ZT BT

2 Y CT + ZT DT

CY + DZ −γI

 < 0 ,

 Y B1

BT
1 R

 > 0 , trR < γ

(7.28)

îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y , Z è R.
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7.3 Ñèíòåç γ-îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó
Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó γ-îïòèìàëüíîãî ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íîãî óïðàâëåíèÿ â ñëó-
÷àå íåèçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ äëÿ îáúåêòà

ẋ = Ax + Bu , x(0) = x0 ,
z = C1x + Du ,
y = C2x ,

(7.29)

ãäå y ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä. Îíà ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ñòàáèëèçèðóþùåãî ðåãó-
ëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà ïî âûõîäó âèäà

ẋr = Arxr + Bry , xr(0) = 0 ,
u = Crxr + Dry ,

(7.30)

ãäå xr ∈ Rk � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà

J =

∞∫
0

|z(t)|2 dt < γ2|x0|2 , ∀x0 6= 0 . (7.31)

Óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (7.29), (7.30) ïðèâîäÿòñÿ ê âèäó
ẋc = Acxc + x̄0δ(t) , xc(0) = 0 ,
z = Ccxc ,

(7.32)

ãäå xc = col (x, xr),

Ac =

 A + BDrC2 BCr

BrC2 Ar

 , x̄0 =

 x0

0

 ,

Cc = (C1 + DDrC2 DCr) .

(7.33)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà îáúåêòà (7.32) îò âõîäà δ(t) ê
âûõîäó z

Hc(s) = Cc(sI − Ac)
−1x̄0

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
‖Hc‖2 < γ|x0| , ∀x0 6= 0 .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 7.1 äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíûå
ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà AcY + Y AT

c Y CT
c

CcY −γ|x0|I

 < 0 ,

 Y x̄0

x̄T
0 R

 > 0 , trR < γ|x0|

áûëè ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y = Y T > 0 è R = RT . Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â
äàííîì ñëó÷àå R ñêàëÿðíàÿ âåëè÷èíà, è çàìåíÿÿ â ýòèõ íåðàâåíñòâàõ Y íà |x0|Y , R íà
|x0|R, ïîëó÷èì AcY + Y AT

c Y CT
c

CcY −γI

 < 0 ,

 Y |x0| x̄0

x̄T
0 R|x0|

 > 0 , R < γ . (7.34)
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Ïîñëåäíèå äâà íåðàâåíñòâà â (7.34) â ñèëó ëåììû Øóðà ýêâèâàëåíòíû ëèíåéíîìó ìàò-
ðè÷íîìó íåðàâåíñòâó  Y

 I

0


(I 0) γI

 > 0 .

Ââåäåì ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà

Θ =

 Ar Br

Cr Dr

 (7.35)

è ïðåäñòàâèì ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå
Ac = A0 + BΘC , Cc = C0 +DΘC ,

ãäå
A0 =

 A 0nx×k

0k×nx 0k×k

 , B =

 0nx×k B

Ik 0k×nu

 ,

C =

 0k×nx Ik

C2 0ny×k

 , C0 = (C1 0nz×k) ,

D = (0nz×k D) .

(7.36)

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â ïåðâîå íåðàâåíñòâî (7.34) è ïðåäñòàâèì åãî â âèäå ëèíåé-
íîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Θ

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (7.37)
â êîòîðîì

Ψ =

 A0Y + Y AT
0 Y CT

0

C0Y −γI

 ,

P = (CY 0) , Q = (BT DT ) .

(7.38)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W T
P

 A0Y + Y AT
0 Y CT

0

C0Y −γI

WP < 0 ,

W T
Q

 A0Y + Y AT
0 Y CT

0

C0Y −γI

WQ < 0 ,

(7.39)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WP îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû P , à ñòîëáöû ìàòðèöû WQ

îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû Q. Ïðåäñòàâèì

P = (CY 0) = G

 Y 0

0 I

 , G = (C 0) ,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî
WP =

 Y −1 0

0 I

WG .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (7.39), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.
Óòâåðæäåíèå 7.5 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ γ-îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà íåîá-
õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè äâå âçàèìíîîáðàòíûå (nx + k)× (nx + k)-
ìàòðèöû X = XT > 0 è Y = Y T > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì

W T
G

 AT
0 X + XA0 CT

0

C0 −γI

WG < 0 ,

W T
Q

 Y A0 + AT
0 Y Y CT

0

C0Y −γI

WQ < 0 ,


Y

 I

0


(I 0) γI

 > 0 .

(7.40)

Åñëè óñëîâèÿ (7.40) âûïîëíåíû è ìàòðèöà Y íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû Θ èñêîìîãî ðå-
ãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (7.37).

Òàêèì îáðàçîì, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å A: ïîèñêó âçàèìíîîá-
ðàòíûõ ìàòðèöX è Y (XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì
(7.40).

Ïðåîáðàçóåì ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà (7.40), ó÷èòûâàÿ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö
A0, C0 è ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö X è Y â áëî÷íîì âèäå

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 , Y =

 Y11 Y12

Y T
12 Y22

 .

Òàê êàê

G =

 0k×nx Ik 0k×nz

C2 0ny×k 0ny×nz

 , Q =

 0k×nx Ik 0k×nz

BT 0nu×k DT

 ,

òî â êà÷åñòâå WG è WQ ìîæíî âçÿòü

WG =


WC2 0

0 0

0 I

 , WQ =


W

(1)
Q

0

W
(2)
Q

 ,

ãäå ìàòðèöû W
(1)
Q , W

(2)
Q îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé

BT W
(1)
Q + DT W

(2)
Q = 0 .
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî ëåâûå ÷àñòè ïåðâûõ äâóõ íåðàâåíñòâ â (7.40) ïðèìóò âèä


WC2 0

0 0

0 I


T 

AT X11 + X11A AT X12 CT
1

? 0 0

? ? −γI




WC2 0

0 0

0 I

 ,


W

(1)
Q

0

W
(2)
Q


T 

Y11A
T + AY11 AY12 Y11C

T
1

? 0 Y T
12C

T
1

? ? −γI




W
(1)
Q

0

W
(2)
Q

 ,

è, îêîí÷àòåëüíî, ïåðâûå äâà íåðàâåíñòâà (7.40) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ìàò-
ðè÷íûì íåðàâåíñòâàì îòíîñèòåëüíî áëîêîâ X11 è Y11 âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö X è
Y :  WC2 0

0 I

T  AT X11 + X11A CT
1

C1 −γI

 WC2 0

0 I

 < 0 ,

NT

 Y11A
T + AY11 Y11C

T
1

C1Y11 −γI

N < 0 ,

(7.41)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèö WC2 è N = col (W (1)
Q , W

(2)
Q ) îáðàçóþò áàçèñû ÿäåð ìàòðèö C2 è

(BT DT ) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî ëåììå A.7 óñëîâèÿ X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, X11 I

I Y11

 ≥ 0 , (7.42)

rank (I −X11Y11) ≤ k (7.43)
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ âçàèìíîîáðàòíûõ
ìàòðèö X > 0, Y > 0 c äàííûìè áëîêàìè X11, Y11. Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òðåòüå íåðà-
âåíñòâî â (7.40) ýêâèâàëåíòíî ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

X11 < γI . (7.44)
Äåéñòâèòåëüíî, òðåòüå íåðàâåíñòâî â (7.40), ïðåäñòàâëåííîå â áëî÷íîì âèäå


Y11 Y12 I

Y T
12 Y22 0

I 0 γI

 > 0 ,

ñîãëàñíî ëåììå A.4 ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùèì äâóì íåðàâåíñòâàì

Y22 > 0 ,

 Y11 − Y12Y
−1
22 Y T

12 I

I γI

 > 0 .
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Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ âûïîëíÿåòñÿ, ò.ê. Y > 0, à âòîðîå íåðàâåíñòâî ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî X11 è Y11 � ñîîòâåòñòâóþùèå áëîêè âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö, çàïèøåì â âèäå
íåðàâåíñòâà  X−1

11 I

I γI

 > 0 ,

êîòîðîå ñîãëàñíî ëåììå Øóðà ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó X11 < γI.
Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà γ-îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðîâ k-ïîðÿäêà ìîæåò áûòü

òàêæå ñâåäåíà ê ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å B: íàéòè äâå (nx × nx)-ìàòðèöû
X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì

(7.41), (7.44), (7.42) è ðàíãîâîìó óñëîâèþ (7.43), èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òàêèõ ìàòðèö íå
ñóùåñòâóåò.

Ñèíòåç γ-îïòèìàëüíûõ ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó ïîëíîãî ïîðÿäêà (k = nx) ñâîäèòñÿ ê
ðåøåíèþ òîëüêî ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ, òàê êàê ðàíãîâîå óñëîâèå î÷åâèäíî
âûïîëíÿåòñÿ.
Óòâåðæäåíèå 7.6 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ γ-îïòèìàëüíîãî ðåãóëÿòîðà ïîëíîãî ïîðÿäêà
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè äâå (nx×nx)-ìàòðèöû X11 = XT

11 > 0
è Y11 = Y T

11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì WC2 0

0 I

T  AT X11 + X11A CT
1

C1 −γI

 WC2 0

0 I

 < 0 ,

NT

 Y11A
T + AY11 Y11C

T
1

C1Y11 −γI

N < 0 ,

X11 < γI ,

 X11 I

I Y11

 ≥ 0 ,

(7.45)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèö WC2 è N îáðàçóþò áàçèñû ÿäåð ìàòðèö C2 è (BT DT ) ñîîòâåò-
ñòâåííî.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåãóëÿòîðà íåîáõîäèìî äîñòðîèòü áëîê Y11 äî ìàòðèöû Y è ðåøèòü
íåðàâåíñòâî (7.37) îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ Θ. Âûáîð áëîêîâ Y12 è Y22, îáåñïå÷èâàþ-
ùèé âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (ñì. ëåììó A.7)

Y11 −X−1
11 = Y12Y

−1
22 Y T

12 , (7.46)
ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì: Y12 = Y22 = V > 0, ãäå
V = Y11 −X−1

11 .
Ïðèìåð 7.2 γ-îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå ïî âûõîäó ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì
ñ äåìïôèðîâàíèåì. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −ω2

0x1 − δx2 + u ,
z1 = x1 ,
z2 = u ,
y = x1
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ïðåäñòàâèì â âèäå (7.29), ãäå ìàòðèöû A, B, D çàäàíû â ïðèìåðå 7.1, à

C1 =

 1 0

0 0

 , C2 = (1 0) .

Â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ïî γ äëÿ ω0 = 10 è δ = 0.1 áûëè
ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: γ = 2.0354,

X11 =

 2.0354 0.0011

0.0011 1.5211

 , Y11 =

 0.4914 −0.0593

−0.0593 49.1470

 ,

à óðàâíåíèÿ γ-îïòèìàëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó âòîðîãî ïîðÿäêà
èìåþò âèä

ẋr =

 −57.8622 −0.0702

−0.0671 −0.1424

xr +

 0.1201

−98.6673

 y ,

u = (−0.0255 − 0.0420)xr − 0.0050y .
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Ãëàâà 8

Îïòèìàëüíîå ãàøåíèå âîçìóùåíèé

8.1 Óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â íåïðåðûâíîì îáú-
åêòå

Ïóñòü íà âõîä óñòîé÷èâîãî ëèíåéíîãî îáúåêòà
ẋ = Ax + Bv
z = Cx + Dv , x(0) = 0 ,

(8.1)

â êîòîðîì x ∈ Rnx , v ∈ Rnv è z ∈ Rnz , äåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïî íîðìå L2 âîçìóùåíèå
v(t) (ñì. ðèñ. 8.1), ò.å.

‖v‖ = (

∞∫
0

|v(t)|2 dt)1/2 < ∞ .

Áóäåì íàçûâàòü óðîâíåì ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â îáúåêòå âåëè÷èíó

γ∗ = sup
‖v‖6=0

‖z‖
‖v‖

. (8.2)

Çàìåòèì, ÷òî
γ∗ = inf

γ
{γ :

‖z‖
‖v‖

< γ, ∀ v, ‖v‖ 6= 0} ,

ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â
îáúåêòå ìåíüøèì çàäàííîãî ÷èñëà γ > 0, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå

‖z‖
‖v‖

< γ , ∀ v, ‖v‖ 6= 0 . (8.3)

Òàê êàê íåïîñðåäñòâåííàÿ ïðîâåðêà íåðàâåíñòâà (8.3) íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíîé,
ïðåîáðàçóåì ýòî óñëîâèå. Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, èìååì

sup
‖v‖6=0

‖z‖
‖v‖

= sup
ω∈(−∞,∞)

‖H(j ω)‖ = ‖H‖∞ ,

ãäå H(s) = D+C(sI−A)−1B � ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà îáúåêòà (8.1) îò âõîäà v ê âûõîäó
z, j =

√
−1, ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó, ò.å.

‖H‖ = max
i

σi(H) ,

77
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σi(H) = λ
1/2
i (HH∗) � i-å ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû H, ∗ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ýðìèòî-

âà ñîïðÿæåíèÿ, à ‖·‖∞ �∞-íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H(s) òàêèõ, ÷òî supRe s≥0 ‖H(s)‖ < ∞.
Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (8.3) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

‖H‖∞ < γ (8.4)
èëè, ÷òî òî æå, ÷àñòîòíîìó íåðàâåíñòâó

H(j ω)HT (−jω) < γ2I , ∀ω ∈ (−∞,∞) .

Â ñâîþ î÷åðåäü, ñ ó÷åòîì ëåììûØóðà ýòî íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ìàòðè÷íîìó íåðà-
âåíñòâó  −I HT (−j ω)

H(j ω) −γ2I

 < 0 ,

ïðèìåíÿÿ ê êîòîðîìó åùå ðàç ëåììó Øóðà, ïîëó÷èì
HT (−j ω)H(jω) < γ2I , ∀ω ∈ (−∞,∞) . (8.5)

Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòîãî ÷àñòîòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ
çàäàííîãî γ.

Â ñëó÷àå îáúåêòà ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ãðàôè-
÷åñêè: íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñòðîèòñÿ ãîäîãðàô, ò.å. êðèâàÿ H(j ω), ω ∈ (−∞,∞),
è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ëåæèò ëè ýòà êðèâàÿ âíóòðè êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäóñîì γ. Â ñëó÷àå îáúåêòà ñî ìíîãèìè âõîäàìè ïðèìåíèì ÷àñòîòíóþ
òåîðåìó (ñì. ëåììó H.1 Êàëìàíà-ßêóáîâè÷à-Ïîïîâà â Ïðèëîæåíèè) è ñâåäåì ïðîâåðêó
âûïîëíåíèÿ ÷àñòîòíîãî óñëîâèÿ (8.5) ê çàäà÷å î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî
íåðàâåíñòâà.

Ñîãëàñíî ÷àñòîòíîé òåîðåìå âûïîëíåíèå ÷àñòîòíîãî íåðàâåíñòâà
L[(j ωI − A)−1Bv, v] > 0 , ∀ω ∈ (−∞,∞) , ∀ |v| 6= 0 (8.6)

äëÿ çàäàííîé ýðìèòîâîé ôîðìû L(x, v) âåêòîðîâ x ∈ Cnx , v ∈ Cnv ýêâèâàëåíòíî â
ñëó÷àå ñòàáèëèçèðóåìîñòè ïàðû (A, B) ñóùåñòâîâàíèþ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû V (x) =
xT Xx ñ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé X = X∗, äëÿ ïðîèçâîäíîé êîòîðîé â ñèëó ñèñòåìû (8.1)
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

V̇ − L(x, v) < 0 , ∀x, v, |x|+ |v| 6= 0

èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
2Rex∗X(Ax + Bv)− L(x, v) < 0 , ∀x, v, |x|+ |v| 6= 0 . (8.7)

Åñëè
L(x, v) = (xT , vT ) L

 x

v

 , L =

 L11 L12

LT
12 L22

 , (8.8)

òî íåðàâåíñòâî (8.7) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó AT X + XA− L11 XB − L12

BT X − LT
12 −L22

 < 0 , (8.9)
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à ÷àñòîòíîå óñëîâèå (8.6) çàïèøåòñÿ â âèäå
 (−j ωI − A)−1B

I

T  L11 L12

LT
12 L22

 (j ωI − A)−1B

I

 > 0 . (8.10)

Èìåÿ â âèäó ÷àñòîòíîå íåðàâåíñòâî (8.5), âîçüìåì ýðìèòîâó ôîðìó
L(x, v) = γ2v∗v − (Cx + Dv)∗(Cx + Dv) ,

ò.å. òàêóþ, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (8.10) ñâåëîñü ê íåðàâåíñòâó
γ2I −HT (−j ω)H(j ω) > 0 , ∀ω ∈ (−∞,∞) ,

ýêâèâàëåíòíîìó (8.5). Ýòî óñëîâèå ñîãëàñíî ÷àñòîòíîé òåîðåìå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

2Rex∗X(Ax + Bv) + (Cx + Dv)∗(Cx + Dv)− γ2v∗v < 0 .

Çàìåíÿÿ çäåñü X íà γX è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà γ−1, ïðèäåì ê íåðàâåí-
ñòâó

x∗(AT X + XA + γ−1CT C)x + 2Rex∗(XB + γ−1CT D)v + v∗(γ−1DT D − γI)v < 0 .

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ x è v, òî îíî ýêâèâàëåíòíî
ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó AT X + XA + γ−1CT C XB + γ−1CT D

(XB + γ−1CT D)T −γI + γ−1DT D

 < 0 ,

êîòîðîå ñ ó÷åòîì ëåììû A.2 ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó

Fc(X, γ) =


AT X + XA XB CT

BT X −γI DT

C D −γI

 < 0 . (8.11)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ëåììû A.2 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
AT X + XA < 0 ,

èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà A ãóðâèöåâà, â ñèëó òåîðåìû Ëÿïóíîâà (ñì. ëåììó
E.1 â Ïðèëîæåíèè) ñëåäóåò, ÷òîX > 0. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè ÷àñòîòíîé òåîðåìû
ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.

Óòâåðæäåíèå 8.1 Ïóñòü â îáúåêòå (8.1) ìàòðèöà A ãóðâèöåâà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â ýòîì îáúåêòå áûë ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà γ íåîáõî-
äèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (8.11) áûëî ðàçðåøèìî
îòíîñèòåëüíî ñèììåòðè÷åñêîé (nx × nx)-ìàòðèöû X > 0.
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Çàìåòèì, ÷òî (8.11) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ X è γ. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå óðîâíÿ ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â îáúåêòå ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèè, çàäàííîì ëèíåé-
íûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì.
Óòâåðæäåíèå 8.2 Îïðåäåëåííûé â (8.2) óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â óñòîé÷èâîì
îáúåêòå (8.1) íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ∗ = inf
Fc(X,γ)<0

γ ,

ãäå ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî Fc(X, γ) < 0 çàäàíî â (8.11).
Ïðèìåð 8.1 Óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ äåìï-
ôèðîâàíèåì. Îñöèëëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −ω2

0x1 − δx2 + v ,
z = x1 ,

ò.å. â âèäå (8.1), ãäå

A =

 0 1

−ω2
0 −δ

 , B =

 0

1

 , C = (1 0) , D = 0 .

Ðåøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè γ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.11), äëÿ çíà÷åíèé ω0 = 10, δ = 1
ïîëó÷èì γ∗ = 0.1001, à äëÿ ω0 = 10, δ = 0.1 èìååì γ∗ = 1.000.

8.2 H∞-ðåãóëÿòîðû äëÿ íåïðåðûâíûõ îáúåêòîâ
Ðàññìîòðèì óïðàâëÿåìûé îáúåêò

ẋ = Ax + B1v + B2u ,
z = C1x + D11v + D12u ,
y = C2x + D21v ,

(8.12)

â êîòîðîì x ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå, v ∈ Rnv � âîçìóùåíèå, u ∈ Rnu �óïðàâëåíèå, z ∈
Rnz � óïðàâëÿåìûé âûõîä, y ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä. Ñèíòåç H∞-óïðàâëåíèÿ ýòèì
îáúåêòîì ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ðåãóëÿòîðà (ñì. ðèñ. 8.2), ïðè êîòîðîì óðîâåíü ãàøåíèÿ
âîçìóùåíèé â àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé çàìêíóòîé ñèñòåìå ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà
γ, ò.å.

sup
v 6≡0

‖z‖
‖v‖

< γ . (8.13)
Òàêèå ðåãóëÿòîðû áóäåì íàçûâàòü H∞-ðåãóëÿòîðàìè ñ çàäàííûì γ; H∞-îïòèìàëüíûì
ðåãóëÿòîðîì áóäåì íàçûâàòü H∞-ðåãóëÿòîð ñ ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì γ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé èçìåðÿåìîãî ñîñòîÿíèÿ â îáúåêòå (8.12), êîãäà C2 = I,
D21 = 0, è óïðàâëåíèå âûáèðàåòñÿ â âèäå

u = Θx . (8.14)
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Óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (8.12), (8.14) ïðèìóò âèä
ẋc = Acxc + Bcv ,
z = Ccxc + Dcv ,

(8.15)
ãäå

Ac = A + B2Θ , Bc = B1 , Cc = C1 + D12Θ , Dc = D11 . (8.16)
Äëÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ (8.13) ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà çàìêíóòîãî îáúåêòà
(8.15) îò âõîäà v ê âûõîäó z

Hc(s) = Dc + Cc(sI − Ac)
−1Bc

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
‖Hc‖∞ < γ .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8.1 äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàò-
ðè÷íîå íåðàâåíñòâî 

AT
c X + XAc XBc CT

c

BT
c X −γI DT

c

Cc Dc −γI

 < 0 (8.17)

áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X = XT > 0.
Óìíîæèì íåðàâåíñòâî (8.17) ñëåâà è ñïðàâà íà ìàòðèöó

X−1 0 0

0 I 0

0 0 I


è ñ ó÷åòîì (8.16) ïîëó÷èì

Y (A + B2Θ)T + (A + B2Θ)Y B1 Y (C1 + D12Θ)T

BT
1 −γI DT

11

(C1 + D12Θ)Y D11 −γI

 < 0 , (8.18)

ãäå Y = X−1. Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèìî â âèäå ñëåäóþùåãî
ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ Y , Z = ΘY è γ:

F (Y, Z, γ) =


Y AT + AY + ZT BT

2 + B2Z B1 Y CT
1 + ZT DT

12

BT
1 −γI DT

11

C1Y + D12Z D11 −γI

 < 0 . (8.19)

Óòâåðæäåíèå 8.3 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ H∞-ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ ñ çàäàííûì γ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè nx × nx-ìàòðèöà Y = Y T > 0 è nu ×
nx-ìàòðèöà Z, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (8.19). Åñëè
òàêèå ìàòðèöû Y è Z íàéäåíû, òî ïàðàìåòðû Θ èñêîìîãî ðåãóëÿòîðà îïðåäåëÿþòñÿ
ïî ôîðìóëå Θ = ZY −1. Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå γ íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è:

γ∗ = inf
F (Y,Z,γ)<0, Y >0

γ .
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Ïðèìåð 8.2 H∞-óïðàâëåíèå ïî ñîñòîÿíèþ ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì ñ äåìï-
ôèðîâàíèåì. Ëèíåéíûé îñöèëëÿòîð îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −ω2

0x1 − δx2 + v + u ,
z1 = x1 ,
z2 = u ,

ò.å. â âèäå (8.12), ãäå

A =

 0 1

−ω2
0 −δ

 , B1 = B2 =

 0

1

 ,

C1 =

 1 0

0 0

 , D11 =

 0

0

 , D12 =

 0

1

 .

Ðåøàÿ çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè γ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (8.19) äëÿ çíà÷åíèé ω0 = 10, δ =
0.1, íàéäåì γ∗ = 0.7071 è ñîîòâåòñòâóþùèå ïàðàìåòðû Θ = (−0.005,−0.1). Òàêèì
îáðàçîì, H∞-îïòèìàëüíûé ðåãóëÿòîð

u = −0.005x1 − 0.1x2

îáåñïå÷èâàåò ãàøåíèå êîëåáàíèé îñöèëëÿòîðà ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì óðîâíåì γ∗ =
0.7071.

Äðóãîé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ H∞-ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè
íåðàâåíñòâà (8.18) â âèäå

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (8.20)
ãäå

Ψ =


Y AT + AY B1 Y CT

1

BT
1 −γI DT

11

C1Y D11 −γI

 ,

P = (Y 0 0) , Q = (BT
2 0 DT

12) .

(8.21)

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W T
P


Y AT + AY B1 Y CT

1

BT
1 −γI DT

11

C1Y D11 −γI

WP < 0 ,

W T
Q


Y AT + AY B1 Y CT

1

BT
1 −γI DT

11

C1Y D11 −γI

WQ < 0 ,

(8.22)
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ãäå

WP =


0 0

I 0

0 I

 , WQ =


W

(1)
Q 0

0 I

W
(2)
Q 0

 ,

à ìàòðèöû W
(1)
Q è W

(2)
Q óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ

BT
2 W

(1)
Q + DT

12W
(2)
Q = 0 .

Ïåðâîå èç íåðàâåíñòâ (8.22) ñâîäèòñÿ ê íåðàâåíñòâó −γI DT
11

D11 −γI

 < 0 , (8.23)

ýêâèâàëåíòíîå óñëîâèþ γ2 > λmax(D
T
11D11), à âòîðîå � ê íåðàâåíñòâó


N2 | 0

− − −

0 | I


T



Y AT + AY Y CT
1 | B1

C1Y −γI | D11

− − − −

BT
1 DT

11 | −γI




N2 | 0

− − −

0 | I

 < 0 , (8.24)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû N2 = col (W (1)
Q , W

(2)
Q ) îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû (BT

2 DT
12).

Óòâåðæäåíèå 8.4 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ H∞-ðåãóëÿòîðà ïî ñîñòîÿíèþ ñ çàäàííûì γ,
óäîâëåòâîðÿþùåì (8.23), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëè nx × nx-
ìàòðèöà Y = Y T > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó (8.24).
Åñëè òàêàÿ ìàòðèöà Y íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû Θ èñêîìîãî ðåãóëÿòîðà îïðåäåëÿþò-
ñÿ èç ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (8.20). Ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé
óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè γ ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè (8.23) è (8.24).

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ H∞-ðåãóëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà ïî âûõîäó â âèäå
ẋr = Arxr + Bry ,
u = Crxr + Dry ,

(8.25)

ãäå xr ∈ Rk � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà. Â ÷àñòíîì ñëó÷àå k = 0 èìååì ñòàòè÷åñêèé ðåãó-
ëÿòîð u = Dry. Óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (8.12), (8.25) ïðèìóò âèä

ẋc = Acxc + Bcv ,
z = Ccxc + Dcv ,

(8.26)

ãäå xc = col (x, xr),

Ac =

 A + B2DrC2 B2Cr

BrC2 Ar

 , Bc =

 B1 + B2DrD21

BrD21

 ,

Cc = (C1 + D12DrC2 D12Cr) , Dc = D11 + D12DrD21 .

(8.27)
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ (8.13) ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà çàìêíóòîãî îáúåêòà
(8.26) îò âõîäà v ê âûõîäó z

Hc(s) = Dc + Cc(sI − Ac)
−1Bc

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
‖Hc‖∞ < γ .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8.1 äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàò-
ðè÷íîå íåðàâåíñòâî 

AT
c X + XAc XBc CT

c

BT
c X −γI DT

c

Cc Dc −γI

 < 0 (8.28)

áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X = XT > 0.
Ââåäåì ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà

Θ =

 Ar Br

Cr Dr

 (8.29)

è ïðåäñòàâèì ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå
Ac = A0 + BΘC , Bc = B0 + BΘD21 ,

Cc = C0 +D12ΘC , Dc = D11 +D12ΘD21 ,

ãäå
A0 =

 A 0nx×k

0k×nx 0k×k

 ,

B =

 0nx×k B2

Ik 0k×nu

 , C =

 0k×nx Ik

C2 0ny×k

 ,

B0 =

 B1

0k×nv

 , C0 = (C1 0nz×k) ,

D12 = (0nz×k D12) , D21 =

 0k×nv

D21

 .

(8.30)

Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â (8.28) è ïðåäñòàâèì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â âèäå ëèíåé-
íîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Θ

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (8.31)
â êîòîðîì

Ψ =


AT

0 X + XA0 XB0 CT
0

BT
0 X −γI DT

11

C0 D11 −γI

 ,

P = (C D21 0(ny+k)×nz) , Q = (BT X 0(nu+k)×nv DT
12) .

(8.32)
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Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû
Θ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

W T
P


AT

0 X + XA0 XB0 CT
0

BT
0 X −γI DT

11

C0 D11 −γI

WP < 0 ,

W T
Q


AT

0 X + XA0 XB0 CT
0

BT
0 X −γI DT

11

C0 D11 −γI

WQ < 0 ,

(8.33)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèöû WP îáðàçóþò áàçèñ N (P ) � ÿäðà ìàòðèöû P , à ñòîëáöû ìàòðèöû
WQ îáðàçóþò áàçèñ N (Q) � ÿäðà ìàòðèöû Q. Ïðåäñòàâèì

Q = (BT X 0 DT
12) = R


X 0 0

0 I 0

0 0 I

 , R = (BT 0(nu+k)×nv DT
12) ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

WQ =


X−1 0 0

0 I 0

0 0 I

WR .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (8.33), ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.

Óòâåðæäåíèå 8.5 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ H∞-ðåãóëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì γ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà (nx + k) × (nx + k)-ìàòðèöà X =
XT > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì íåðàâåíñòâàì

W T
P


AT

0 X + XA0 XB0 CT
0

BT
0 X −γI DT

11

C0 D11 −γI

WP < 0 ,

W T
R


X−1AT

0 + A0X
−1 B0 X−1CT

0

BT
0 −γI DT

11

C0X
−1 D11 −γI

WR < 0 .

(8.34)

Åñëè óñëîâèÿ (8.34) âûïîëíåíû è òàêàÿ ìàòðèöà X íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû Θ èñêî-
ìîãî ðåãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (8.31).

Ââåäåì ìàòðèöó Y = X−1 è ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (8.34) â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
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íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ìàòðèö X è Y :

W T
P


AT

0 X + XA0 XB0 CT
0

BT
0 X −γI DT

11

C0 D11 −γI

WP < 0 ,

W T
R


Y AT

0 + A0Y B0 Y CT
0

BT
0 −γI DT

11

C0Y D11 −γI

WR < 0 .

(8.35)

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å A: ïîèñêó âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö
X è Y (XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (8.35).
Ïðèìåð 8.3 H∞-óïðàâëåíèå ïî âûõîäó ëèíåéíûì îñöèëëÿòîðîì ñ äåìïôè-
ðîâàíèåì. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà

ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = −ω2

0x1 − δx2 + v + u ,
z1 = x1 ,
z2 = u ,
y = x1

ïðåäñòàâèì â âèäå (8.12), ãäå ìàòðèöû A, B1, B2, C1, D11, D12 çàäàíû â ïðèìåðå 8.2,
à

C2 = (1 0) , D21 = 0 .

Ïîñòðîèì ñíà÷àëà ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó (k = 0) âèäà
u = Θy .

Â äàííîì ñëó÷àå ïàðàìåòð Θ ìîæåò áûòü íàéäåí êàê ðåøåíèå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî
íåðàâåíñòâà (8.31), â êîòîðîì

Ψ =


AT X + XA XB1 CT

1

BT
1 X −γI 0

C1 0 −γI

 ,

P = (C2 D21 0) , Q = (BT
2 X 0 DT

12) ,

à ìàòðèöà X ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è A äëÿ ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ
(8.35). Â ðåçóëüòàòå äëÿ ω0 = 10 è δ = 0.1 áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ: γ∗ =
1.001 è Θ = 0.0390, à ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ γ ðåøåíèÿ íàéòè íå óäàëîñü. Î÷åâèäíî,
÷òî íàèìåíüøåå äîïóñòèìîå çíà÷åíèå äîëæíî áûòü γ∗ = 1 ïðè çàêîíå óïðàâëåíèÿ
u = 0 (ñì. ïðèìåð 8.1), è ïîëó÷åííàÿ ðàçíèöà îáóñëîâëåíà òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé
ðåøàþòñÿ ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà â ïàêåòå MATLAB.

Ðàñ÷åò, ïðîâåäåííûé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó ïåðâîãî ïîðÿäêà,
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: ðåãóëÿòîð

ẋr = −0.9572xr − 103.25y ,
u = −0.092xr − 0.0945y
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îáåñïå÷èâàåò ãàøåíèå âîçìóùåíèé ñ óðîâíåì γ∗ = 0.708, ÷òî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì γ, îáåñïå÷èâàåìûì ðåãóëÿòîðîì ïî
ñîñòîÿíèþ (ñì. ïðèìåð 8.2).

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà (8.35), ó÷èòûâàÿ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö A0, B0, C0 è
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö X è Y â áëî÷íîì âèäå

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 , Y =

 Y11 Y12

Y T
12 Y22

 .

Ñîãëàñíî (8.30) è (8.32) èìååì

P =

 0k×nx Ik 0k×nv 0k×nz

C2 0ny×k D21 0ny×nz

 ,

R =

 0k×nx Ik 0k×nv 0k×nz

BT
2 0nu×k 0nu×nv DT

12

 ,

ïîýòîìó â êà÷åñòâå WP è WR ìîæíî âçÿòü

WP =



W
(1)
P 0

0 0

W
(2)
P 0

0 I


, WR =



W
(1)
R 0

0 0

0 I

W
(2)
R 0


,

ãäå ìàòðèöû W
(1)
P , W

(2)
P è ìàòðèöû W

(1)
R , W

(2)
R îïðåäåëÿþòñÿ èç ñëåäóþùèõ óðàâíåíèé

C2W
(1)
P + D21W

(2)
P = 0 , BT

2 W
(1)
R + DT

12W
(2)
R = 0 .

Ñ ó÷åòîì ýòîãî ëåâûå ÷àñòè â (8.35) ïðèìóò âèä


W
(1)
P 0

0 0

W
(2)
P 0

0 I



T 

AT X11 + X11A AT X12 X11B1 CT
1

? 0 XT
12B1 0

? ? −γI DT
11

? ? ? −γI





W
(1)
P 0

0 0

W
(2)
P 0

0 I


,



W
(1)
R 0

0 0

0 I

W
(2)
R 0



T 

Y11A
T + AY11 AY12 B1 Y11C

T
1

? 0 0 Y T
12C

T
1

? ? −γI DT
11

? ? ? −γI





W
(1)
R 0

0 0

0 I

W
(2)
R 0


,
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è, îêîí÷àòåëüíî, íåðàâåíñòâà (8.35) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðà-
âåíñòâàì îòíîñèòåëüíî áëîêîâ X11 è Y11 âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö X è Y :


N1 | 0

− − −

0 | I


T



AT X11 + X11A X11B1 | CT
1

BT
1 X11 −γI | DT

11

− − − −

C1 D11 | −γI




N1 | 0

− − −

0 | I

 < 0 ,


N2 | 0

− − −

0 | I


T



Y11A
T + AY11 Y11C

T
1 | B1

C1Y11 −γI | D11

− − − −

BT
1 DT

11 | −γI




N2 | 0

− − −

0 | I

 < 0 ,

(8.36)

ãäå ñòîëáöû ìàòðèö N1 = col (W (1)
P , W

(2)
P ) è N2 = col (W (1)

R , W
(2)
R ) îáðàçóþò áàçèñû ÿäåð

ìàòðèö (C2 D21) è (BT
2 DT

12) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñîãëàñíî ëåììå A.7 óñëîâèÿ X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0,

 X11 I

I Y11

 ≥ 0 , (8.37)

rank (I −X11Y11) ≤ k (8.38)
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñóùåñòâîâàíèÿ âçàèìíîîáðàòíûõ
ìàòðèö X > 0, Y > 0 c äàííûìè áëîêàìè X11, Y11. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà H∞-
ðåãóëÿòîðîâ k-ïîðÿäêà ìîæåò áûòü òàêæå ñâåäåíà ê ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å
B: íàéòè äâå (nx × nx)-ìàòðèöû X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå

ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâàì (8.36), (8.37) è óñëîâèþ (8.38), èëè óñòàíîâèòü, ÷òî
òàêèõ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò.

Çàìåòèì, ÷òî â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå D11 = 0, ò.å. êîãäà óïðàâëÿåìûé âûõîä
íå ñîäåðæèò â ÿâíîì âèäå âîçìóùåíèå v, ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé óðîâåíü ãàøåíèÿ
âîçìóùåíèé îáåñïå÷èâàåòñÿ ðåãóëÿòîðîì ïî ñîñòîÿíèþ. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
íåðàâåíñòâî (8.23) ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáûõ γ > 0, à âòîðîå íåðàâåíñòâî (8.36) äëÿ ðåãó-
ëÿòîðîâ ïî âûõîäó ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì (8.24) äëÿ ðåãóëÿòîðîâ ïî ñîñòîÿíèþ.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ñèíòåç H∞-ðåãóëÿòîðîâ ïî âûõîäó ïîëíîãî ïîðÿäêà (k = nx)
ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ òîëüêî ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ (8.36) è (8.37), òàê êàê
ðàíãîâîå óñëîâèå î÷åâèäíî âûïîëíÿåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìàëüíî âîçìîæíûé óðî-
âåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè γ ïðè îãðàíè÷å-
íèÿõ, çàäàâàåìûõ ýòèìè ëèíåéíûìè ìàòðè÷íûìè íåðàâåíñòâàìè.

Ïðèìåð 8.4 H∞-ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó ïîëíîãî ïîðÿäêà äëÿ ëèíåéíîãî îñöèë-
ëÿòîðà ñ äåìïôèðîâàíèåì. Óðàâíåíèÿ ëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà òàêèå æå, êàê è
ïðèìåðå 8.3.

Ðàñ÷åò, ïðîâåäåííûé äëÿ äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó ïîëíîãî (âòîðîãî)
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ïîðÿäêà, ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó ðåçóëüòàòó: ðåãóëÿòîð
ẋ(1)

r = 0.0592x(1)
r − 0.8358x(2)

r − 24.76y ,

ẋ(2)
r = 1.0667x(1)

r − 0.8604x(2)
r + 20.24y ,

u = −0.2586x(1)
r + 0.1836x(2)

r − 0.0389y

îáåñïå÷èâàåò ãàøåíèå âîçìóùåíèé ñ óðîâíåì γ∗ = 0.7072, ÷òî ñ âûñîêîé òî÷íîñòüþ
ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì γ, îáåñïå÷èâàåìûì ðåãóëÿòîðîì ïî
ñîñòîÿíèþ (ñì. ïðèìåð 8.2).

8.3 Óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â äèñêðåòíîì îáú-
åêòå

Ïóñòü íà âõîä óñòîé÷èâîãî ëèíåéíîãî äèñêðåòíîãî îáúåêòà
xt+1 = Axt + Bvt ,
zt = Cxt + Dvt ,

(8.39)

â êîòîðîì xt ∈ Rnx , vt ∈ Rnv , zt ∈ Rnz è âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ëåæàò
âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, äåéñòâóåò îãðàíè÷åííîå ïî íîðìå l2
âîçìóùåíèå vt, ò.å.

‖v‖ = (
∞∑

t=0

|vt|2)1/2 < ∞ .

Êàê è äëÿ íåïðåðûâíûõ ñèñòåì, óðîâíåì ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â îáúåêòå áóäåì íà-
çûâàòü âåëè÷èíó

γ∗ = sup
‖v‖6=0

‖z‖
‖v‖

. (8.40)

ßñíî, ÷òî
γ∗ = inf

γ
{γ :

‖z‖
‖v‖

< γ, ∀ v, ‖v‖ 6= 0} .

Òðåáóåòñÿ âûÿñíèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â îáúåêòå ìåíüøå çà-
äàííîãî ÷èñëà γ > 0, ò.å. âûïîëíÿåòñÿ ëè óñëîâèå

‖z‖
‖v‖

< γ , ∀ v, ‖v‖ 6= 0 . (8.41)

Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ, èìååì

sup
‖v‖6=0

‖z‖
‖v‖

= sup
ϕ∈[0,2π)

‖H(ej ϕ)‖ = ‖H‖∞ ,

ãäå H(q) = D + C(qI − A)−1B � ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà îáúåêòà (8.39) îò âõîäà v ê
âûõîäó z, j =

√
−1, ‖ · ‖ îáîçíà÷àåò ñïåêòðàëüíóþ ìàòðè÷íóþ íîðìó, ò.å.

‖H‖ = max
i

σi(H) ,
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σi � i-å ñèíãóëÿðíîå ÷èñëî ìàòðèöû H, à ‖ · ‖∞ � ∞-íîðìà â ïðîñòðàíñòâå H(q) òàêèõ,
÷òî sup|q|≥1 ‖H(q)‖ < ∞. Ñëåäîâàòåëüíî, óñëîâèå (8.41) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

‖H‖∞ < γ (8.42)
èëè, ÷òî òî æå, ÷àñòîòíîìó íåðàâåíñòâó

HT (e−j ϕ)H(ejϕ) < γ2I , ∀ϕ ∈ [0, 2π) . (8.43)
Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü âûïîëíåíèå ýòîãî ÷àñòîòíîãî íåðàâåíñòâà äëÿ
çàäàííîãî γ.

Â ñëó÷àå îáúåêòà ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì ýòà çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ ãðà-
ôè÷åñêè: íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè ñòðîèòñÿ ãîäîãðàô, ò.å. êðèâàÿ H(ej ϕ), ϕ ∈ [0, 2π),
è íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ëåæèò ëè ýòà êðèâàÿ âíóòðè êðóãà ñ öåíòðîì â íà÷àëå
êîîðäèíàò è ðàäóñîì γ. Â ñëó÷àå îáúåêòà ñî ìíîãèìè âõîäàìè ïðèìåíèì äèñêðåòíûé âà-
ðèàíò ÷àñòîòíîé òåîðåìû (ñì. ëåììó H.2 â Ïðèëîæåíèè) è ñâåäåì ïðîâåðêó âûïîëíåíèÿ
÷àñòîòíîãî óñëîâèÿ (8.43) ê çàäà÷å î ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà.

Ñîãëàñíî ÷àñòîòíîé òåîðåìå âûïîëíåíèå ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (8.39) íåðàâåíñòâà
Vt+1 − Vt − L(xt, vt) < 0 , ∀xt, vt, |xt|+ |vt| 6= 0

äëÿ çàäàííîé ýðìèòîâîé ôîðìû L(x, v) âåêòîðîâ x ∈ Cnx , v ∈ Cnv è íåêîòîðîé Vt =
V (xt) = xT

t Xxt ñ ýðìèòîâîé ìàòðèöåé X èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, âûïîëíåíèå äëÿ íåêî-
òîðîé X = X∗ íåðàâåíñòâà

(Axt + Bvt)
∗X(Axt + Bvt)− xT

t Xxt − L(xt, vt) < 0 , ∀xt, vt, |xt|+ |vt| 6= 0 (8.44)
ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ÷àñòîòíîãî íåðàâåíñòâà

L[(ej ϕI − A)−1Bvt, vt] > 0 , ∀ϕ ∈ [0, 2π) , ∀ |vt| 6= 0 . (8.45)
Åñëè

L(x, v) = (xT , vT ) L

 x

v

 , L =

 L11 L12

LT
12 L22

 ,

òî íåðàâåíñòâî (8.44) ïðèìåò âèä ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà AT XA−X − L11 AT XB − L12

BT XA− LT
12 BT XB − L22

 < 0 , (8.46)

à ÷àñòîòíîå óñëîâèå (8.45) çàïèøåòñÿ â âèäå
 (e−j ϕI − A)−1B

I

T  L11 L12

LT
12 L22

 (ej ϕI − A)−1B

I

 > 0 . (8.47)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå (8.43), âûáåðåì ýðìèòîâó ôîðìó
L(x, v) = γ2v∗v − (Cx + Dv)∗(Cx + Dv) (8.48)
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òàê, ÷òîáû íåðàâåíñòâî (8.47) ñâåëîñü ê ýêâèâàëåíòíîìó (8.43) íåðàâåíñòâó
γ2I −HT (e−j ϕ)H(ej ϕ) > 0 , ∀ϕ ∈ [0, 2π) .

Ñîãëàñíî ÷àñòîòíîé òåîðåìå äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî
âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâà

(Axt + Bvt)
∗X(Axt + Bvt)− xT

t Xxt + (Cxt + Dvt)
∗(Cxt + Dvt)− γ2v∗t vt < 0 .

Çàìåíÿÿ çäåñü X íà γX è óìíîæàÿ ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî íà γ−1, ïîëó÷èì
x∗t (A

T XA−X + γ−1CT C)xt + 2Rex∗t (A
T XB + γ−1CT D)vt+

+v∗t (γ
−1DT D − γI + BT XB)vt < 0 .

Òàê êàê ýòî íåðàâåíñòâî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ äëÿ âñåõ xt è vt, òî îíî ýêâèâàëåíòíî
ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó AT XA−X + γ−1CT C AT XB + γ−1CT D

(AT XB + γ−1CT D)T −γI + BT XB + γ−1DT D

 < 0 (8.49)

èëè, ñ ó÷åòîì ëåììû A.2, íåðàâåíñòâó

Fd(X, γ) =


AT XA−X AT XB CT

BT XA −γI + BT XB DT

C D −γI

 < 0 . (8.50)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî íåðàâåíñòâà â ñèëó ëåììû A.2 äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ

AT XA−X < 0 ,

èç êîòîðîãî, ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà A èìååò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðè åäèíè÷-
íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè, â ñèëó òåîðåìû Ëÿïóíîâà äëÿ äèñêðåòíûõ ñèñòåì
(ñì. ëåììó E.2 â Ïðèëîæåíèè) ñëåäóåò, ÷òî X > 0. Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâàíèè äèñ-
êðåòíîãî âàðèàíòà ÷àñòîòíîé òåîðåìû ìû ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.
Óòâåðæäåíèå 8.6 Ïóñòü â îáúåêòå (8.39) ìàòðèöà A èìååò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðîâåíü ãàøå-
íèÿ âîçìóùåíèé â ýòîì îáúåêòå áûë ìåíüøå çàäàííîãî ÷èñëà γ íåîáõîäèìî è äîñòà-
òî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî (8.50) áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
ñèììåòðè÷åñêîé (nx × nx)-ìàòðèöû X > 0.

Îòìåòèì, ÷òî (8.50) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì îòíîñèòåëüíî ïå-
ðåìåííûõ X è γ. Ïîýòîìó âû÷èñëåíèå óðîâíÿ ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â îáúåêòå ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ëèíåéíîé ôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèè, çàäàííîì ëèíåé-
íûì ìàòðè÷íûì íåðàâåíñòâîì.
Óòâåðæäåíèå 8.7 Îïðåäåëåííûé â (8.40) óðîâåíü ãàøåíèÿ âîçìóùåíèé â óñòîé÷èâîì
îáúåêòå (8.39) íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

γ∗ = inf
Fd(X,γ)<0

γ ,

ãäå ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî Fd(X, γ) < 0 çàäàíî â (8.50).
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8.4 H∞-ðåãóëÿòîðû äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ
Ðàññìîòðèì äèñêðåòíûé óïðàâëÿåìûé îáúåêò

xt+1 = Axt + B1vt + B2ut ,
zt = C1xt + D11vt + D12ut ,
yt = C2xt + D21vt ,

(8.51)

â êîòîðîì xt ∈ Rnx � ñîñòîÿíèå, vt ∈ Rnv � âîçìóùåíèå, ut ∈ Rnu �óïðàâëåíèå, zt ∈ Rnz

� óïðàâëÿåìûé âûõîä, yt ∈ Rny � èçìåðÿåìûé âûõîä. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ëèíåéíûé
äèíàìè÷åñêèé ðåãóëÿòîð k-ãî ïîðÿäêà âèäà

x
(r)
t+1 = Arx

(r)
t + Bryt ,

ut = Crx
(r)
t + Dryt ,

(8.52)

ãäå x
(r)
t ∈ Rk � ñîñòîÿíèå ðåãóëÿòîðà, îáåñïå÷èâàþùèé àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü

çàìêíóòîé ñèñòåìû (8.51), (8.52) è âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
‖z‖
‖v‖

< γ , ∀ v, ‖v‖ 6= 0 (8.53)
äëÿ çàäàííîãî γ.

Óðàâíåíèÿ çàìêíóòîé ñèñòåìû (8.51), (8.52) ïðèìóò âèä
x

(c)
t+1 = Acx

(c)
t + Bcvt ,

zt = Ccx
(c)
t + Dcvt ,

(8.54)
ãäå

Ac =

(
A + B2DrC2 B2Cr

BrC2 Ar

)
, Bc =

(
B1 + B2DrD21

BrD21

)
,

Cc = (C1 + D12DrC2 D12Cr) , Dc = D11 + D12DrD21 .

(8.55)

Ââåäåì ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà
Θ =

(
Ar Br

Cr Dr

)
(8.56)

è ïðåäñòàâèì ìàòðèöû çàìêíóòîé ñèñòåìû â âèäå
Ac = A0 + BΘC , Bc = B0 + BΘD21 ,

Cc = C0 +D12ΘC , Dc = D11 +D12ΘD21 ,
(8.57)

ãäå
A0 =

 A 0nx×k

0k×nx 0k×k

 ,

B =

 0nx×k B2

Ik 0k×nu

 , C =

 0k×nx Ik

C2 0ny×k

 ,

B0 =

 B1

0k×nv

 , C0 = (C1 0nz×k) ,

D12 = (0nz×k D12) , D21 =

 0k×nv

D21

 .

(8.58)
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Äëÿ âûïîëíåíèÿ öåëè óïðàâëåíèÿ (8.53) ïåðåäàòî÷íàÿ ìàòðèöà çàìêíóòîãî îáúåêòà
(8.54) îò âõîäà vt ê âûõîäó zt

Hc(q) = Dc + Cc(qI − Ac)
−1Bc

äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
‖Hc‖∞ < γ .

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 8.6 äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ëèíåéíîå ìàò-
ðè÷íîå íåðàâåíñòâî 

AT
c XAc −X AT

c XBc CT
c

BT
c XAc −γI + BT

c XBc DT
c

Cc Dc −γI

 < 0 . (8.59)

áûëî ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû X = XT > 0. Ïî àíàëîãèè ñ ñèíòåçîì H∞-
óïðàâëåíèÿ äëÿ íåïðåðûâíîãî îáúåêòà äàëåå òðåáóåòñÿ ïðåâðàòèòü ýòî íåðàâåíñòâî â
ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà Θ, ïîäñòàâëÿÿ
â ëåâóþ ÷àñòü (8.59) âûðàæåíèÿ (8.57) äëÿ ìàòðèö çàìêíóòîé ñèñòåìû. Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî ïðè ýòîì áëîêè ïîëó÷åííîé ìàòðèöû áóäóò ñîäåðæàòü êâàäðàòè÷íûå ïî Θ
ñëàãàåìûå. Ïîýòîìó ïðåîáðàçóåì (8.59) ê ýêâèâàëåíòíîìó íåðàâåíñòâó

−X−1 Ac Bc 0

AT
c −X 0 CT

c

BT
c 0 −γI DT

c

0 Cc Dc −γI

 < 0 , (8.60)

â ëåâóþ ÷àñòü êîòîðîãî Θ âõîäèò ëèíåéíî. Ïîêàæåì, ÷òî íåðàâåíñòâà (8.59) è (8.60)
ýêâèâàëåíòíû.

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå A.2 íåðàâåíñòâî (8.60) âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

X > 0 ,


−X 0 CT

c

0 −γI DT
c

Cc Dc −γI

+


AT

c

BT
c

0

X(Ac Bc 0) < 0 . (8.61)

Ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò èç (8.59) ñ ó÷åòîì ëåììû A.2 è òåîðåìû Ëÿïóíîâà
(ñì. ëåììó E.2 â Ïðèëîæåíèè), òàê êàê âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Ac äîëæíû
ëåæàòü âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Çàïèøåì âòîðîå íåðàâåíñòâî
(8.61) â âèäå 

AT
c XAc −X AT

c XBc CT
c

BT
c XAc −γI + BT

c XBc DT
c

Cc Dc −γI

 < 0 ,

êîòîðîå ñîãëàñíî ëåììå A.2 âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà AT
c XAc −X AT

c XBc

BT
c XAc −γI + BT

c XBc

+ γ−1

 CT
c

DT
c

 (Cc Dc) < 0 .
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Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî ñîâïàäàåò ñ íåðàâåíñòâîì (8.59).
Íåðàâåíñòâî (8.60) ïðåäñòàâèìî â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà îòíîñè-

òåëüíî íåèçâåñòíûõ ïàðàìåòðîâ Θ

Ψ + P T ΘT Q + QT ΘP < 0 , (8.62)

â êîòîðîì

Ψ =



−X−1 A0 B0 0

AT
0 −X 0 CT

0

BT
0 0 −γI DT

11

0 C0 D11 −γI

 ,

P = (0(ny+k)×(nx+k) C D21 0(ny+k)×nz) ,

Q = (BT 0(nu+k)×(nx+k) 0(nu+k)×nv DT
12)

(8.63)

è âñå ìàòðèöû îïðåäåëåíû â (8.58). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 3.2 îòíîñèòåëüíî ðàçðåøè-
ìîñòè òàêîãî òèïà íåðàâåíñòâ ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó.

Óòâåðæäåíèå 8.8 Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ H∞-ðåãóëÿòîðà k-ãî ïîðÿäêà ñ çàäàííûì γ
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà (nx + k) × (nx + k)-ìàòðèöà X =
XT > 0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñëåäóþùèì äâóì íåðàâåíñòâàì

W T
P



−X−1 A0 B0 0

AT
0 −X 0 CT

0

BT
0 0 −γI DT

11

0 C0 D11 −γI

WP < 0 ,

W T
Q



−X−1 A0 B0 0

AT
0 −X 0 CT

0

BT
0 0 −γI DT

11

0 C0 D11 −γI

WQ < 0 .

(8.64)

Åñëè óñëîâèÿ (8.64) âûïîëíåíû è òàêàÿ ìàòðèöà X íàéäåíà, òî ïàðàìåòðû Θ èñêî-
ìîãî ðåãóëÿòîðà íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà (8.62).

Ââåäåì ìàòðèöó Y = X−1 è ïåðåïèøåì óñëîâèÿ (8.64) â âèäå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ
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íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî ìàòðèö X è Y :

W T
P



−Y A0 B0 0

AT
0 −X 0 CT

0

BT
0 0 −γI DT

11

0 C0 D11 −γI

WP < 0 ,

W T
Q



−Y A0 B0 0

AT
0 −X 0 CT

0

BT
0 0 −γI DT

11

0 C0 D11 −γI

WQ < 0 .

(8.65)

Òîãäà ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å A: íàéòè äâå âçàèìíîîáðàòíûå ìàò-
ðèöû X è Y (XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì (8.65).

Ïðåîáðàçóåì íåðàâåíñòâà (8.65), ó÷èòûâàÿ áëî÷íóþ ñòðóêòóðó ìàòðèö A0, B0, C0 è
ñîîòâåòñòâóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèö X è Y â áëî÷íîì âèäå

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 , Y =

 Y11 Y12

Y T
12 Y22

 .

Ñîãëàñíî (8.58) è (8.63) èìååì

P =

 0k×nx 0k×k 0k×nx Ik 0k×nv 0k×nz

0ny×nx 0ny×k C2 0ny×k D21 0ny×nz

 ,

Q =

 0k×nx Ik 0k×nx 0k×k 0k×nv 0k×nz

BT
2 0nu×k 0nu×nx 0nu×k 0nu×nv DT

12

 ,

ïîýòîìó

WP =



0 I 0 0

0 0 I 0

W
(1)
P 0 0 0

0 0 0 0

W
(2)
P 0 0 0

0 0 0 I


, WQ =



W
(1)
Q 0 0 0

0 0 0 0

0 I 0 0

0 0 I 0

0 0 0 I

W
(2)
Q 0 0 0


,

ãäå ìàòðèöû W
(1)
P , W

(2)
P è ìàòðèöû W

(1)
Q , W

(2)
Q óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì óðàâíåíèÿì

C2W
(1)
P + D21W

(2)
P = 0 , BT

2 W
(1)
Q + DT

12W
(2)
Q = 0 .
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Ñ ó÷åòîì ýòîãî íåðàâåíñòâà (8.65) ïðèìóò âèä

W T
P



−Y11 −Y12 A 0 B1 0

? −Y22 0 0 0 0

? ? −X11 −X12 0 CT
1

? ? ? −X22 0 0

? ? ? ? −γI DT
11

? ? ? ? ? −γI


WP < 0 ,

W T
Q



−Y11 −Y12 A 0 B1 0

? −Y22 0 0 0 0

? ? −X11 −X12 0 CT
1

? ? ? −X22 0 0

? ? ? ? −γI DT
11

? ? ? ? ? −γI


WQ < 0 .

Ïîñëå óìíîæåíèÿ ïåðâîå èç ýòèõ íåðàâåíñòâ çàïèøåòñÿ â âèäå

−W
(1)
P

T
X11W

(1)
P − γW

(2)
P

T
W

(2)
P ? ?

(
AW

(1)
P + B1W

(2)
P

0

)
−Y ?

C1W
(1)
P + D11W

(2)
P 0 −γI


< 0,

êîòîðîå ïî ëåììå A.4 ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî Y > 0, ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó −W
(1)
P

T
X11W

(1)
P − γW

(2)
P

T
W

(2)
P W

(1)
P

T
CT

1 + W
(2)
P

T
DT

11

C1W
(1)
P + D11W

(2)
P −γI

+

+

 W
(1)
P

T
AT + W

(2)
P

T
BT

1 0

0 0

Y −1

 AW
(1)
P + B1W

(2)
P 0

0 0

 < 0 .

Òàê êàê Y −1 = X, òî âî âòîðîå ñëàãàåìîå â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà âõîäèò
òîëüêî áëîê X11. Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòñÿ, ÷òî ýòî íåðàâåíñòâî
ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó ëèíåéíîìó ìàòðè÷íîìó íåðàâåíñòâó îòíîñèòåëüíî X11:

Ŵ T
P



AT X11A−X11 AT X11B1 | CT
1

? −γI + BT
1 X11B1 | DT

11

− − | −

? ? | −γI

 ŴP < 0 , (8.66)
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ãäå

ŴP =


N1 | 0

− | −

0 | I

 ,

à ñòîëáöû ìàòðèöû N1 = col (W (1)
P , W

(2)
P ) îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû (C2 D21).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì âòîðîå èç íåðàâåíñòâ (8.65) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

Ŵ T
Q



AY11A
T − Y11 AY11C

T
1 | B1

? −γI + C1Y11C
T
1 | D11

− − | −

? ? | −γI

 ŴQ < 0 , (8.67)

ãäå

ŴQ =


N2 | 0

− | −

0 | I

 ,

à ñòîëáöû ìàòðèöû N2 = col (W (1)
Q , W

(2)
Q ) îáðàçóþò áàçèñ ÿäðà ìàòðèöû (BT

2 DT
12).

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ñèíòåçà H∞-ðåãóëÿòîðîâ k-ïîðÿäêà äëÿ äèñêðåòíûõ îáúåêòîâ
ìîæåò áûòü òàêæå ñâåäåíà ê ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå çàäà÷å B: íàéòè äâå (nx × nx)-
ìàòðèöû X11 = XT

11 > 0, Y11 = Y T
11 > 0, óäîâëåòâîðÿþùèå ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì íåðà-

âåíñòâàì (8.66), (8.67) è  X11 I

I Y11

 ≥ 0 ,

è óñëîâèþ
rank (I −X11Y11) ≤ k ,

èëè óñòàíîâèòü, ÷òî òàêèõ ìàòðèö íå ñóùåñòâóåò.
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Ãëàâà 9

Àëãîðèòì ïîèñêà âçàèìíîîáðàòíûõ

ìàòðèö

Êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñèíòåç ðåãóëÿòîðîâ âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ñîñòîèò èç äâóõ ýòà-
ïîâ: ïîèñê äâóõ âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì
íåðàâåíñòâàì, è ðåøåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà ëèíåéíîãî ìàòðè÷íî-
ãî íåðàâåíñòâà, â êîòîðîå âîéäóò íàéäåííûå íà ïåðâîì ýòàïå ìàòðèöû. Ïðè ïåðåõîäå
îò ïåðâîãî ýòàïà êî âòîðîìó ìîæåò âîçíèêíóòü ñëåäóþùàÿ òåîðåòè÷åñêè íåâîçìîæíàÿ
ñèòóàöèÿ, êîãäà äâå òðåáóåìûå âçàèìíîîáðàòíûå ìàòðèöû íàéäåíû, à ëèíåéíîå ìàò-
ðè÷íîå íåðàâåíñòâî äëÿ ïàðàìåòðîâ ðåãóëÿòîðà îêàçûâàåòñÿ íåðàçðåøèìûì.

Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíà íåäîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ, ñ êîòîðîé âû÷èñ-
ëÿþòñÿ âçàèìíîîáðàòíûå ìàòðèöû. Äëÿ âîçìîæíîãî óñòðàíåíèÿ ýòîãî äåôåêòà íóæíî
ïîâòîðèòü âû÷èñëåíèÿ ñ ïîâûøåííîé òî÷íîñòüþ. Åñëè è ýòî íå ïðèâîäèò ê óñïåõó, òî
âïîëíå âåðîÿòíî, ÷òî ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðîâ ðåãó-
ëÿòîðà äåéñòâèòåëüíî íå èìååò ðåøåíèÿ. Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòî ÿâëåíèå íà ïðîñòîì
ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñòàáèëèçàöèè îáúåêòà
ẋ1 = x2 ,
ẋ2 = x1 + u ,
y = x1

ñ ïîìîùüþ ñòàòè÷åñêîé îáðàòíîé ñâÿçè ïî âûõîäó u = Θy. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.6
ñòàòè÷åñêèé ðåãóëÿòîð ïî âûõîäó ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äâå âçàèì-
íîîáðàòíûå ìàòðèöû X = XT > 0, Y = Y T > 0 óäîâëåòâîðÿþò ëèíåéíûì ìàòðè÷íûì
íåðàâåíñòâàì

W T
C (AT X + XA)WC < 0 ,

W T
BT (Y AT + AY )WBT < 0 .

(9.1)

Â äàííîì ñëó÷àå
X =

 x11 x12

x12 x22

 , Y =

 y11 y12

y12 y22

 ,

A =

 0 1

1 0

 , B =

 0

1

 , C = (1 0)

99



100 Ãëàâà 9. Àëãîðèòì ïîèñêà âçàèìíîîáðàòíûõ ìàòðèö

è, ñëåäîâàòåëüíî,
WBT =

 1

0

 , WC =

 0

1

 ,

ïîýòîìó íåðàâåíñòâà (9.1) ñâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùèì
x12 < 0 , y12 < 0 .

Â êà÷åñòâå ïðèáëèæ¼ííîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, äâå óäîâëåòâî-
ðÿþùèå ýòèì íåðàâåíñòâàì ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ìàòðèöû

X =

 1 + δ −δ2

−δ2 1 + δ

 , Y =

 1 + δ −δ2

−δ2 1 + δ

 ,

ãäå |δ| � 1, ïðîèçâåäåíèå êîòîðûõ ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê åäèíè÷íîé ìàòðèöå. Êàçàëîñü
áû, ÷òî òðåáóåìûé ðåãóëÿòîð äîëæåí ñóùåñòâîâàòü. Âìåñòå ñ òåì, êàê ëåãêî ïðîâå-
ðèòü, òàêîãî ðåãóëÿòîðà â ïðèíöèïå íå ñóùåñòâóåò. Â ñàìîì äåëå, ïîäñòàâèâ óïðàâëå-
íèå â óðàâíåíèÿ îáúåêòà, íàéä¼ì, ÷òî ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû íè ïðè êàêîì Θ íå
ÿâëÿåòñÿ ãóðâèöåâîé.

Êðîìå òîãî, îòìåòèì, ÷òî âñå ïðèâîäèìûå íèæå àëãîðèòìû âåñüìà ÷óâñòâèòåëüíû ê
çàäàíèþ íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ïîýòîìó îñòàíîâêà àëãîðèòìà, êîãäà XY 6= I, åùå íå îçíà-
÷àåò, ÷òî òðåáóåìîãî ðåãóëÿòîðà íå ñóùåñòâóåò. Â ýòîì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïðîâåñòè
âû÷èñëåíèÿ ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Ðàññìàòðèâàåìûé íèæå àëãîðèòì [9] ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è.
Çàäà÷à A: íàéòè äâå âçàèìíîîáðàòíûå ìàòðèöûX è Y (XY = I), óäîâëåòâîðÿþùèå

ñèñòåìå ëèíåéíûõ ìàòðè÷íûõ íåðàâåíñòâ Li(X, Y ) < 0,
i = 1, 2, îòíîñèòåëüíî X è Y .

Äëÿ åå ðåøåíèÿ ðàññìîòðèì òàêæå äðóãóþ çàäà÷ó.
Çàäà÷à A1: íàéòè

λmin = min{λ : X − Y −1 < λI, X > 0, Y > 0, Li(X, Y ) < 0, i = 1, 2, 3} , (9.2)
ãäå

L3(X,Y ) =

(
−X I
I −Y

)
.

Äîïîëíèòåëüíîå ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî L3(X, Y ) < 0 â ñèëó ëåììû Øóðà
ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó X > Y −1. Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà â çàäà÷å A1 λmin = 0,
ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòðèöû X è Y ÿâëÿþòñÿ òàêæå ðåøåíèåì çàäà÷è A.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è A1 òðåáóåòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ ïðè îãðà-
íè÷åíèÿõ, îäíî èç êîòîðûõ

X − Y −1 < λI (9.3)
íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì è, ñëåäîâàòåëüíî, íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ëèíåéíîãî
ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî íå ïîçâîëÿåò ðåøàòü çàäà÷ó A1 ìåòîäàìè
âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. Äàëåå îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è A1, êîòîðûé ìîæåò
áûòü ðåàëèçîâàí â ïàêåòå MATLAB.

Äëÿ îïèñàíèÿ àëãîðèòìà ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó.
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Çàäà÷à A2: íàéòè
λmin = min{λ : Γ(X,Y, G1, G2) < λI, X > 0,

Y > 0 , Li(X, Y ) < 0, i = 1, 2, 3},
(9.4)

ãäå
Γ(X, Y, G1, G2) = (I G1)

(
X I
I Y

)(
I
G1

)
+

+(G2 I)

(
X I
I Y

)(
G2

I

)
,

Gi = GT
i , i = 1, 2 � íåêîòîðûå çàäàííûå ìàòðèöû.

Îòìåòèì, ÷òî â çàäà÷å A2 ïî ñðàâíåíèþ ñ çàäà÷åé A1 âìåñòî íåðàâåíñòâà (9.3) ñòîèò
ëèíåéíîå ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî Γ(X, Y, G1, G2) < λI. Òàê êàê

Γ(X, Y, G1, G2) = (G1 + Y −1)Y (G1 + Y −1) + (G2 + X−1)X(G2 + X−1)+

+(X − Y −1) + (Y −X−1) ≥ 0
(9.5)

è â ñèëó íåðàâåíñòâà L3(X, Y ) < 0 âûïîëíåíî X > Y −1, òî êîãäà λmin = 0, ñîîòâåòñòâó-
þùèå X è Y ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è A (ïðè ýòîì G1 = −Y −1 è G2 = −X−1).

Àëãîðèòì ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:
1. j = 0.
2. Ôèêñèðóþòñÿ ìàòðèöû G1 = G

(j)
1 è G2 = G

(j)
2 .

3. Ðåøàåòñÿ çàäà÷à A2 ñ ïîìîùüþ êîìàíäû mincx ïàêåòà MATLAB è íàõîäÿòñÿ
λj+1, Xj, Yj.

4. Çàäàþòñÿ G
(j+1)
1 = −Y −1

j , G
(j+1)
2 = −X−1

j è îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 2 ïðè
j = j + 1.

Óòâåðæäåíèå 9.1 Äëÿ ëþáûõ íà÷àëüíûõ G
(0)
1 è G

(0)
2 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü λj, ãåíåðè-

ðóåìàÿ àëãîðèòìîì, ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé è ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå ïðåäåëû
lim
j→∞

λj = λ∗ ≥ 0 , lim
j→∞

Xj = X∗ , lim
j→∞

Yj = Y∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî.Îöåíèì, êàê áóäåò ìåíÿòüñÿ ñïåêòðàëüíûé ðàäèóñ ìàòðèöû Γ(X,Y, G1, G2)
ïî òðàåêòîðèè àëãîðèòìà. Ïðåäñòàâèì

∆ρ = ρ(Γ(Xj+1, Yj+1, G
(j+1)
1 , G

(j+1)
2 ))− ρ(Γ(Xj, Yj, G

(j)
1 , G

(j)
2 ))

â âèäå
∆ρ = ∆ρ1 + ∆ρ2 =

[ρ(Γ(Xj+1, Yj+1, G
(j+1)
1 , G

(j+1)
2 ))− ρ(Γ(Xj, Yj, G

(j+1)
1 , G

(j+1)
2 ))]+

+[ρ(Γ(Xj, Yj, G
(j+1)
1 , G

(j+1)
2 ))− ρ(Γ(Xj, Yj, G

(j)
1 , G

(j)
2 ))] .

Âûðàæåíèå â ïåðâûõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ íåïîëîæèòåëüíî â ñèëó àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó
íà (j + 1)-é èòåðàöèè λ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ïðè X = Xj+1, Y = Yj+1.
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Ðàññìîòðèì ðàçíîñòü äâóõ ìàòðèö, ôèãóðèðóþøèõ âî âòîðûõ êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ. Èç
(9.5) ñëåäóåò, ÷òî

Γ(Xj, Yj, G
(j+1)
1 , G

(j+1)
2 )− Γ(Xj, Yj, G

(j)
1 , G

(j)
2 ) =

= (G
(j+1)
1 + Y −1

j )Yj(G
(j+1)
1 + Y −1

j ) + (G
(j+1)
2 + X−1

j )Xj(G
(j+1)
2 + X−1

j )−

−(G
(j)
1 + Y −1

j )Yj(G
(j)
1 + Y −1

j )− (G
(j)
2 + X−1

j )Xj(G
(j)
2 + X−1

j ) .

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî G
(j+1)
1 = −Y −1

j è G
(j+1)
2 = −X−1

j , ïîëó÷èì
Γ(Xj, Yj, G

(j+1)
1 , G

(j+1)
2 )− Γ(Xj, Yj, G

(j)
1 , G

(j)
2 ) =

−(Y −1
j − Y −1

j−1)Yj(Y
−1
j − Y −1

j−1)− (X−1
j −X−1

j−1)Xj(X
−1
j −X−1

j−1) ≤ 0 .

Òàê êàê èç A − B ≤ 0 ñëåäóåò, ÷òî ρ(A) ≤ ρ(B), òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ∆ρ ≤ 0. Â
ýòîì ñëó÷àå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ρj îãðàíè÷åíà ñíèçó è íå âîçðàñòàåò, îòêóäà ñ ó÷åòîì
íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè ñïåêòðàëüíîãî ðàäèóñà ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå óêàçàííûõ â
òåîðåìå ïðåäåëîâ.

Èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî âîçìîæíû äâå ñèòóàöèè. Åñëè λ∗ = 0, òî X∗Y∗ = I
è X∗ è Y∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè çàäà÷è A. Åñëè λ∗ > 0, òî íåëüçÿ ñäåëàòü îïðåäåëåííîãî
âûâîäà î ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è A. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå öåëåñîîáðàçíî ïîâòîðèòü ïðîöåññ
ïðè äðóãèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ G

(0)
1 è G

(0)
2 , êàê ýòî îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ â çàäà÷àõ

ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíèòü ñëåäóþùåå ïðà-

âèëî îñòàíîâêè: ïðè âûïîëíåíèè îäíîãî èç äâóõ íåðàâåíñòâ λj < ε èëè |λj+1 − λj| < ε
ðàáîòà àëãîðèòìà ïðåêðàùàåòñÿ (èç óòâåðæäåíèÿ 9.1 ñëåäóåò, ÷òî àëãîðèòì îñòàíàâëè-
âàåòñÿ ÷åðåç êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé).
Ïðèìåð 9.1 Ðàññìîòðèì ñèíòåç ñòàòè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïî âûõîäó äëÿ ñòàáèëè-
çàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà, îïèñûâàåìîãî óðàâíåíèåì

ϕ̈− ϕ = u

ñ èçìåðÿåìîé ïåðåìåííîé y = ϕ + ϕ̇. Óðàâíåíèå èìååò âèä (5.18), ãäå

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
0
1

)
, C = (1 1) .

Íåðàâåíñòâà Li(X, Y ) < 0, i = 1, 2 îïðåäåëÿëèñü êàê â (5.31). Ìàòðèöû G
(0)
1 è G

(0)
2

âûáèðàëèñü

G
(0)
1 =

(
0.8709 −0.1795
−0.1795 0.7873

)
, G

(0)
2 =

(
−0.8842 0.6263
0.6263 −0.9803

)
.

Òî÷íîñòü, ñ êîòîðîé ðåøàþòñÿ ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå íåðàâåíñòâà, ðàâíà 10−4, à ïà-
ðàìåòð àëãîðèòìà ε = 10−3. Ïîñëå äâóõ èòåðàöèé àëãîðèòì îñòàíîâèëñÿ, ïðè ýòîì
λ = 8 · 10−6,

X =

(
0.8425 0.0028
0.0028 0.6975

)
, Y =

(
1.1869 −0.0047
−0.0047 1.4337

)

è ïàðàìåòð ðåãóëÿòîðà Θ = −2.2263.
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Ïðèìåð 9.2 Ðàññìîòðèì ñèíòåç äèíàìè÷åñêîãî ðåãóëÿòîðà ïåðâîãî ïîðÿäêà äëÿ ñòà-
áèëèçàöèè ïåðåâåðíóòîãî ìàÿòíèêà. Îáúåêò, îïèñûâàåìûé óðàâíåíèåì

ϕ̈− ϕ = u

ñ èçìåðÿåìîé ïåðåìåííîé y = ϕ, ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (5.18), ãäå

A =

(
0 1
1 0

)
, B =

(
0
1

)
, C = (1 0) .

Ðåãóëÿòîð âûáèðàëñÿ â âèäå (5.19), ãäå xr ∈ R1. Â äàííîì ñëó÷àå íåðàâåíñòâà Li(X, Y ) <
0, i = 1, 2 îïðåäåëÿëèñü ñëåäóþùèì îáðàçîì

W T
C0

(AT
0 X + XA0 − βX)WC0 < 0 , X > 0 ,

W T
BT

0
(Y AT

0 + A0Y − βY )WBT
0

< 0 , Y > 0 ,

ãäå A0, B0 è C0 îïèñàíû â ïðèìåðå 5.3, à β/2 = 0, 005 � çàäàííàÿ ñòåïåíü óñòîé÷èâîñòè
çàìêíóòîé ñèñòåìû. Ïðîâåðêà ýôôåêòèâíîñòè ðàáîòû àëãîðèòìà îñóùåñòâëÿëàñü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ýëåìåíòû íà÷àëüíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ ìàòðèö G

(0)
1 = G

(0)
2 âûáè-

ðàëèñü êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå íà îòðåçêå
[−1, 1]. Àëãîðèòì ñòàðòîâàë 1000 ðàç. Â 996 ñëó÷àÿõ çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèò-
ìà áûëî óñïåøíûì, ò.å. ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå λ îêàçàëîñü ðàâíûì íóëþ ñ ïðèíÿòîé
òî÷íîñòüþ ε = 10−5. Â ïîäàâëÿþùåì ÷èñëå ñëó÷àåâ äëÿ çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèò-
ìà ïîòðåáîâàëîñü íå áîëåå 4− 6 èòåðàöèé.
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Ïðèëîæåíèå A

Áëî÷íûå ìàòðèöû

Ëåììà A.1 Ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà äëÿ îáðàùåíèÿ áëî÷íîé ìàòðèöû. Ïóñòü
íåîñîáåííàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ðàçáèòà íà áëîêè

X =

 X11 X12

X21 X22

 ,

ãäå X11 � (n× n)-ìàòðèöà, à X22 � (m×m)-ìàòðèöà.
Åñëè detX11 6= 0, òî

X−1 =

 X−1
11 + X−1

11 X12H
−1X21X

−1
11 −X−1

11 X12H
−1

−H−1X21X
−1
11 H−1

 ,

ãäå
H = X22 −X21X

−1
11 X12 .

Åñëè detX22 6= 0, òî

X−1 =

 K−1 −K−1X12X
−1
22

−X−1
22 X21K

−1 X−1
22 + X−1

22 X21K
−1X12X

−1
22

 ,

ãäå
K = X11 −X12X

−1
22 X21 .

Åñëè detX11 6= 0 è detX22 6= 0, òî

X−1 =

 K−1 −X−1
11 X12H

−1

−H−1X21X
−1
11 H−1

 ,

ãäå K è H îïðåäåëåíû âûøå.

Ëåììà A.2 Ïóñòü
X =

 X11 X12

X21 X22

 ,

ãäå X11 � (n× n)-ìàòðèöà, à X22 � (m×m)-ìàòðèöà.

107
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Åñëè X11 íåâûðîæäåíà, òî X íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
H = X22 −X21X

−1
11 X12 íåâûðîæäåíà. Ïðè ýòîì

detX = detX11 detH .

Åñëè X22 íåâûðîæäåíà, òî X íåâûðîæäåíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà
K = X11 −X12X

−1
22 X21 íåâûðîæäåíà. Ïðè ýòîì

detX = detX22 detK .

Åñëè X11 = XT
11, X21 = XT

12, X22 = XT
22, òî ñëåäóþùèå òðè óòâåðæäåíèÿ ýêâèâà-

ëåíòíû:
X > 0 ;

X11 > 0 , X22 −XT
12X

−1
11 X12 > 0 ;

X22 > 0 , X11 −X12X
−1
22 XT

12 > 0 .

Ëåììà A.3 Ïóñòü
X =

 X11 X12

XT
12 X22

 ,

ãäå X11 è X22 � êâàäðàòíûå ìàòðèöû.
Åñëè X11 > 0, òî X ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

X22 −XT
12X

−1
11 X12 ≥ 0 .

Åñëè X22 > 0, òî X ≥ 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
X11 −X12X

−1
22 XT

12 ≥ 0 .

Ëåììà A.4 Ïóñòü

X =


X11 X12 X13

XT
12 X22 X23

XT
13 XT

23 X33

 .

Åñëè X22 > 0, òî X > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà X11 X13

XT
13 X33

−
 X12

XT
23

X−1
22 (XT

12 X23) > 0 . (A.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ áëî÷íîé ñòðóêòóðîé ìàòðèöû X âîçüìåì x =
col (x1, x2, x3) è ñäåëàåì ñëåäóþùèå ïðåîáðàçîâàíèÿ:

xT Xx = (x2 + X−1
22 XT

12x1 + X−1
22 X23x3)

T X22(x2 + X−1
22 XT

12x1 + X−1
22 X23x3)+

+xT
1 (X11 −X12X

−1
22 XT

12)x1 + xT
3 (X33 −XT

23X
−1
22 X23)x3+

+2xT
1 (X13 −X12X

−1
22 X23)x3 .

Òàê êàê X22 > 0, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî
ìàòðè÷íîå íåðàâåíñòâî X11 −X12X

−1
22 XT

12 X13 −X12X
−1
22 X23

XT
13 −XT

23X
−1
22 XT

12 X33 −XT
23X

−1
22 X23

 > 0 ,

ýêâèâàëåíòíîå (A.1).
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Ëåììà A.5 Ïóñòü ìàòðèöû A ïîðÿäêà n × n è R ïîðÿäêà r × r íåâûðîæäåíû, X è
Y èìåþò ïîðÿäêè n× r è r×n, ñîîòâåòñòâåííî, è ìàòðèöà A + XRY íåâûðîæäåíà.
Òîãäà

(A + XRY )−1 = A−1 − A−1X(R−1 + Y A−1X)−1Y A−1 .

Ëåììà A.6 Åñëè A � êîìïëåêñíàÿ ìàòðèöà (m × n) ðàíãà r, òî îíà ïðåäñòàâèìà â
âèäå (singular-value decomposition)

A = (U1 U2)

 Σ 0

0 0

 V ∗
1

V ∗
2

 = U1ΣV ∗
1 , (A.2)

ãäå ∗ îáîçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå è ïåðåõîä ê êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûì ýëåìåíòàì,
Σ = diag (σ1, · · · , σr) , σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 ,

σi = λ
1/2
i (AA∗) � ñèíãóëÿðíûå ÷èñëà ìàòðèöû A, U = (U1 U2) è V = (V1 V2) �

óíèòàðíûå ìàòðèöû, ò.å. U∗U = I è V ∗V = I, ïðè÷åì
R(A) = span (U1) , N (A∗) = span (U2) ,

R(A∗) = span (V1) , N (A) = span (V2) ,

ãäå R(·) è N (·) îáîçíà÷àþò îáðàç è ÿäðî ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû, à span (·) �
ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòðèöû.

Ëåììà A.7 Ïóñòü X11 = XT
11 > 0 è Y11 = Y T

11 > 0 � çàäàííûå (n × n)-ìàòðèöû. Äëÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèö X12 è X22 = XT

22 ðàçìåðîâ (n× k) è (k × k), ñîîòâåòñòâåííî,
òàêèõ, ÷òî

X =

 X11 X12

XT
12 X22

 > 0 ,

 X11 X12

XT
12 X22

−1

=

 Y11 Y12

Y T
12 Y22

 (A.3)

äëÿ íåêîòîðûõ Y12, Y22, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû X11 I

I Y11

 ≥ 0 , rank (I −X11Y11) ≤ k . (A.4)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïî óñëîâèþ èìååì
X11Y11 + X12Y

T
12 = I ,

X11Y12 + X12Y22 = 0 ,

XT
12Y11 + X22Y

T
12 = 0 ,

XT
12Y12 + X22Y

T
22 = I .

(A.5)

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì
I −X11Y11 = X12Y

T
12 .
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Òàê êàê ðàíã êàæäîé èç ìàòðèö â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà íå ïðåâûøàåò k è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ðàíã ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ìàòðèö òàêæå íå ïðåâûøàåò k, òî îòñþäà ñëåäóåò
óñëîâèå

rank (I −X11Y11) ≤ k .

Äàëåå, âûðàçèì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ
Y11 = X−1

11 (I −X12Y
T
12)

è ïîäñòàâèì â òðåòüå
XT

12X
−1
11 + (X22 −XT

12X
−1
11 X12)Y

T
12 = 0 .

Óìíîæèì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåâà íà Y12

Y12X
T
12X

−1
11 + Y12(X22 −XT

12X
−1
11 X12)Y

T
12 = 0 .

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ (A.5) ñëåäóåò, ÷òî
Y12X

T
12 = I − Y11X11 .

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷èì
(I − Y11X11)X

−1
11 + Y12(X22 −XT

12X
−1
11 X12)Y

T
12 = 0 .

Îòêóäà ñëåäóåò
X−1

11 − Y11 = −Y12(X22 −XT
12X

−1
11 X12)Y

T
12 .

Òàê êàê X > 0, òî èç ëåììû A.2 ïîëó÷èì
X22 −XT

12X
−1
11 X12 > 0 .

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî
X−1

11 − Y11 ≤ 0 ,

êîòîðîå â ñèëó ëåììû A.3 âûðàæàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà X11 I

I Y11

 ≥ 0 .

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü äëÿ äàííûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûõ è ñèììåòðè÷åñêèõ
ìàòðèö X11 è Y11 âûïîëíåíû óñëîâèÿ (A.4) è

rank (I −X11Y11) = r ≤ k .

Ïîêàæåì, êàê ðàñøèðèòü ìàòðèöó X11 òàê, ÷òîáû óñëîâèÿ (A.3) èìåëè ìåñòî äëÿ íåêî-
òîðûõ Y12 è Y22. Ñîãëàñíî ëåììå A.1 äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâî

Y −1
11 = X11 −X12X

−1
22 XT

12 ,

ò.å.
X11 − Y −1

11 = X12X
−1
22 XT

12 . (A.6)
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Ìàòðèöû X12 ðàçìåðà n × k è X22 = XT
22 > 0 ðàçìåðà k × k, óäîâëåòâîðÿþùèå ýòîìó

ðàâåíñòâó, ïîñòðîèì ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òàê êàê

X11 − Y −1
11 = −(I −X11Y11)Y

−1
11

è ðàíã ìàòðèöû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ (A.4) ðàâåí r,
òî

rank (X11 − Y −1
11 ) = r .

Ïðèìåíÿÿ ëåììó A.6 è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàòðèöà X11 − Y −1
11 ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåîòðèöà-

òåëüíî îïðåäåëåííàÿ, ïîëó÷èì

X11 − Y −1
11 = (U1U2)

 Σ 0

0 0

 UT
1

UT
2

 ,

ãäå U1 ∈ Rn×r, U2 ∈ Rn×(n−r), Σ = diag (λ1, · · · , λr) > 0. Ïðåäñòàâèì ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî
ðàâåíñòâà ýêâèâàëåíòíî â âèäå

S

 Σ 0r×(k−r)

0(k−r)×r Ik−r

ST , S = (U1U2)

 Ir 0r×(k−r)

0(n−r)×r 0(n−r)×(k−r)

 ,

èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå (A.6) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, åñëè, íàïðèìåð, âûáðàòü
X12 = S , X22 = diag (λ−1

1 , · · · , λ−1
r , 1, · · · , 1) .

Òàêèì îáðàçîì, ñîãëàñíî ëåììå A.1 âòîðîå èç óñëîâèé (A.3) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ äàííîé
Y11 è íåêîòîðûõ Y12, Y22. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ (A.3) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà,
÷òî X22 > 0 è

X11 −X12X
−1
22 XT

12 = Y −1
11 > 0 ,

à, ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå A.2 èìååì X > 0.
Ëåììà A.8 Ïóñòü äàíû äâå ìàòðèöû Q = QT ∈ Rn×n è A ∈ Rn×m, ïðè÷åì rank A <
n. Òîãäà ñëåäóþùèå äâà óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:
C1:

xT Qx < 0 , ∀x ∈ {x|AT x = 0} ;

C2:
∃µ > 0 Q− µAAT < 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. (C1 −→ C2) Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóììó
Rn = N (AT )⊕R(A) ,

ãäå N (AT ) � ÿäðî ìàòðèöû AT è R(A) � îáðàç ìàòðèöû A, è âûáåðåì ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé áàçèñ. Ïî óñëîâèþ â ýòîì áàçèñå ìàòðèöû Q è AAT ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â
ñëåäóþùåì áëî÷íîì âèäå:

Q =

 Q11 Q12

QT
12 Q22

 , Q11 < 0 , AAT =

 0 0

0 DDT

 , DDT > 0 .
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Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x = col (x1, x2) èìååì

xT (Q− µAAT )x = (xT
1 xT

2 )

 Q11 Q12

Q12 Q22 − µDDT

 x1

x2

 =

= xT
1 Q11x1 + 2xT

1 Q12x2 + xT
2 (Q22 − µDDT )x2 =

= (x1 + Q−1
11 Q12x2)

T Q11(x1 + Q−1
11 Q12x2)+

+xT
2 (Q22 −QT

12Q
−1
11 Q12 − µDDT )x2 < 0 ,

åñëè µ âûáðàòü òàê, ÷òîáû Q22 − QT
12Q

−1
11 Q12 − µDDT < 0, ò.å. µ > λmax[D

−1(Q22 −
QT

12Q
−1
11 Q12)D

−T ].
(C2 −→ C1) Î÷åâèäíî, ò.ê. xT (Q − µAAT )x = xT Qx < 0 äëÿ âñåõ x, äëÿ êîòîðûõ

AT x = 0.



Ïðèëîæåíèå B

Ëèíåéíûå ìàòðè÷íûå óðàâíåíèÿ

Ëåììà B.1 Åñëè ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
AX = C , (B.1)

â êîòîðîì A è C � ìàòðèöû ïîðÿäêîâ (m × n) è (m × q), ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíîé ìàòðèöû X ïîðÿäêà (n× q), òî ñðåäè åãî ðåøåíèé ñóùåñòâóåò ðåøåíèå
X0 ìèíèìàëüíîãî ðàíãà, äëÿ êîòîðîãî rank X0 = rank C = rC, è ýòî ðåøåíèå ïðåäñòà-
âèìî â âèäå

X0 = V C ,

ãäå V � íåêîòîðàÿ ìàòðèöà ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ êîíêðåòíîñòè ïåðâûå rC ñòîëáöîâ ìàòðèöû C ëèíåéíî
íåçàâèñèìû, à îñòàëüíûå ñòîëáöû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ïåðâûõ. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà C ïðåäñòàâèìà â âèäå

C = (C1 C2) , C2 = C1D

äëÿ íåêîòîðîé ìàòðèöû D. Ïóñòü X = (X1 X2), X1 ∈ Rn×rC � ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (B.1). Çàìåòèì, ÷òî ñòîëáöû áëîêà X1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òàê êàê AX1 =
C1 è ñòîëáöû ìàòðèöû C1 ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îïðåäåëèì X̄2 = X1D. Òîãäà AX̄2 = C2

è â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ðàíãà ìîæåò áûòü âçÿòà ìàòðèöà X0 = (X1 X̄2).
Èç ðàâåíñòâà AX0 = C ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèöû C ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîì-

áèíàöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû X0. Òàê êàê rank C = rank X0 = rC , òî è, îáðàòíî, ñòðîêè
ìàòðèöû X0 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ñòðîê ìàòðèöû C, ò.å. X0 = V C äëÿ
íåêîòîðîé ìàòðèöû V .

Ëåììà B.2 Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå
AXB = C (B.2)

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ìàòðèöû X òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàò-
ðè÷íûå óðàâíåíèÿ

AY = C , ZB = C (B.3)
ðàçðåøèìû îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö Y è Z ñîîòâåòñòâåííî.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè óðàâíåíèå (B.2) èìååò ðåøåíèå X, òî, î÷åâèäíî, ÷òî Y =
XB è Z = AX óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì (B.3). Îáðàòíî, ïóñòü ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ
Y, Z óðàâíåíèé (B.3). Òîãäà ïåðâîå èç ýòèõ óðàâíåíèé èìååò ðåøåíèå Y0 ìèíèìàëüíîãî
ðàíãà rC , êîòîðîå ñîãëàñíî ëåììå B.1 ïðåäñòàâèìî â âèäå Y0 = V C. Ñëåäîâàòåëüíî,

C = AY0 = AV C = AV ZB

è ìàòðèöà X = V Z áóäåò ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (B.2).



Ïðèëîæåíèå C

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ è

ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû

Ïóñòü èìååòñÿ ëèíåéíîå óðàâíåíèå
Ax = b , (C.1)

â êîòîðîì A � (m×n)-ìàòðèöà è b ∈ Rm � çàäàíû, à x ∈ Rn � íåèçâåñòíûå ïåðåìåííûå.
Åñëè m = n = rank A, òî N (A) = N (AT ) = {0} è óðàâíåíèå (C.1) èìååò åäèíñòâåí-

íîå ðåøåíèå x = A−1b.
Åñëè A � íå êâàäðàòíàÿ èëè íå ïîëíîãî ðàíãà, òî èëè N (A), èëè N (AT ), èëè îáà

ýòè ìíîæåñòâà áóäóò íåòðèâèàëüíû. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå âàðèàíòû.
Ïóñòü m > n è rank A = n, ò.å. ñòîëáöû ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Åñëè b ∈

R(A), òîãäà óðàâíåíèå (C.1) èìååò ðåøåíèå. Âûðàçèòü åãî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:
óìíîæèì (C.1) ñëåâà íà AT è, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìàòðèöà AT A
îáðàòèìà, íàéäåì ðåøåíèå

x = (AT A)−1AT b . (C.2)
Åñëè b 6∈ R(A), òîãäà óðàâíåíèå (C.1) íå èìååò ðåøåíèé. Â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ
"ðåøåíèå"â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, ìèíèìèçèðóþùåå êâàäðàò íîðìû
îòêëîíåíèÿ ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (C.1) îò ïðàâîé, ò.å.

x̂ = arg min ‖Ax− b‖2 .

Äëÿ åãî ïîëó÷åíèÿ ïðåäñòàâèì b = bR(A) + bN (AT ), ãäå bR(A) ∈ R(A) è bN (AT ) ∈ N (AT ).
Òàê êàê bN (AT )⊥R(A), òî

‖Ax− bR(A) − bN (AT )‖2 = ‖Ax− bR(A)‖2 + ‖bN (AT )‖2 .

Ýòî çíà÷èò, ÷òî
min ‖Ax− b‖2 = ‖bN (AT )‖2 ,

è ýòî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäàAx = bR(A), ò.å. ïðè x = (AT A)−1AT bR(A).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî (AT A)−1AT bR(A) = (AT A)−1AT b, íàéäåì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå â
ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ èìååò âèä

x̂ = (AT A)−1AT b ,

ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé (C.2).
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Ïóñòü òåïåðü m < n è rank A = m, ò.å. ñòðîêè ìàòðèöû A ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Â
ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå (C.1) áóäåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé, òàê êàê, åñëè
x̄ � ðåøåíèå, òî x̄ + xN (A) � òîæå ðåøåíèå äëÿ ëþáîãî x ∈ N (A). Ñðåäè âñåõ ðåøåíèé
âûäåëèì îïòèìàëüíîå â ñìûñëå ìèíèìóìà íîðìû, ò.å.

x̆ = arg min
{Ax=b}

‖x‖ .

Åñëè ðàçëîæèòü ïðîñòðàíñòâî Rn â ïðÿìóþ ñóììó
Rn = R(AT )⊕N (A) ,

òî ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå ðåøåíèå áóäåò èìåòü íóëåâóþ ïðîåêöèþ íà ïîäïðîñòðàíñòâî
N (A). Ïðåäñòàâèì â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàçëîæåíèåì x = xR(AT ) + xN (A) è ðåøèì
óðàâíåíèå AxR(AT ) = b. Â ñèëó òîãî, ÷òî xR(AT ) ∈ R(AT ), ñóùåñòâóåò ξ ∈ Rm òàêîé, ÷òî
xR(AT ) = AT ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, òðåáóåòñÿ ðåøèòü óðàâíåíèå AAT ξ = b îòíîñèòåëüíî ξ.
Òàê êàê ïî óñëîâèþ ìàòðèöà AAT îáðàòèìà, åãî ðåøåíèå èìååò âèä ξ = (AAT )−1b è,
çíà÷èò, xR(AT ) = AT (AAT )−1b. Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (C.1) ñ ìèíèìàëüíîé
íîðìîé ðàâíî

x = AT (AAT )−1b . (C.3)
Ðàññìîòðèì, íàêîíåö, îáùèé ñëó÷àé, êîãäà rankA = r < min(m, n). Áóäåì èñêàòü

ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå ðåøåíèå â ñìûñëå ìåòîäà íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ. Âîñïîëüçóåìñÿ
ëåììîé A.6 è ïðåäñòàâèì ìàòðèöó A â âèäå

A = (U1 U2)

 Σ 0

0 0

 V T
1

V T
2

 = U1ΣV T
1 , (C.4)

ãäå
Σ = diag (σ1, · · · , σr) , σ1 ≥ · · · ≥ σr > 0 ,

R(A) = span (U1) , N (AT ) = span (U2) ,

R(AT ) = span (V1) , N (A) = span (V2) , UT
1

UT
2

 (U1 U2) = I ,

 V T
1

V T
2

 (V1 V2) = I .

(C.5)

Ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâà Rn è Rm â ïðÿìûå ñóììû
Rn = R(AT )⊕N (A) , Rm = R(A)⊕N (AT )

è ïðåäñòàâèì
x = xR(AT ) + xN (A) , b = bR(A) + bN (AT ) .

Òàê êàê
‖Ax− b‖2 = ‖Ax− bR(A)‖2 + ‖bN (AT )‖2 =

= ‖AxN (A) + AxR(AT ) − bR(A)‖2 + ‖bN (AT )‖2 =

= ‖AxR(AT ) − bR(A)‖2 + ‖bN (AT )‖2 ,

òî îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ
Ax = bR(A) , (C.6)
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à ìèíèìàëüíîå ïî íîðìå èç ýòèõ ðåøåíèé x̃ ïðèíàäëåæèò R(AT ).
Èç (C.5) ñëåäóåò, ÷òî bR(A) = U1η1, ãäå η1 ∈ Rr, è bN (AT ) = U2η2, ãäå η2 ∈ Rm−r. Òàê

êàê b = U1η1 + U2η2, òî ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî UT
1 U1 = I è UT

1 U2 = 0, íàéäåì η1 = UT
1 b

è òîãäà bR(A) = U1U
T
1 b. Ïðåäñòàâëÿÿ òåïåðü x̃ ∈ R(AT ) â âèäå x̃ = V1ξ, ãäå ξ ∈ Rr,

çàïèøåì (C.6) êàê
AV1ξ = U1U

T
1 b .

Çàìåíÿÿ A = U1ΣV T
1 è óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ñëåâà íà UT

1 , âû÷èñëèì ξ =
Σ−1UT

1 b è íàéäåì îïòèìàëüíîå ðåøåíèå ïî ìåòîäó íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìèíèìàëüíîé
íîðìû â âèäå

x̃ = V1Σ
−1UT

1 b . (C.7)
Ìàòðèöà

A+ = V1Σ
−1UT

1 (C.8)
ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîîáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A c ðàçëîæåíèåì (C.4). Ïî îïðåäåëåíèþ ïñåâ-
äîîáðàòíîé äëÿ ìàòðèöû A íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà A+, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëå-
äóþùèì óñëîâèÿì:

AA+A = A , A+AA+ = A+ , (AA+)T = AA+ , (A+A)T = A+A .

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþùåå:
m = n = rank A −→ A+ = A−1 ;

m > n, rank A = n −→ A+ = (AT A)−1AT ;

m < n, rank A = m −→ A+ = AT (AAT )−1 .

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ðàññìîòðåííûõ âûøå ñëó÷àÿõ òàê íàçûâàåìûå ïñåâäîðåøåíèÿ
óðàâíåíèÿ (C.1), èìåþùèå ìèíèìàëüíîþ íîðìó ñðåäè âñåõ âåêòîðîâ, ìèíèìèçèðóþùèõ
íîðìó îòêëîíåíèÿ ìåæäó ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè ýòîãî óðàâíåíèÿ, çàäàþòñÿ ôîðìóëîé

x = A+b .
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Ïðèëîæåíèå D

Ñòðóêòóðíûå ñèñòåìíûå ñâîéñòâà

Ñèñòåìà
ẋ = Ax + Bu , x ∈ Rnx , u ∈ Rnu (D.1)

èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïàðà (A, B) óïðàâëÿåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. ãðàììèàí óïðàâëÿåìîñòè
t∫

0

eAτBBT eAT τ dτ

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî t > 0;
2.

rank (B AB . . . Anx−1B) = nx;

3.
rank (sI − A B) = nx , ∀ s ∈ C;

4. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè ìíîæåñòâà
nx êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû çàìêíóòîé
ñèñòåìû A + BΘ ñîâïàäåò ñ óêàçàííûì ìíîæåñòâîì;

5. äëÿ ëþáîãî ëåâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A, ò.å. íåíóëåâîãî âåêòîðà e ∈
Cnx , óäîâëåòâîðÿþùåãî e∗A = λe∗ ïðè íåêîòîðîì λ ∈ C, âûïîëíåíî e∗B 6= 0.

Ñèñòåìà (D.1) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïàðà (A, B) ñòàáèëèçèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1.
rank (sI − A B) = nx , Re s ≥ 0;

2. ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû A+BΘ ãóðâèöåâà;
3. âñå íåóïðàâëÿåìûå ìîäû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, ò.å. èç ñîâìåñòíîãî âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé e∗A = λe∗ è e∗B = 0 ñëåäóåò, ÷òî Reλ < 0.
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Ñèñòåìà
ẋ = Ax ,
y = Cx , x ∈ Rnx , y ∈ Rny

(D.2)
èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïàðà (A, C) íàáëþäàåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî îäíî
èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1. ãðàììèàí íàáëþäàåìîñòè
t∫

0

eAT τCT CeAτ dτ

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé äëÿ ëþáîãî t > 0;
2.

rank (CT AT CT . . . (AT )nx−1CT ) = nx;

3.
rank (sI − AT CT ) = nx , ∀ s ∈ C;

4. äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñèììåòðè÷íîãî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèòåëüíîé îñè ìíîæåñòâà
nx êîìïëåêñíûõ ÷èñåë íàéäåòñÿ ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû A + ΘC
ñîâïàäåò ñ óêàçàííûì ìíîæåñòâîì;

5. äëÿ ëþáîãî ïðàâîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A, ò.å. íåíóëåâîãî âåêòîðà e ∈
Cnx , óäîâëåòâîðÿþùåãî Ae = λe ïðè íåêîòîðîì λ ∈ C, âûïîëíåíî Ce 6= 0.

Ñèñòåìà (D.2) èëè, ýêâèâàëåíòíî, ïàðà (A, C) äåòåêòèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíî îäíî èç ñëåäóþùèõ ýêâèâàëåíòíûõ óñëîâèé:

1.
rank (sI − AT CT ) = nx , Re s ≥ 0;

2. ñóùåñòâóåò ìàòðèöà Θ òàêàÿ, ÷òî ìàòðèöà çàìêíóòîé ñèñòåìû A+ΘC ãóðâèöåâà;
3. âñå íåíàáëþäàåìûå ìîäû ÿâëÿþòñÿ óñòîé÷èâûìè, ò.å. èç ñîâìåñòíîãî âûïîëíåíèÿ

óñëîâèé Ae = λe è Ce = 0 ñëåäóåò, ÷òî Reλ < 0.



Ïðèëîæåíèå E

Ðàñøèðåííàÿ ëåììà Ëÿïóíîâà

Ëåììà E.1 Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà
AT X + XA + CT C = 0 . (E.1)

Òîãäà
(i) åñëè A ãóðâèöåâà, òî óðàâíåíèå (E.1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ñèììåò-

ðè÷åñêóþ è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó X = XT ≥ 0;
(ii) åñëè â äîïîëíåíèå ê ïóíêòó (i) ïàðà (A, C) íàáëþäàåìà, òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ â

äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì X = XT > 0;
(iii) åñëè ïàðà (A, C) äåòåêòèðóåìà è óðàâíåíèå (E.1) èìååò ñèììåòðè÷åñêîå è íåîò-

ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå, òî ìàòðèöà A ãóðâèöåâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû (i) è (ii). Åñëè A ãóðâèöåâà, òî ìàòðèöà

X =

∞∫
0

eAT tCT CeAt dt (E.2)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Íåïîñðåäñòâåííàÿ åå ïîäñòàíîâêà â (E.1) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå
(E.1) èìååò åùå äðóãîå ðåøåíèå X̄, òî

AT (X − X̄) + (X − X̄)A = 0 .

Òàê êàê A ãóðâèöåâà, òî ñîãëàñíî [22] îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X̄ = X.
Åñëè ïàðà (A, C) íàáëþäàåìà, òî ìàòðèöà (E.2) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ Xx0 = 0,
òîãäà

xT
0 Xx0 =

∞∫
0

xT
0 eAT tCT CeAtx0 dt =

∞∫
0

yT y dt ,

ãäå y � âûõîä ñèñòåìû
ẋ = Ax ,
y = Cx
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(0) = x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî y(t) ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàáëþ-
äàåìîñòè ýòîé ñèñòåìû.

Ïóíêò (iii). Ïóñòü X0 = XT
0 ≥ 0 � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (E.1). Äîïóñòèì

îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâàÿ, ò.å. Ax0 = λx0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0 è
Reλ ≥ 0. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

0 = x∗0A
T X0x0 + x∗0X0Ax0 + x∗0C

T Cx0 = 2(Reλ)x∗0X0x0 + x∗0C
T Cx0 .

Òàê êàê ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü, òîëüêî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå íóëåâîå, òî îòñþäà ñëåäóåò Cx0 = 0. Íî ýòîò ôàêò ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî Ax0 = λx0, x0 6= 0 è Reλ ≥ 0, ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î äåòåêòèðóåìî-
ñòè ïàðû (A, C).
Ëåììà E.2 Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå Ëÿïóíîâà

AT XA−X + CT C = 0 . (E.3)
Òîãäà
(i) åñëè A èìååò âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé

ïëîñêîñòè, òî óðàâíåíèå (E.3) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå � ñèììåòðè÷åñêóþ
è íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó X = XT ≥ 0;

(ii) åñëè â äîïîëíåíèå ê ïóíêòó (i) ïàðà (A, C) íàáëþäàåìà, òî ðåøåíèå ÿâëÿåòñÿ â
äåéñòâèòåëüíîñòè ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûì X = XT > 0;

(iii) åñëè ïàðà (A, C) äåòåêòèðóåìà è óðàâíåíèå (E.3) èìååò ñèììåòðè÷åñêîå è íåîò-
ðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîå ðåøåíèå, òî ìàòðèöà A èìååò âñå ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêòû (i) è (ii). Åñëè âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A
ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîãî êðóãà, òî ìàòðèöà

X =
∞∑

t=0

(At)T CT CAt (E.4)

ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííîé. Íåïîñðåäñòâåííàÿ åå ïîäñòàíîâêà â (E.3) ïî-
êàçûâàåò, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó óðàâíåíèþ. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî óðàâíåíèå
(E.3) èìååò åùå äðóãîå ðåøåíèå X̄, òî

AT (X − X̄)A− (X − X̄) = 0 ,

è â ñèëó óñòîé÷èâîñòè A îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî X̄ = X.
Åñëè ïàðà (A, C) íàáëþäàåìà, òî ìàòðèöà (E.4) áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0 âûïîëíÿåòñÿ Xx0 = 0,
òîãäà

xT
0 Xx0 =

∞∑
t=0

xT
0 (At)T CT CAtx0 =

∞∑
t=0

yT
t yt ,

ãäå yt � âûõîä ñèñòåìû
xt+1 = Axt ,

yt = Cxt
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ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì x0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî yt ≡ 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íàáëþäàåìîñòè
ýòîé ñèñòåìû.

Ïóíêò (iii). Ïóñòü X0 = XT
0 ≥ 0 � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (E.3). Äîïóñòèì

îò ïðîòèâíîãî, ÷òî ìàòðèöà A íåóñòîé÷èâàÿ, ò.å. Ax0 = λx0 äëÿ íåêîòîðîãî x0 6= 0 è
|λ| ≥ 1. Òîãäà èç óðàâíåíèÿ ñëåäóåò

0 = x∗0A
T X0Ax0 − x∗0X0x0 + x∗0C

T Cx0 = (|λ|2 − 1)x∗0X0x0 + x∗0C
T Cx0 .

Òàê êàê ñóììà íåîòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ ìîæåò îáðàùàòüñÿ â íîëü, òîëüêî ïðè óñëî-
âèè, ÷òî êàæäîå ñëàãàåìîå íóëåâîå, òî îòñþäà ñëåäóåò Cx0 = 0. Íî ýòîò ôàêò ñ ó÷åòîì
òîãî, ÷òî Ax0 = λx0, x0 6= 0 è |λ| ≥ 1, ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ î äåòåêòèðóåìîñòè
ïàðû (A, C).
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Ïðèëîæåíèå F

Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå

Êðîíåêåðîâûì (ïðÿìûì èëè òåíçîðíûì) ïðîèçâåäåíèåì (m× n)-ìàòðèöû A íà (p× q)-
ìàòðèöó B íàçûâàåòñÿ (mp× nq)-ìàòðèöà

A⊗B =



a11B a12B · · · a1nB

a21B a22B · · · a2nB

· · · · · · · · · · · ·

am1B am2B · · · amnB

 .

Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ êðîíåêåðîâà ïðîèçâåäåíèÿ:
(i) åñëè ïðîèçâåäåíèÿ AC è BD ñóùåñòâóþò, òî

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD ;

(ii) (A⊗B)T = AT ⊗BT ;
(iii) åñëè A è B � êîìïëåêñíûå ìàòðèöû, òî

A⊗B = Ā⊗ B̄ , (A⊗B)∗ = A∗ ⊗B∗ ;

(iv) åñëè A è B � íåâûðîæäåííûå ìàòðèöû, òî ìàòðèöà A⊗B òàêæå íåâûðîæäåííàÿ
è

(A⊗B)−1 = A−1 ⊗B−1 .
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Ïðèëîæåíèå G

S-ïðîöåäóðà

Â òåîðèè óïðàâëåíèÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðèåì, íàçâàííûé â [1] S-ïðîöåäóðîé. Ðàñ-
ñìîòðèì íåðàâåíñòâî

F (x) < 0 , x 6= 0 (G.1)
äëÿ âñåõ x ∈ Rnx , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

Gi(x) ≤ 0 , i = 1, . . . ,m , (G.2)
ãäå F (x) è âñå Gi(x) � êâàäðàòè÷íûå ôîðìû. Ñîñòàâèì êâàäðàòè÷íóþ ôîðìó

S(x) = F (x)− τ1G1(x)− . . .− τmGm(x)

è ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâî
S(x) < 0 , x 6= 0 (G.3)

ïðè íåêîòîðûõ τi ≥ 0. Çàìåíà íåðàâåíñòâ (G.1) è (G.2) íåðàâåíñòâîì (G.3) íàçûâàåòñÿ
S-ïðîöåäóðîé.

Î÷åâèäíî, ÷òî èç (G.3) ñëåäóåò âûïîëíåíèå (G.1) ïðè óñëîâèè (G.2). Åñëè m = 1,
òî ïðè óñëîâèè, ÷òî cóùåñòâóåò x0, äëÿ êîòîðîãî G1(x0) < 0, âåðíî è îáðàòíîå, ò.å.
âûïîëíåíèå (G.1) ïðè óñëîâèè (G.2) âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå τ1 > 0, ïðè êîòîðîì

F (x)− τ1G1(x) < 0 , x 6= 0 .

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî S-ïðîöåäóðà íåóùåðáíà äëÿ îäíîãî îãðàíè÷åíèÿ [41]. Çà-
ìåòèì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïîëîæèòü τ1 = 1 (â ñàìîì äåëå, äîñòà-
òî÷íî óìíîæèòü ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî íà τ−1

1 è ó÷åñòü, ÷òî íåðàâåíñòâà F (x) < 0 è
τ−1
1 F (x) < 0 ýêâèâàëåíòíû).
Ïðè m ≥ 2 â îáùåì ñëó÷àå S-ïðîöåäóðà óùåðáíà, ò.å. èç âûïîëíåíèÿ (G.1) ïðè

óñëîâèè (G.2) íå ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïàðàìåòðû τi ≥ 0, i = 1, . . . ,m, ÷òî
ñïðàâåäëèâî (G.3).
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Ïðèëîæåíèå H

×àñòîòíàÿ òåîðåìà

×àñòîòíàÿ òåîðåìà [42] ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü ýêâèâàëåíòíîñòü ìåæäó ìàòðè÷íûì íåðà-
âåíñòâîì ñïåöèàëüíîãî âèäà, ÷àñòî âñòðå÷àþùèìñÿ â òåîðèè óïðàâëåíèÿ, è ÷àñòîòíûì
óñëîâèåì, âûðàæåííûì â òåðìèíàõ ïåðåäàòî÷íîé ìàòðèöû íåïðåðûâíîãî èëè äèñêðåò-
íîãî îáúåêòà.
Ëåììà H.1 Ïóñòü ïàðà (A, B) ñòàáèëèçèðóåìà. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ìàòðèöû X, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

2Rex∗X(Ax + Bv)− L(x, v) < 0 , ∀x, v, |x|+ |v| 6= 0 (H.1)
c çàäàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé L(x, v) ïåðåìåííûõ x, v, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ âñåõ v 6= 0 âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óñëîâèå

L[(j ωI − A)−1Bv, v] > 0 , ∀ω ∈ (−∞,∞) . (H.2)
Åñëè

L(x, v) = (xT , vT ) L

 x

v

 , L =

 L11 L12

LT
12 L22

 ,

òî íåðàâåíñòâî (H.1) ïðèìåò âèä ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà AT X + XA− L11 XB − L12

BT X − LT
12 −L22

 < 0 , (H.3)

à ÷àñòîòíîå óñëîâèå (H.2) çàïèøåòñÿ â âèäå (−j ωI − A)−1B

I

T  L11 L12

LT
12 L22

 (j ωI − A)−1B

I

 > 0 . (H.4)

Ëåììà H.2 Ïóñòü ïàðà (A, B) ñòàáèëèçèðóåìà. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñèììåòðè÷å-
ñêîé ìàòðèöû X, óäîâëåòâîðÿþùåé ñîîòíîøåíèþ

(Ax + Bv)∗X(Ax + Bv)− xT Xx− L(x, v) < 0 , ∀x, v, |x|+ |v| 6= 0 (H.5)
c çàäàííîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé L(x, v) ïåðåìåííûõ x, v, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ âñåõ v 6= 0 âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå ÷àñòîòíîå óñëîâèå

L[(ej ϕI − A)−1Bv, v] > 0 , ∀ϕ ∈ [0, 2π) . (H.6)
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Åñëè
L(x, v) = (xT , vT ) L

 x

v

 , L =

 L11 L12

LT
12 L22

 ,

òî íåðàâåíñòâî (H.5) ïðèìåò âèä ëèíåéíîãî ìàòðè÷íîãî íåðàâåíñòâà AT XA−X − L11 AT XB − L12

BT XA− LT
12 BT XB − L22

 < 0 , (H.7)

à ÷àñòîòíîå óñëîâèå (H.6) çàïèøåòñÿ â âèäå
 (e−j ϕI − A)−1B

I

T  L11 L12

LT
12 L22

 (ej ϕI − A)−1B

I

 > 0 . (H.8)
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