
Òåìà 2

Cèììåòðè÷íîå ïðîñòîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ïóñòü X1, X2, . . . � ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âå-
ëè÷èí. Ïîëîæèì

S0 = 0, Sn =
n∑

i=1

Xi, n ∈ N.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sn, n ∈ N0} íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì. ×èñ-
ëîâûå õàðàêòåðèñòèêè EX1, DX1 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî ñíîñîì è øà-
ãîâîé äèñïåðñèåé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Âåëè÷èíó Sn ìîæíî òðàêòîâàòü
êàê ïîëîæåíèå áëóæäàþùåé íà ÷èñëîâîé îñè ÷àñòèöû â ìîìåíò âðåìåíè n.

Ñëó÷àéíûå áëóæäàíèÿ ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç âàæíûõ îáúåêòîâ èññëåäîâà-
íèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Òàê, îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé ïîñâÿùåíû ñëó÷àéíîìó áëóæäàíèþ ñ íóëåâûì ñíîñîì è êî-
íå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé øàãîâîé äèñïåðñèåé σ2:

1) óñèëåííûé çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë:

Sn

n
→ 0 ï.í.;

2) öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà: ïðè âñåõ x ∈ R

lim
n→∞

P
(

Sn

σ
√

n
≤ x

)
= Φ(x) ,

ãäå Φ (x) � ôóíêöèÿ Ëàïëàñà, ò.å.

Φ (x) =

x∫
−∞

1√
2π

exp
(
−u2

2

)
du, x ∈ R.

Ìîäåëü ñëó÷àéíûõ áëóæäàíèé âîçíèêàåò â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îá-
ëàñòÿõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, òàêèõ êàê òåîðèÿ ìàññîâîãî îáñëóæèâàíèÿ,
òåîðèÿ ñòðàõîâàíèÿ, ôèíàíñîâàÿ ìàòåìàòèêà. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ çíàòü
âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà íå òîëüêî âåëè÷èíû Sn, íî è ôóíêöèîíàëîâ, çà-
âèñÿùèõ îò âñåé òðàåêòîðèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ äî ìîìåíòà n, ò.å. îò
S0, S1, . . . , Sn (ïðèìåðîì òàêîãî ôóíêöèîíàëà ÿâëÿåòñÿ max0≤i≤n Si). Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, òðåáóåòñÿ ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå êàê îáúåêò
òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Â ýòîé ëåêöèè âíèìàíèå áóäåò óäåëåíî ÷àñòíîìó ñëó÷àþ ñëó÷àéíûõ
áëóæäàíèé, êîãäà øàã ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷å-
íèÿ 1 è (−1) ñ îäèíàêîâûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Òàêîå áëóæäàíèå íàçûâàåòñÿ
ñèììåòðè÷íûì ïðîñòûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì.

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó Sn ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîëîæåíèå â ìî-
ìåíò âðåìåíè n ÷àñòèöû, áëóæäàþùåé ïî öåëî÷èñëåííûì òî÷êàì ÷èñëîâîé
îñè. ×àñòèöà ñîâåðøàåò ñêà÷îê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè k ∈ N, ïðè÷åì
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îíà ñîâåðøàåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2 ñêà÷îê â ñîñåäíþþ òî÷êó ñïðàâà è ñ òàêîé
æå âåðîÿòíîñòüþ � â ñîñåäíþþ òî÷êó ñëåâà. Â ìîìåíò âðåìåíè 0 ÷àñòèöà
íàõîäèòñÿ â òî÷êå 0.

Ïðè èçîáðàæåíèè ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ óäîáíî ñîåäèíÿòü âñå ñîñåäíèå
òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (n, Sn) è (n + 1, Sn+1), n ∈ N0, îòðåçêàìè ïðÿìûõ
(ñì. ðèñ. 1). Ïîëó÷åííóþ ëîìàíóþ íàçûâàþò ïóòåì áëóæäàþùåé ÷àñòè-
öû. Îáîçíà÷èì S (t), t ≥ 0, ôóíêöèþ, ãðàôèê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ ïóòåì.
Î÷åâèäíî, S (n) = Sn ïðè n ∈ N0.

Ðèñ. 1: Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

×èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé, êîòîðûå ïðîõîäèò áëóæäàþùàÿ ÷àñòèöà çà âðå-
ìÿ n, ðàâíî 2n, è âñå îíè, î÷åâèäíî, ðàâíîâîçìîæíû. Ïîýòîìó ðàñ÷åò ëþáûõ
âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {Sn}, ñâîäèòñÿ
ê ïîäñ÷åòó ÷èñëà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïóòåé.

Ïîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî åñëè ÷åòíîñòè x ∈ Z è n, ñîâïàäàþò, òî

pn,x := P (Sn = x) =
C

(n+x)/2
n

2n
. (1)

Äåéñòâèòåëüíî, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå {Sn = x}, íàïðèìåð ïðè x > 0, îçíà÷àåò,
÷òî ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ â ñóììå

∑n
i=1 Xi íà x åäèíèö áîëü-

øå ÷èñëà îòðèöàòåëüíûõ ñëàãàåìûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ïîëîæèòåëüíûõ
ñëàãàåìûõ ðàâíî (n + x) /2, à ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðàñïîëîæåíèé ýòèõ ñëàãà-
åìûõ â óêàçàííîé ñóììå (à çíà÷èò, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïóòåé áëóæäàíèÿ)

ðàâíî C
(n+x)/2
n , îòêóäà è ñëåäóåò ôîðìóëà (1).

Èíîãäà âìåñòî ñèìâîëà âåðîÿòíîñòè P áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë P(y),
óêàçûâàþùèé íà òî, ÷òî áëóæäàíèå íà÷èíàåòñÿ íå â òî÷êå 0, à â òî÷êå y ∈ Z,
ò.å. S0 = y, Sn = y +

∑n
i=1 Xi, n ∈ N. Èç ôîðìóëû (1) ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî ïðè

x, y ∈ Z

P(y) (Sn = x) = P (Sn = x− y) =
C

(n+x−y)/2
n

2n
.

Ââåäåì ìèíèìóì è ìàêñèìóì ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ:

Ln = min
0≤i≤n

Si, Mn = max
0≤i≤n

Si.

Ââåäåì òàêæå ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ x ∈ Z:

τx = min {n ∈ N : Sn = x} .
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Â ïåðâûõ òðåõ ëåììàõ íàõîäÿòñÿ ðàçëè÷íûå âåðîÿòíîñòè, ñâÿçàííûå ñ
áëóæäàíèåì ÷àñòèöû íà ïîëîæèòåëüíîé (îòðèöàòåëüíîé) ïîëóîñè.

Ëåììà 1 (ïðèíöèï îòðàæåíèÿ) . Ïðè x, y ∈ N ÷èñëî ïóòåé, âåäóùèõ èç
òî÷êè (0, y) â òî÷êó (n, x), êîòîðûå êàñàþòñÿ èëè ïåðåñåêàþò îñü 0t, ñîâ-
ïàäàåò ñ ÷èñëîì ïóòåé, âåäóùèõ èç òî÷êè (0,−y) â òî÷êó (n, x). Äðóãèìè
ñëîâàìè,

P(y) (Sn = x, Ln ≤ 0 ) = P(−y) (Sn = x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïóòü, âåäóùèé èç òî÷êè (0, y) â òî÷êó
(n, x) è êàñàþùèéñÿ èëè ïåðåñåêàþùèé îñü 0t. È ðàññìîòðèì ÷àñòü ýòîãî
ïóòè äî ìîìåíòà τ0 (ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ ñîñòîÿíèÿ 0). Îòðàçèì ýòó ÷àñòü
ïóòè ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè 0t (ñì. ðèñ. 2), òîãäà ìû ïîëó÷èì ïóòü,
âåäóùèé èç òî÷êè (0,−y) â òî÷êó (n, x).

Ðèñ. 2: Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ

Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëó÷åííîå ñîîòâåòñòâèå ïóòåé ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíî-
çíà÷íûì. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè x, y ∈ N

P(y) (Sn = x, Ln > 0 ) = P(y) (Sn = x)−P(−y) (Sn = x) .

Ëåììà 2. Ïðè x ∈ N

P (S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = x) =
1
2

(pn−1,x−1 − pn−1,x+1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

P (S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn−1 > 0, Sn = x) =

=
1
2
P(1) (S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn−2 > 0, Sn−1 = x) . (2)

Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1

P(1) (S1 > 0, S2 > 0, . . . , Sn−2 > 0, Sn−1 = x) =
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= P(1) (Sn−1 = x)−P(−1) (Sn−1 = x, ) =

= P (Sn−1 = x− 1)−P (Sn−1 = x + 1) = pn−1,x−1 − pn−1,x+1. (3)

Èç ñîîòíîøåíèé (2) è (3) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Âàæíîå çíà÷åíèå â äàëüíåéøåì èìååò âåðîÿòíîñòü

u2n = P ( S2n = 0) =
1

22n
Cn

2n.

Íàéäåì àñèìïòîòèêó ýòîé âåðîÿòíîñòè ïðè n → ∞. Âñïîìíèì ôîðìóëó
Ñòèðëèíãà:

n! ∼
√

2πnnne−n, n →∞.

Òîãäà

u2n =
1

22n

(2n)!
(n!)2

∼
√

4πn (2n)2n
e−2n

22n
(√

2πnnne−n
)2 .

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè n →∞

u2n ∼
1√
πn

. (4)

Ëåììà 3. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:

P (S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0) = u2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

P (S1 6= 0, S2 6= 0, . . . , S2n 6= 0) = 2P (S1 > 0, S2 > 0, . . . , S2n > 0) . (5)

Äàëåå, ïî ëåììå 2

P (S1 > 0, S2 > 0, . . . , S2n > 0) =

=
∞∑

r=1

P (S1 > 0, S2 > 0, . . . , S2n−1 > 0, S2n = 2r) =

=
1
2

∞∑
r=1

(p2n−1,2r−1 − p2n−1,2r+1) =
1
2
p2n−1,1. (6)

Ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

u2n = P ( S2n = 0) =
1
2
P ( S2n−1 = 1) +

1
2
P ( S2n−1 = −1) =

= P ( S2n−1 = 1) = p2n−1,1. (7)

Èç ñîîòíîøåíèé (5)-(7) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Íàøà îñíîâíàÿ çàäà÷à � óñòàíîâèòü ïðåäåëüíûå òåîðåìû äëÿ ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëîâ îò òðàåêòîðèé ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ. Ñíà÷àëà ìû óñòàíî-
âèì çàêîíû àðêñèíóñà.
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Ïîëîæèì
τ (n) = max {i : Si = 0, 0 ≤ i ≤ n} .

ßñíî, ÷òî τ (n) � ìîìåíò ïîñëåäíåãî (äî ìîìåíòà n) ïîïàäàíèÿ áëóæäàþùåé
÷àñòèöû â ñîñòîÿíèå 0.

Ëåììà 4. Ïðè k = 0, 1, . . . , n

P (τ (2n) = 2k) = u2ku2n−2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. ×èñëî ïóòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì S2k =
0, S2k+1 6= 0, . . . , S2n 6= 0, ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëà ïóòåé, âåäóùèõ èç
òî÷êè (0, 0) â òî÷êó (2k, 0), íà ÷èñëî ïóòåé, êîòîðûå âûõîäÿò èç òî÷êè (0, 0)
è â òå÷åíèå âñåãî âðåìåíè 2n − 2k íå êàñàþòñÿ è íå ïåðåñåêàþò îñè 0t.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïî îïðåäåëåíèþ u2k è ïî ëåììå 3 ïîëó÷àåì, ÷òî

P (S2k = 0, S2k+1 6= 0, . . . , S2n 6= 0) =

= 22kP (S2k = 0) 22n−2kP ( S1 6= 0, . . . , S2n−2k 6= 0) 2−2n = u2ku2n−2k.

Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1 (çàêîí àðêñèíóñà äëÿ ïîñëåäíåãî ïîïàäàíèÿ). Ïðè 0 < x1 <
x2 < 1

lim
n→∞

P
(

x1 <
τ (2n)

2n
< x2

)
=

2
π

arcsin
√

x|x2
x1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó ëåììû 4

P
(

x1 <
τ (2n)

2n
< x2

)
=

∑
x1<k/n<x2

P (τ (2n) = 2k) =
∑

x1<k/n<x2

u2ku2n−2k.

(8)
Èç ñîîòíîøåíèÿ (4) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 è âñåõ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ (â çàâèñèìîñòè îò ε) n

1− ε√
πk

≤ u2k ≤
1 + ε√

πk
,

1− ε√
π (n− k)

≤ u2n−2k ≤
1 + ε√

π (n− k)
,

åñëè x1 < k/n < x2. Ïîýòîìó∑
x1< k

n <x2

(1− ε)2

π
√

k (n− k)
≤

∑
x1< k

n <x2

u2ku2n−2k ≤
∑

x1< k
n <x2

(1 + ε)2

π
√

k (n− k)
.

Íî∑
x1<k/n<x2

1√
k (n− k)

=
∑

x1<k/n<x2

1√
(k/n) (1− (k/n))

1
n

n→∞→
x2∫

x1

dx√
x (1− x)

(ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî âòîðàÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíîé ñóì-
ìîé äëÿ ïîñëåäíåãî èíòåãðàëà). Ïåðåõîäÿ â (8) ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ è
ó÷èòûâàÿ, ÷òî

x2∫
x1

dx√
x (1− x)

= 2 arcsin
√

x|x2
x1

,
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ïîëó÷àåì, ÷òî

(1− ε)2
2
π

arcsin
√

x|x2
x1
≤ lim inf

n→∞

∑
x1< k

n <x2

u2ku2n−2k ≤

≤ lim sup
n→∞

∑
x1< k

n <x2

u2ku2n−2k ≤ (1 + ε)2
2
π

arcsin
√

x|x2
x1

.

Îòêóäà, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ε → 0, íàõîäèì, ÷òî

lim
n→∞

∑
x1< k

n <x2

u2ku2n−2k =
2
π

arcsin
√

x|x2
x1
. (9)

Èç ñîîòíîøåíèé (8) è (9) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Ïîëîæèì
µ (n) = λ ({t : S (t) > 0, 0 ≤ t ≤ n}) ,

ãäå λ (A) � ìåðà Ëåáåãà ìíîæåñòâà A ∈ B (R). ßñíî, ÷òî µ (n) ìîæíî òðàê-
òîâàòü, êàê âðåìÿ ïðîâåäåííîå áëóæäàþùåé ÷àñòèöåé íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè (äî ìîìåíòà n).

Ëåììà 5 . Ïðè k = 0, 1, . . . , n

P (µ (2n) = 2k) = u2ku2n−2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷àñòèöà â èíòåðâàëå âðåìåíè îò 0
äî 2n ïðîâåëà íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè 2k åäèíèö âðåìåíè. Åñëè τ0 = 2r
è ÷àñòèöà äî ýòîãî ìîìåíòà íàõîäèëàñü íà ïîëîæèòåëüíîé ïîëóîñè, òî â
îñòàâøååñÿ âðåìÿ 2 (n− r) îíà ïðîâåëà íà ýòîé ïîëóîñè 2 (k − r) åäèíèö
âðåìåíè; åñëè æå äî ìîìåíòà τ0 îíà íàõîäèëàñü íà îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñè,
òî â îñòàâøååñÿ âðåìÿ 2 (n− r) îíà ïðîâåëà íà ýòîé ïîëóîñè 2k åäèíèö
âðåìåíè. Ïîëîæèì ïðè r ∈ N

f2r = P (τ0 = 2r)

è ïðè k = 0, 1, . . . , n
b2k,2n = P (µ (2n) = 2k) .

Èç ñêàçàííîãî ñëåäóåò ïî ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ÷òî

P (µ (2n) = 2k) =
1
2

k∑
r=1

f2rb2k−2r,2n−2r +
1
2

n−k∑
r=1

f2rb2k,2n−2r. (10)

Âîñïîëüçóåìñÿ òåïåðü ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî n. Ïðè n =
1 óòâåðæäåíèå ëåììû, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðè m =
1, 2, . . . , n− 1

P (µ (2m) = 2k) = u2ku2m−2k. (11)

Òîãäà â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (10)

P (µ (2n) = 2k) =
1
2

k∑
r=1

f2ru2k−2ru2n−2k +
1
2

n−k∑
r=1

f2ru2ku2n−2r−2k =

6



=
1
2
u2n−2k

(
k∑

r=1

f2ru2k−2r

)
+

1
2
u2k

(
n−k∑
r=1

f2ru2n−2r−2k

)
.

Ñíîâà ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó ïîëíîé âåðîÿòíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

u2k =
k∑

r=1

f2ru2k−2r.

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ñîîòíîøåíèé ñëåäóåò, ÷òî

P (µ (2n) = 2k) =
1
2
u2ku2n−2k +

1
2
u2ku2n−2k = u2ku2n−2k.

Ýòî îçíà÷àåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (11) ïðè m = n. Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2 (çàêîí àðêñèíóñà äëÿ âðåìåíè ïðåáûâàíèÿ). Ïðè 0 < x1 <
x2 < 1

lim
n→∞

P
(

x1 <
µ (2n)

2n
< x2

)
=

2
π

arcsin
√

x|x2
x1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 5 è ïîâòîðèòü ðàñ-
ñóæäåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðè èãðå â âîëåéáîë äâóõ êîìàíä A è B îäíîãî óðîâíÿ
êàæäîå î÷êî âûèãðûâàåòñÿ êîìàíäîé A (èëè B) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2. Ïóñòü
Si, i ∈ {1, . . . , n}, îçíà÷àåò ðàçíîñòü ÷èñëà î÷êîâ, íàáðàííûõ êîìàíäîé A
è êîìàíäîé B â ðåçóëüòàòå i ðîçûãðûøåé. Íà ïåðâûé âçãëÿä êàæåòñÿ, ÷òî
âûèãðûøíàÿ ñèòóàöèÿ äëÿ êîìàíäû A (êîãäà Si > 0) äîëæíà äîâîëüíî
áûñòðî ñìåíÿòüñÿ âûèãðûøíîé ñèòóàöèåé äëÿ êîìàíäû B. Íà ñàìîì äåëå,
ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ êîìàíäà A (èëè B) áóäåò âûèãðûâàòü áîëüøóþ
÷àñòü èãðû. Ïîäòâåðæäåíèåì ýòîìó ñëóæàò òåîðåìû 1 è 2.

Óñòàíîâèì òåïåðü ïðåäåëüíóþ òåîðåìó äëÿ ìàêñèìóìà ñëó÷àéíîãî áëóæ-
äàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîòðåáóåòñÿ âñïîìîãàòåëüíîå óòâåðæäåíèå, äîêàçû-
âàþùååñÿ àíàëîãè÷íî ëåììå 1.

Ëåììà 6. Ïðè x ∈ N

P (Mn ≥ x) = 2P (Sn > x) + P (Sn = x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

P (Mn ≥ x) = P (Sn = x) + P (Sn > x, Mn ≥ x) + P (Sn < x, Mn ≥ x) .

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî ïóòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ {Sn > x, Mn ≥ x}
ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ïóòåé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ {Sn < x, Mn ≥ x}.
Äåéñòâèòåëüíî (ñì. ðèñ. 3), åñëè Mn ≥ x, òî τx ≤ n; ÷èñëî ïóòåé, âåäóùèõ
çà âðåìÿ n− τ èç òî÷êè x â òî÷êè, ëåæàùèå íå íèæå x, ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
ïóòåé, âåäóùèõ â òî÷êè, ëåæàùèå íå âûøå x. Ñëåäîâàòåëüíî,

P (Sn > x, Mn ≥ x) = P (Sn < x, Mn ≥ x)
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Ðèñ. 3: Ïðèíöèï îòðàæåíèÿ

è
P (Mn ≥ x) = 2P (Sn > x, Mn ≥ x) + P (Sn = x) .

Îòêóäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî {Sn > x, Mn ≥ x} = {Sn > x}, ïîëó÷àåì óòâåðæäå-
íèå ëåììû.

Òåîðåìà 3. Ïðè x > 0 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

lim
n→∞

P
(

Mn

σ
√

n
≤ x

)
= 2Φ (x)− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 6

P
(
Mn ≥

⌊
σ
√

nx
⌋)

= 2P
(
Sn >

⌊
σ
√

nx
⌋)

+ P
(
Sn =

⌊
σ
√

nx
⌋)

. (12)

Ïî öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìå

lim
n→∞

P
(
Sn ≤ σ

√
nx
)

= Φ(x) .

Ïîýòîìó èç (12) ñëåäóåò, ÷òî

lim
n→∞

P
(

Mn

σ
√

n
≥ x

)
= 2 (1− Φ (x)) ,

÷òî ðàâíîñèëüíî óòâåðæäåíèþ òåîðåìû.
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