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§ 1. Введение. Вспомогательные результаты

Основная цель настоящего издания, представленного
в форме лекций, состоит в изложении мартингаль-
ных методов в задачах, связанных с пересечением гра-
ниц броуновским движением и броуновским движени-
ем со сносом.

Пусть B = (Bt)t>0 – стандартное броуновское движение
(E Bt = 0, E B2

t = t), заданное на некотором фильтрованном веро-
ятностном пространстве. Рассмотрим моменты остановки вида

τg = inf{t > 0 : Bt > g(t)}, τg = inf{t > 0 : |Bt| > g(t)}, . . . ,

где g = g(t), t > 0, – некоторые границы.
Мы будем интересоваться описанием свойств распределений

как моментов τg, τg, . . . , так и других характеристик (типа supB,
sup |B|, . . . ) броуновского движения, броуновского движения со
сносом и броуновского моста.

Полезно отметить, что применяемые нами методы осно-
ваны, в сущности, лишь только на следующих четырех общих
результатах :

A. Теорема о преобразовании свободного выбора, называемая
также

– OS-теоремой (от англ. optional sampling theorem),
– теоремой об остановке,
– теоремой об опциональной остановке,
– теоремой о сохранении свойства мартингальности и

субмартингальности при замене времени на случайный
момент;

B. Принцип отражения;
C. Теорема Гирсанова;
D. Теорема Леви (о совместном распределении B и supB) и ее

обобщение.
В связи в этим представляется целесообразным напомнить эти
классические результаты теории случайных процессов, приводя
и их доказательства.

A. Теорема о преобразовании свободного выбора. Да-
дим сначала формулировку и доказательство теоремы о преоб-
разовании свободного выбора в случае дискретного времени (см.
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также [1], [2]). Затем мы сформулируем и докажем одну ее версию
для случая непрерывного времени (см. также [3]).

1. Случай дискретного времени.
a) Пусть X =(Xn)n>0 – субмартингал, заданный на филь-

трованном вероятностном пространстве (Ω,F , (Fn)n>0,P),
τ и σ – два конечных (P-п.н.) момента остановки таких, что
E Xσ и E Xτ определены (например, E |Xσ| < ∞, E |Xτ | < ∞).
Предположим, что

lim
m→∞

E [X+
m I(τ > m)] = 0. (1.1)

Тогда P-п.н.
E (Xτ | Fσ) > Xτ∧σ , (1.2)

или, что эквивалентно,

E (Xτ | Fσ) > Xσ на {τ > σ}, P-п.н. (1.3)

b) Пусть M =(Mn)n>0 – мартингал, τ и σ – конечные (P-п.н.)
моменты остановки такие, что E Mσ и E Mτ определены (напри-
мер, E |Mσ| < ∞, E |Mτ | < ∞). Предположим, что

lim
m→∞

E
[
|Mm| I(τ > m)

]
= 0. (1.4)

Тогда P-п.н.
E (Mτ | Fσ) = Mτ∧σ , (1.5)

или, что эквивалентно,

E (Mτ | Fσ) = Mσ на {τ > σ}, P -п.н. (1.6)

Доказательство п. a). Нам надо доказать, что для любого
множества A ∈ Fσ

E XτI(A, τ > σ) > E XσI(A, τ > σ). (1.7)

Для этого достаточно установить, что при любом n > 0

E XτI(A, τ > σ, σ = n) > E XσI(A, τ > σ, σ = n), (1.8)
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т.е. что для B = A ∩ {σ = n}

E Xτ I(B, τ > n) > E Xn I(B, τ > n). (1.9)

Итерациями по n получаем

E XnI(B, τ > n) = E XnI(B, τ = n) + E XnI(B, τ > n)

6 E XnI(B, τ = n) + E
[
E (Xn+1 | Fn)I(B, τ > n)

]
= E XnI(B, τ = n) + E Xn+1I(B, τ > n + 1)

= E XτI(B, n 6 τ 6 n + 1) + E Xn+1I(B, τ > n + 1)

6 E XτI(B, n 6 τ 6 n + 1) + E Xn+2I(B, τ > n + 2)

6 · · · 6 E XτI(B, n 6 τ 6 m) + E XmI(B, τ > m) (1.10)

для m > n. Следовательно,

E XτI(B, n 6 τ 6 m) > E XnI(B, τ > n)− E XmI(B, τ > m).
(1.11)

Мы предположили, что E Xτ определено. Отсюда следует, что
функция множеств Q(C) = E XτI(C), C ∈ F , счетно-аддитивна,
и, значит, limm→∞ E XτI(B,n 6 τ 6 m) существует. Тогда из
(1.11) и (1.1), переходя к пределу по m → ∞, находим, что для
конечных τ

E XτI(B, τ > n) > lim
m→∞

[
E XnI(B, τ > n)− E XmI(B, τ > m)

]
= E XnI(B, τ > n)− lim

m→∞
E XmI(B, τ > m)

> E XnI(B, τ > n)− lim
m→∞

E X+
mI(B, τ > m)

= E XnI(B, τ > n),

или
E XτI(A, σ = n, τ > n) > E XnI(A, σ = n, τ > n),

или
E XτI(A, τ > σ, σ = n) > E XσI(A, τ > σ, σ = n).

Отсюда для любого k > 0

E XτI(A, τ > σ, σ 6 k) > E XσI(A, τ > σ, σ 6 k). (1.12)
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По предположению, P(σ < ∞) = 1. Поэтому, переходя в (1.12) к
пределу по k → ∞ и учитывая, что математические ожидания
E Xτ и E Xσ определены, получаем неравенство

E XτI(A, τ > σ) > E XσI(A, τ > σ),

которое в точности совпадает с (1.7), откуда и следует (1.2)
(и (1.3)). �

Доказательство п. b). Пусть M = (Mn)n>0 – мартингал,
удовлетворяющий условию (1.4), что дает

lim
m→∞

E [M+
m I(τ > m)] = 0 (1.13a)

и

lim
m→∞

E [M−
m I(τ > m)] = 0. (1.13b)

Применяя теорему о преобразовании свободного выбора из п. a)
к субмартингалам Xn = Mn и Xn = −Mn, n > 0, для которых
X+

n = M+
n и X−

n = M−
n , находим, что

E (Mτ | Fσ) > Mτ∧σ, (1.14)

а также
E (−Mτ | Fσ) > −Mτ∧σ, (1.15)

т.е.
E (Mτ | Fσ) 6 Mτ∧σ. (1.16)

Из (1.14) и (1.16) получаем равенство (P-п.н.)

E (Mτ | Fσ) = Mτ∧σ. � (1.17)

Следствие 1. Если для некоторого конечного числа T вы-
полнено условие P(τ 6 T ) = 1, то E (Xτ | Fσ) > Xτ∧σ в случае
субмартингалов и E (Mτ | Fσ) = Mτ∧σ в случае мартингалов.

Следствие 2. Пусть семейства случайных величин {X+
n ,

n > 0} (в случае субмартингалов) или {|Mn|, n > 0} (в случае
мартингалов) равномерно интегрируемы, т.е.

sup
n

E [X+
n I(X+

n > c)] → 0, sup
n

E [ |Mn|I(|Mn| > c)] → 0, c →∞.

Тогда выполнены условия (1.1) и (1.4) и (в предположении, что
E Xσ , E Xτ и E Mσ , E Mτ определены) мы получаем утвержде-
ния (1.2) и (1.5). В частности, если |Xn| 6 c для всех n > 0 и
|Mn| 6 c для всех n > 0, то свойства (1.2), (1.5) выполнены.
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2. Случай непрерывного времени. В этом случае мы
сформулируем и докажем только утверждения типа (1.2) и (1.5),
и не в общих предположениях вида (1.1) и (1.4), а лишь при усло-
виях, аналогичных сформулированным выше в следствиях 1 и 2.

Пусть (Ω,F , (Ft)t>0,P) – вероятностное пространство с непре-
рывной справа фильтрацией (Ft)t>0 (т.е. F+

t ≡
⋂

u>t Fu = Ft для
любого t > 0), пополненной множествами P-меры нуль из F .

Все случайные процессы X = (Xt)t>0, которые мы будем рас-
сматривать на (Ω,F , (Ft)t>0,P), предполагаются согласованными
с (Ft)t>0 (т.е. Xt является Ft-измеримым для любого t > 0) и име-
ющими непрерывные справа траектории.

α) Пусть X = (Xt)t>0 – субмартингал, а σ и τ – два момента
остановки, причем момент τ ограничен (τ 6 T ). Тогда случайная
величина Xτ интегрируема и P-п.н.

E (Xτ | Fσ) > Xτ∧σ, (1.18)

где F∞ = σ
(⋃

t>0 Ft

)
.

Пусть M = (Mt)t>0 – мартингал, а σ и τ – два момента
остановки, причем τ ограничен (τ 6 T ). Тогда случайная вели-
чина Mτ интегрируема и P-п.н.

E (Mτ | Fσ) = Mτ∧σ. (1.19)

β) Свойства (1.18) и (1.19) выполняются также и для
неограниченных τ , если семейства (X+

t )t>0 и (|Mt|)t>0 равно-
мерно интегрируемы (т.е. supt>0 E [X+

t I(X+
t > c)] → 0 и

supt>0 E [ |Mt|I(|Mt| > c)] → 0 при c →∞).

Доказательство п. α) основано на рассмотрении следующих
моментов остановки, принимающих счетное число значений:

τn = 2−nb2nτ + 1c, σn = 2−nb2nσ + 1c

(таких, что τn ↓ τ , σn ↓ σ), и использовании утверждений (1.1)
и (1.5) для соответствующих процессов с дискретным временем
Xn = (Xk)k∈2−nZ+ и Mn = (Mk)k∈2−nZ+ (Z+ = {0, 1, 2, . . .}). На
заключительном шаге мы положим n →∞.

Если момент τ ограничен, то по следствию 1

E (Xτn | Fσm) > Xτn∧σm .
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При m → ∞ мы получаем (используя теорему Леви о предель-
ном переходе под знаком условных математических ожиданий и
свойства непрерывности справа фильтрации (Ft)t>0 и процесса
X = (Xt)t>0), что

E (Xτn
| Fσ) > Xτn∧σ. (1.20)

Семейство {Xt, t 6 T} равномерно интегрируемо. Тем самым,
(1.18) следует из (1.20), если перейти к пределу при n → ∞ и
заметить, что Xτn∧σ → Xτ∧σ в силу непрерывности справа про-
цесса X.

Доказательство свойства (1.19) для случая мартингалов ана-
логично.

Чтобы доказать п. β) для субмартингалов, надо заметить, что
если субмартингал X равномерно интегрируем, то существует ин-
тегрируемая случайная величина X∞ такая, что

Xt 6 E (X∞ | Ft) (1.21)

(это неравенство есть не что иное, как хорошо известное свойство
Дуба замкнутости равномерно интегрируемых субмартингалов;
см. [1, гл. VII, § 4, теорема 2]).

Используя свойство (1.21) и аппроксимируя τ и σ моментами
τn и σm, предельным переходом по m → ∞ и n → ∞ получа-
ем требуемое свойство (1.18). Аналогично доказывается и свой-
ство (1.19).

B. Принцип отражения.
1. Пусть τ – конечный момент остановки. Тогда процесс B̃ =

(B̃t)t>0 с

B̃t = Bt∧τ − (Bt −Bt∧τ ) , (1.22)

т.е.

B̃t =

{
Bt, t < τ,

2Bτ −Bt, t > τ,
(1.23)

является броуновским движением.

Доказательство. Строго марковское свойство броуновско-
го движения (см. [3], [6], [27]) утверждает, что процесс B′ =
(B′

t)t>0, где
B′

t = Bt∧τ −Bτ , (1.24)
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снова является броуновским движением и к тому же B′ и (τ,Bτ ),
где Bτ = (Bt∧τ )t>0, независимы. Нетрудно показать, что

B̃t = Bt∧τ −B′
(t−τ)+ (1.25)

и
Bt = Bt∧τ + B′

(t−τ)+ . (1.26)

В силу строго марковского свойства имеем

(B′, τ, Bτ ) law= (−B′, τ, Bτ ).

Таким образом, B̃
law= B, а именно это и утверждает сформулиро-

ванный принцип отражения. �

Следствие 3. Возьмем τ = τx , где τx = inf{t > 0 : Bt > x},
x > 0. Тогда процесс

B̃t = Bt I(t < τx) + (2x−Bt)I(t > τx), t > 0,

является броуновским движением.

Следствие 4. Пусть x > y . Тогда{
sup
t6T

Bt > x, BT 6 y
}

= {τx 6 T, BT 6 y}

=
{
τx 6 T, 2x− B̃T 6 y

}
=

{
τx 6 T, B̃T > 2x− y

}
.

Заметим, что {τx > T, B̃T > 2x− y} = ∅. Поэтому для x > y{
sup
t6T

Bt > x, BT 6 y
}

=
{
B̃T > 2x− y

}
(1.27)

и

P
{

sup
t6T

Bt > x, BT 6 y
}

= P{BT > 2x− y} , (1.28a)

поскольку B̃
law= B . В частности,

P
{

sup
t6T

Bt > x, BT 6 x
}

= P{BT > x} . (1.28b)

Очень часто именно это равенство называют принципом от-
ражения для броуновского движения и иллюстрируют следую-
щим рисунком.
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(B – заданная траектория, B̃ – отраженная траектория)

2. Замечание. Доказательство того, что процесс B̃ = (B̃t)t>0

является броуновским движением, можно легко получить из
характеризационной теоремы Леви для броуновского движения.
Согласно этой теореме, достаточно лишь убедиться в том, что
процесс B̃ = (B̃t)t>0 является непрерывным локальным мар-
тингалом и что его квадратическая характеристика 〈B̃〉t равна
(P-п.н.) t (см., например, [16], [5], [27]).

Из определения (1.22) понятно, что процесс B̃ = Bτ−(B−Bτ ),
где Bτ = (Bt∧τ )t>0, является непрерывным локальным мартин-
галом, для которого

〈B̃〉 = 〈Bτ 〉+ 〈B −Bτ 〉 − 2〈Bτ , B −Bτ 〉.

Учитывая, что

Bτ
t =

∫ t

0

I(s 6 τ) dBs, Bt −Bτ
t =

∫ t

0

[1− I(s 6 τ)] dBs,

находим (P-п.н.)

〈Bτ 〉t = t ∧ τ, 〈B −Bτ 〉t = t− t ∧ τ

и

〈Bτ , B −Bτ 〉t =
∫ t

0

I(s 6 τ)[1− I(s 6 τ)] ds = 0.

Поэтому 〈B̃〉t = t (P-п.н.), t > 0.
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C. Теорема Гирсанова для броуновского движения.

1. Пусть (Ω,F , (Ft)t>0,P) – вероятностное пространство
с фильтрацией и B = (Bt)t>0 – броуновское движение, заданное
на этом пространстве.

Обозначим PT = P |FT – ограничение меры P на σ-алгебру FT ,
T ∈ R+, и пусть Bµ = (Bµ

t )t>0 – броуновское движение со сносом:
Bµ

t = µt + Bt, t > 0.

На (Ω,FT ) введем новую вероятностную меру Pµ
T с

dPµ
T = e−µBT−µ2

2 T dPT , (1.29)

или, эквивалентно,

dPµ
T = e−µBµ

T + µ2

2 T dPT . (1.30)

Классическая “теорема Гирсанова” утверждает1, что

Law(Bµ
t , t 6 T | Pµ

T ) = Law(Bt, t 6 T | PT ) . (1.31)

Иначе говоря, относительно меры Pµ
T процесс (Bµ

t )06t6T (бро-
уновское движение со сносом) ведет себя так же, как обычное
броуновское движение (т.е. процесс (Bt)06t6T ) относительно ме-
ры PT . В частности, если GT (x) = GT (xt, t 6 T ) есть функционал
на пространстве C[0, T ] непрерывных функций x = (xt)t6T , то

Law(GT (Bµ) | Pµ
T ) = Law(GT (B) | PT ) . (1.32)

Отсюда для “хороших” измеримых функционалов GT (x) (напри-
мер, неотрицательных или ограниченных: |GT (x)| < const для
всех x ∈ C[0, T ]), используя свойство PT � Pµ

T и (1.30), находим,
что

E GT (Bµ) = Eµ
T

dPT

dPµ
T

GT (Bµ) = Eµ
T eµBµ

T−
µ2

2 T GT (Bµ)

= E eµBT−µ2

2 T GT (B), (1.33)

1По поводу доказательства см., например, [5], [16], [27]. В [4] содержатся
аналоги теоремы Гирсанова в общем виде – для семимартингалов и случай-
ных мер.



14 § 1. Введение. Вспомогательные результаты

где Eµ
T – математическое ожидание по мере Pµ

T . Таким образом,
мы имеем следующую полезную формулу:

E GT (Bµ) = E eµBT−µ2

2 T GT (B) . (1.34)

Из этой формулы непосредственно вытекает следующий важный
результат о структуре производной Радона–Никодима распреде-
лений вероятностей процессов B и Bµ.

Обозначим Q0
T и Qµ

T распределения вероятностей процессов
(Bt)t6T и (Bµ

t )t6T в пространстве C[0, T ] непрерывных функций
x = (xt)t6T с борелевской σ-алгеброй BT :

Q0
T (A) = P(B ∈ A), Qµ

T (A) = P(Bµ ∈ A), A ∈ BT ,

или, более наглядно,

Q0
T = Law(B|P), Qµ

T = Law(Bµ|P).

По формулам замены переменных в интеграле Лебега (для
“хороших” функционалов GT )

E GT (Bµ) =
∫

C[0,T ]

GT (x) Qµ
T (dx)

и
E eµBT−µ2

2 T GT (B) =
∫

C[0,T ]

eµxT−µ2

2 T GT (x) Q0
T (dx).

Поэтому согласно (1.34)∫
C[0,T ]

GT (x) Qµ
T (dx) =

∫
C[0,T ]

eµxT−µ2

2 T GT (x) Q0
T (dx).

Беря здесь GT (x) = IA(x), получаем, что

Qµ
T (A) =

∫
A

eµxT−µ2

2 T Q0
T (dx), A ∈ BT . (1.35)

Тем самым, мера Qµ
T абсолютно непрерывна относительно меры

Q0
T и производная Радона–Никодима Z

(µ)
T (x) =

dQµ
T

dQ0
T

(x) задается
формулой (Q0

T -п.н.)

Z
(µ)
T (x) = eµxT−µ2

2 T . (1.36)
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Отсюда, беря x = B (= (Bt(ω))t6T ), находим, что (P-п.н.)

dQµ
T

dQ0
T

(B) = eµBT−µ2

2 T . (1.37)

В приведенном изложении предполагалось, что процессы B
и Bµ определены на конечном временном интервале [0, T ]. Рас-
смотрим теперь случай бесконечного интервала [0,∞).

Будем считать, что рассматриваемые процессы B и Bµ опре-
делены на [0,∞):

B = (Bt)t>0, Bµ = (Bµ
t )t>0.

Обозначим через Q0 и Qµ распределения вероятностей про-
цессов B и Bµ в пространстве C[0,∞) непрерывных функций
x = (xt)t>0 с борелевской σ-алгеброй B∞ = B(C[0,∞)):

Q0(A) = P(B0 ∈ A), Qµ(A) = P(Bµ ∈ A), A ∈ B∞.

Через Q0|BT и Qµ|BT будем обозначать сужения мер Q0 и Qµ

на σ-алгебру BT = σ(x : xs, s 6 T ), порожденную ограничения-
ми, наложенными на x = (xs)s>0 на временном интервале [0, T ].
Приведенный выше результат о структуре производной Радона–

Никодима
dQµ

T

dQ0
T

(x) обобщается на случай мер Qµ и Q0 следующим

образом: при любом T > 0 (Q0-п.н.)

d(Qµ|BT )
d(Q0|BT )

(x) = Z
(µ)
T (x) . (1.38)

(Подробнее о структуре производных Радона–Никодима, в част-
ности для процессов Ито и диффузионных процессов, см. [5], [4].)

2. Вернемся к формуле (1.34). Исходным моментом при ее по-
лучении была формула (1.29), определяющая по исходной мере P

и функции Z
(−µ)
T (B) новую вероятностную меру Pµ

T , обладаю-
щую тем свойством, что относительно нее (по теореме Гирсанова)
процесс Bµ = (Bµ

t )t6T распределен как стандартное броуновское
движение B = (Bt)t6T (см. (1.31)).

Естественно задаться вопросом о том, а как же построить со-
ответствующую меру (скажем, Pµ

∞) для случая T = ∞.
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В том случае, когда T < ∞, математическое ожидание
E Z

(−µ)
T (B) = 1 и формула (1.29) действительно определяет ве-

роятностную меру. Но просто положить T = ∞ в равенстве
E Z

(−µ)
T (B) = 1 мы не можем, поскольку хотя предел Z

(−µ)
∞ (B) =

limT→∞ Z
(−µ)
T (B) и существует, но он с вероятностью единица ра-

вен нулю. Более того, даже для конечных с вероятностью едини-
ца марковских моментов τ может оказаться, что E Z

(−µ)
τ < 1. Тем

самым, для переноса формулы (1.29) с детерминированных мо-
ментов T на случайные τ нужно, по крайней мере, выполнение
свойства E Z

(−µ)
τ = 1.

3. Следующие общие рассмотрения показывают, как правиль-
но здесь ставить вопрос о построении новых вероятностных мер
на бесконечном временном интервале.

Предположим, что на фильтрованном вероятностном про-
странстве (Ω,F , (F)t>0,P) задан неотрицательный мартингал
Z = (Zt)t>0 с Z0 = 1. Спрашивается, существует ли на (Ω,F∞)
с F∞ =

∨
Ft вероятностная мера P̃ такая, что ее ограничения

P̃|Ft определяются при каждом t > 0 равенствами(
P̃ |Ft

)
(A) =

∫
A

Zt d(P |Ft), A ∈ Ft. (1.39)

Ответ на этот вопрос заведомо положителен в предположе-
нии, что выполнены некоторые условия регулярности исходного
фильтрованного вероятностного пространства (Ω,F , (F)t>0,P).
Так, например, если Ω есть пространство D(R+) (непрерывных
справа и имеющих пределы слева [càdlàg] функций) или про-
странство C(R+) (непрерывных функций) и семейство (Ft)t>0

соответствующих борелевских σ-алгебр Ft, t > 0, непрерывно
справа и пополнено по мере P, то мера P̃ со свойствами (1.39)
существует. (Доказательство см., например, в [3, гл. 16].)

При этом если σ – момент остановки, то для каждого множе-
ства A ∈ Fσ

P̃(A ∩ {σ < ∞}) = E
[
ZσI(A ∩ {σ < ∞})

]
. (1.40)

Доказательство этого утверждения можно получить из теоремы о
преобразовании свободного выбора (для ограниченных моментов
остановки). Действительно, для любого A ∈ Fσ∧t ⊆ Ft мы имеем
по определению меры P̃ и свойству (1.6), что

P̃(A) = E [Zt I(A)] = E [Zt∧σI(A)].
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Если A ∈ Fσ, то A ∩ {σ 6 t} ∈ Ft∧σ и из (1.12) следует, что

P̃(A ∩ {σ 6 t}) = E
[
Zσ I(A ∩ {σ 6 t})

]
. (1.41)

По теореме о монотонной сходимости, соотношение (1.36) полу-
чается из (1.41) при t →∞.

4. Рассмотрим сейчас мартингал

Zt = e−µBt∧τ−µ2

2 (t∧τ), t > 0, (1.42)

где τ – момент остановки такой, что E Zτ = 1.
В этом случае мера P̃ может быть построена естественным

образом:
dP̃ = Zτ dP . (1.43)

Соответствующее утверждение теоремы Гирсанова состоит в
том, что процесс

B̃µ
t = Bt + µ(t ∧ τ) (1.44)

является броуновским движением относительно меры P̃. (Доказа-
тельство см. в упомянутых уже книгах [5], [16], [4], [27].) Из этой
формулы мы видим, что на множестве {τ < ∞}

Law(B̃µ | P̃) = Law(B | P). (1.45)

Точнее, для любого, скажем, ограниченного или неотрицательно-
го Fτ -измеримого функционала Gτ ( · )

EeP
[
Gτ (B̃µ)I(τ < ∞)

]
= E [Gτ (B)I(τ < ∞)], (1.46)

где EeP – математическое ожидание по мере P̃.
Аналогично (1.33) из (1.46) получаем

E
[
Gτ (Bµ)I(τ < ∞)

]
= EeP

[
dP

dP̃
Gτ (Bµ)I(τ < ∞)

]
= EeP

[
eµBµ

τ−
µ2

2 τ Gτ (Bµ)I(τ < ∞)
]

= EeP
[
eµ eBµ

τ−
µ2

2 τ Gτ (B̃µ)I(τ < ∞)
]

= E
[
eµBτ−µ2

2 τ Gτ (B)I(τ < ∞)
]
. (1.47)

Следовательно, если E e−µBτ−µ2

2 τ = 1, то (ср. (1.34))

E
[
Gτ (Bµ)I(τ <∞)

]
= E

[
eµBτ−µ2

2 τ Gτ (B)I(τ <∞)
]

. (1.48)
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D. Теорема Леви (о совместном распределении B
и supB) и ее обобщение.

1. Классическая теорема Леви утверждает, что для броунов-
ского движения B = (Bt)t>0 выполнено следующее замечатель-
ное свойство (см., например, [16], [27]):

(supB −B, supB) law= (|B|, L(B)) , (1.49)

где L(B) = (Lt(B))t>0 – локальное время в нуле:

Lt(B) = lim
ε↓0

1
2ε

∫ t

0

I(|Bs| 6 ε) ds, t > 0. (1.50)

(Предел при ε ↓ 0 в (1.50) существует P-п.н.)
Свойство (1.49) допускает обобщение и на случай броуновско-

го движения со сносом Bµ = (Bµ
t )t>0, где Bµ

t = µt + Bt, t > 0,
µ ∈ R. Именно, в [25] показано, что

(supBµ −Bµ, supBµ) law= (|Xµ|, L(Xµ)) , (1.51)

где Xµ = (Xµ
t )t>0 – процесс, допускающий стохастический диф-

ференциал

dXµ
t = −µ signXµ

t dt + dBt, Xµ
0 = 0. (1.52)

(Стохастическое дифференциальное уравнение (1.52) имеет и
притом единственное сильное решение, т.е. такое, что при каждом
t > 0 величины Xµ

t являются FB
t ≡ σ(Bs, s 6 t)-измеримыми.

Процесс Xµ хорошо известен в теории оптимального стохастиче-
ского управления под названием “bang-bang process”.)

В (1.51) L(Xµ) = (Lt(Xµ))t>0 есть локальное время процесса
Xµ в нуле, определяемое формулой (1.50) с заменой B на Xµ.

2. Стандартное доказательство свойства (1.49) основано на
применении леммы Скорохода, приводимой ниже. Если считать
доказанным утверждение (1.49), то свойство (1.51) может быть
установлено применением теоремы Гирсанова (для броуновского
движения со сносом Bµ и для процесса Xµ). Именно такой путь
доказательства свойства (1.51) был предложен в работе [25], и
мы его приведем в п. 5. Оказывается, однако, что лемма Скоро-
хода “работает” не только в случае броуновского движения, но
и в случае броуновского движения со сносом. Иначе говоря, эта
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лемма сразу дает доказательство свойства (1.51) и для µ = 0, и
для µ 6= 0. (Такой путь был применен в работе [26].)

3. Лемма Скорохода. Пусть y = (yt)t>0 – непрерывная
функция такая, что y0 > 0. Тогда существует единственная
пара функций (x, l) = ((xt, lt))t>0 такая, что

(a) x = y + l;
(b) x > 0;
(c) l = (lt)t>0 есть неубывающая непрерывная функция,

l0 = 0, такая, что носитель меры dl = (dlt)t>0 совпадает с мно-
жеством {t > 0 : xt = 0}.

Более того, функция l = (lt)t>0 задается формулами

lt = sup
s6t

(−ys ∨ 0), t > 0. (1.53)

(Доказательство см. в [28] или в [16, гл. VI, § 2, (2.1)].)

4. Дадим доказательство свойства (1.51) для любого µ ∈ R,
основываясь на сформулированной лемме.

Применяя формулу Танака (см. [16], [27]) к процессу Xµ =
(Xµ

t )t>0, находим, что

|Xµ
t | =

∫ t

0

signXµ
s dXµ

s + Lt(Xµ). (1.54)

Обозначая

Y µ
t = −

∫ t

0

signXµ
s dXµ

s , (1.55)

получаем, что
|Xµ

t | = −Y µ
t + Lt(Xµ). (1.56)

Применяя теперь лемму Скорохода, видим, что, согласно (1.53),
Lt(Xµ) непременно имеет следующий вид:

Lt(Xµ) = sup
s6t

Y µ
s , (1.57)

и, значит, (1.56) может быть представлено как

|Xµ
t | = sup

s6t
Y µ

s − Y µ
t . (1.58)

Из (1.57) и (1.58) находим, что для каждого t > 0 справедливо
соотношение(

sup
s6t

Y µ
s − Y µ

t , sup
s6t

Y µ
s

)
= (|Xµ

t |, Lt(Xµ)). (1.59)
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Далее, из (1.55) и (1.52)

Y µ
t = −

∫ t

0

signXµ
s dXµ

s = µt−
∫ t

0

signXµ
s dBs. (1.60)

Здесь процесс
(
−

∫ t

0
signXµ

s dBs

)
t>0

является непрерывным мар-
тингалом, квадратическая характеристика которого〈

−
∫ ·

0

signXµ
s dBs

〉
t

= t.

Следовательно, по характеризационной теореме Леви для бро-
уновского движения (см. п. 2 раздела B (c. 12)),

Law
(
−

∫ t

0

signXµ
s dBs; t > 0

)
= Law(Bt; t > 0).

Значит,
Law(Y µ

t ; t > 0) = Law(Bt; t > 0),

и из (1.59) находим, что для каждого t > 0(
sup
s6t

Bµ
s −Bµ

t , sup
s6t

Bµ
s

)
law= (|Xµ

t |, Lt(Xµ)). (1.61)

В силу произвольности t > 0 из (1.61) получаем требуемое свой-
ство (1.51) для произвольного µ ∈ R и, в частности, для µ = 0.

5. Покажем сейчас, как можно было бы получить свой-
ство (1.51) для произвольного µ ∈ R из свойства (1.49) для µ = 0
и теоремы Гирсанова.

Согласно (1.34), для всякого T > 0 и “хороших” функционалов
GT ( · , · ) (скажем, измеримых и ограниченных)

E GT

(
sup
s6T

Bµ
s −Bµ

T , sup
s6T

Bµ
s

)
= E eµBT−µ2

2 T GT

(
sup
s6T

Bs −BT , sup
s6T

Bs

)
. (1.62)

Из свойства (1.49) заключаем, что(
BT , sup

s6T
Bs −BT , sup

s6T
Bs

)
law=

(
LT (B)−|BT |, |BT |, LT (B)

)
.

(1.63)
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Из (1.62) и (1.63) видим, что

E GT

(
sup
s6T

Bµ
s −Bµ

T , sup
s6T

Bµ
s

)
= E eµ(LT (B)−|BT |)−µ2

2 T GT

(
|BT |, LT (B)

)
. (1.64)

Для доказательства свойства (1.51) достаточно показать, что
для всякого T > 0

E GT

(
sup
s6T

Bµ
s −Bµ

T , sup
s6T

Bµ
s

)
= E GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)
.

Для этого, в свою очередь, достаточно проверить лишь, что
E GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)

совпадает с правой частью в (1.64).
С этой целью по аналогии с (1.29) и (1.30) введем вероятност-

ную меру P̂
µ

T с

dP̂
µ

T = eµ
R T
0 sign Xµ

s dBs−µ2

2 T dPT , (1.65)

что в силу (1.52) эквивалентно равенству

dP̂
µ

T = eµ
R T
0 sign Xµ

s dXµ
s + µ2

2 T dPT . (1.66)

Теорема Гирсанова, в применении к (диффузионному) процес-
су Xµ, утверждает (см. [4], [5], [27]), что

Law
(
Xµ

t , t 6 T | P̂
µ

T

)
= Law(Bt, t 6 T | PT ) (1.67)

(ср. (1.31)).
Используя это свойство и (1.65), находим (ср. (1.33)), что

E GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)

= EbPµ

T

dPT

dP̂
µ

T

GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)

= EbPµ

T
e−µ

R T
0 sign Xµ

s dXµ
s −

µ2

2 T GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)

= E e−µ
R T
0 sign Bs dBs−µ2

2 T GT

(
|BT |, LT (B)

)
. (1.68)

Пользуясь формулой Танака для броуновского движения (см.
(1.54) для µ = 0 и [16], [27]), получаем, что (P-п.н.)

|BT | =
∫ T

0

signBs dBs + LT (B). (1.69)
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Из (1.68) и (1.69)

E GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)

= E eµ(LT (B)−|BT |)−µ2

2 T GT

(
|BT |, LT (B)

)
.

(1.70)
Сопоставление (1.70) с (1.64) показывает, что для всякого

T > 0 и достаточно “хороших” измеримых функционалов GT ( · , · )
выполнено соотношение

E GT

(
sup
s6T

Bµ
s −Bµ

T , sup
s6T

Bµ
s

)
= E GT

(
|Xµ

T |, LT (Xµ)
)
. (1.71)

В качестве “хороших” функционалов можно взять индикато-
ры множеств. Тем самым из (1.71) получаем требуемое соотноше-
ние (1.51).

Задачи (в связи с содержанием § 1).
1. Дать доказательство того, что если субмартингал X =

(Xt)t>0 равномерно интегрируем, то существует интегриру-
емая случайная величина X∞ такая, что Xt 6 E (X∞ | Ft)
(P-п.н.), t > 0.

2. Проверить, что выполняются свойства (1.25) и (1.26).
3. Основываясь на характеризационной теореме Леви (см. за-

мечание в п. 2 раздела B), восстановить детали доказатель-
ства того, что процесс B̃ является броуновским движением
(см. об этом конец раздела B).

4. Дать доказательство теоремы Гирсанова (1.31), использую-
щее метод характеристических функций.

5. Проанализировать доказательство существования меры P̃
со свойством d(P̃|Ft) = Zt d(P |Ft) (см. (1.39)), данное в [3,
гл. 16].

6. Доказать, что процесс B̃µ, заданный в (1.44), является бро-
уновским движением относительно меры P̃.

7. Обосновать первые равенства в (1.33) и (1.47).
8. Доказать, что процесс

(
Φ(Bt/

√
1− t )

)
06t61

является мар-
тингалом. (Здесь и далее используются стандартные обо-
значения Φ(x) =

∫ x

−∞ ϕ(t) dt, ϕ(t) = 1√
2π

e−t2/2.)
9. Дать доказательство леммы Скорохода, приведенной (без

доказательства) в п. 3 раздела D (с. 19).
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§ 2. Свойства момента остановки
τa = inf{t > 0 : Bt = a}, a > 0

1. Основные свойства:

P(τa < ∞) = 1, E τa = ∞

E e−λτa = e−a
√

2λ, λ > 0

pτa(t) =
aϕt(a)

t

здесь ϕt(a) =
1√
2πt

e−
a2
2t , pτa

(t) =
∂

∂t
P(τa 6 t), 0 < t < ∞.

Доказательство. Зафиксируем λ > 0 и рассмотрим мар-
тингал

Mt = eλBt−λ2
2 t, t > 0,

для которого, очевидно, E Mt = 1, t > 0.
По теореме о преобразовании свободного выбора,

E Mτa∧t = 1 (2.1)

для любого t > 0. Очевидно, что

0 6 Mτa∧t 6 eλBτa∧t−λ2
2 (τa∧t) 6 eλa.

Тогда, по теореме о мажорируемой сходимости для интеграла Ле-
бега, из (2.1) находим, что

1 = lim
t→∞

E Mτa∧t

= lim
t→∞

[
E eλBτa−λ2

2 τaI(τa 6 t) + E eλBt−λ2
2 tI(τa > t)

]
= E eλBτa−λ2

2 τaI(τa < ∞) + lim
t→∞

E eλBt−λ2
2 tI(τa > t).

Для всех λ 6= 0 (по усиленному закону больших чисел для бро-
уновского движения) P-п.н.

eλBt−λ2
2 t = e

t
�

λ
Bt
t −λ2

2

�
→ 0, t →∞.
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Таким образом, для всякого λ > 0

1 = E eλBτa−λ2
2 τaI(τa < ∞) = E eλa−λ2

2 τaI(τa < ∞), (2.2)

и, снова по теореме о мажорируемой сходимости, при λ ↓ 0 мы
получаем из (2.2), что

P(τa < ∞) = 1. (2.3)

Отсюда и из (2.2) находим

E eλBτa−λ2
2 τa = E eλa−λ2

2 τa = 1,

т.е.
E e−

λ2
2 τa = e−λa,

что дает следующее представление для преобразования Лапласа:

E e−λτa = e−a
√

2λ . (2.4)

Поскольку P{τa < ∞} = 1, то формула (2.4) очевидно спра-
ведлива и при λ = 0. Прямые вычисления показывают, что для
любого λ > 0 ∫ ∞

0

e−λt aϕt(a)
t

dt = e−a
√

2λ . (2.5)

Этим, с учетом (2.4), доказано, что вероятность P(τa 6 t) имеет
плотность pτa

(t) = ∂ P(τa6t)
∂t , задаваемую формулой

pτa
(t) =

aϕt(a)
t

или, подробнее,

pτa
(t) =

a√
2πt3

e−
a2
2t . � (2.6)

2. Ясно, что

{τa 6 t} =
{

sup
s6t

Bs > a
}

. (2.7)
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Следовательно,

P
(

sup
s6t

Bs > a
)

= P(τa 6 t) =
∫ t

0

aϕs(a)
s

ds. (2.8)

Заметим, что ∫ t

0

aϕs(a)
s

ds = 2
∫ ∞

a

ϕt(x) dx. (2.9)

[Для доказательства этого соотношения достаточно рассмотреть
производные по t левой и правой части и воспользоваться тем,
что ϕt(x) удовлетворяет уравнению теплопроводности

∂ϕt(x)
∂t

=
1
2

∂2ϕt(x)
∂x2

. ] (2.10)

Рассмотрим правую часть (2.9):

2
∫ ∞

a

ϕt(x) dx = 2P(Bt > a) = P(|Bt| > a).

Из (2.8) имеем

P
(

sup
s6t

Bs > a
)

= 2P(Bt > a) (2.11)

или, эквивалентно,

P
(

sup
s6t

Bs > a, Bt 6 a
)

= P(Bt > a), (2.12)

что, как уже указывалось выше (см. (1.28b)), есть один из вари-
антов принципа отражения.

Следовательно, мы можем утверждать, что из теоремы о
преобразовании свободного выбора следует принцип отраже-
ния (2.12):

теорема
о преобразовании
свободного выбора

=⇒
принцип

отражения
(2.12)

(2.13)

Отметим также, что преобразование Лапласа E e−λτa = e−a
√

2λ

можно легко получить из принципа отражения (2.11). В самом
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деле, из (2.11) имеем P(τa 6 t) = P(sups6t Bs > a) = 2 P(Bt > a) =
2

∫∞
a

ϕt(x) dx.
Следовательно, с учетом (2.10),

pτa
(t) =

∂ P(τa 6 t)
∂t

= 2
∫ ∞

a

∂ϕt(x)
∂t

dx

=
∫ ∞

a

∂2ϕt(x)
∂x2

dx = −∂ϕt(x)
∂x

∣∣∣
x=a

= a
∂ϕt(a)

∂t
,

откуда выводится, что P(τa < ∞) = 1, E τa = ∞ и E e−λτa =
e−a

√
2λ.

3. Пусть a < 0 < b и τ = τa∧τb. Тогда, по теореме о преобразо-
вании свободного выбора, E Bt∧τ = 0, и, поскольку P(τ = ∞) = 0
(докажите это (!)), теорема о мажорируемой сходимости дает

0 = aP(τa < τb) + b P(τb < τa). (2.14)

Вместе со свойством

P(τa < τb) + P(τb < τa) = 1

равенство (2.14) приводит к следующим знаменитым формулам:

P(τa < τb) =
b

b− a
, (2.15)

P(τb < τa) =
|a|

b− a
. (2.16)

Задачи (в связи с содержанием § 2).
1. Проверить справедливость формулы (2.5).
2. Дать доказательство формулы (2.9).
3. Найти распределение и преобразование Лапласа момента

остановки τ1
a = inf{t > 1 : Bt = a}.

4. Доказать использованное в п. 3 равенство P(τ = ∞) = 0.
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§ 3. Свойства момента остановки
σa = inf{t > 0 : |Bt| > a}, a > 0

Основные свойства:

P(σa < ∞) = 1, E σa = a2

E e−λσa =
1

ch(a
√

2λ )
= 2

∞∑
k=0

(−1)ke−(1+2k)a
√

2λ

pσa
(t) = 2

∞∑
k=0

(−1)k a(1 + 2k)
t

ϕt(a(1 + 2k))

Здесь pσa
(t) =

∂

∂t
P(σa 6 t).

Доказательство. Ясно, что σa 6 τa (P-п.н.), и поэтому
P(σa < ∞) = P(τa < ∞) = 1, где τa = inf{t > 0 : Bt = a}
(см. § 2).

Чтобы доказать равенство E σa = a2, рассмотрим мартингал
Mt = B2

t − t, t > 0.
По теореме о преобразовании свободного выбора (следствие 1

на с. 8) E Mt∧σa = 0 или, что то же, E B2
t∧σa

= E (t ∧ σa). Здесь
B2

t∧σa
6 a2. В силу теоремы о мажорируемой сходимости

lim
t→∞

E B2
t∧σa

= E B2
σa

= a2, (3.1)

а по теореме о монотонной сходимости

lim
t→∞

E (t ∧ σa) = E σa. (3.2)

Соотношения (3.1) и (3.2) доказывают, что E σa = a2.
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Чтобы найти преобразование Лапласа для распределения мо-
мента σa, рассмотрим мартингал Mt = eλBt−λ2

2 t, t > 0, λ > 0.
Здесь 0 < Mt∧σa

6 eλa, и, по теореме о мажорируемой сходимо-
сти, в силу свойств

P (Bσa
= a) = P (Bσa

= −a) = 1
2

мы получаем

1 = lim
t→∞

E Mt∧σa
= E Mσa

= E eλBσa−λ2
2 σa =

eλa + e−λa

2
E e−

λ2
2 σa .

Таким образом,

E e−
λ2
2 σa =

1
ch(λa)

, (3.3)

где ch(λa) = (eλa + e−λa)/2. Из (3.3) находим собственно преоб-
разование Лапласа:

E e−λσa =
1

ch(a
√

2λ )
=

2e−
√

2λa

1 + 2e−
√

2λa

= 2
∞∑

k=0

(−1)ke−(1+2k)a
√

2λ. (3.4)

Из § 2 мы знаем (см. (2.4), (2.5)), что для любого A > 0

e−A
√

2λ = E e−λτA =
∫ ∞

0

e−λt pτA
(t) dt,

где pτA
(t) = Aϕt(A)/t.

Полагая здесь A = (1 + 2k)a с k = 0, 1, 2, . . . , из (3.4) находим,
что

E e−λσa = 2
∞∑

k=0

(−1)k

∫ ∞

0

e−λt (1 + 2k)a
t

ϕt((1 + 2k)a) dt

=
∫ ∞

0

e−λt

{
2
∞∑

k=0

(−1)k (1 + 2k)a
t

ϕt((1 + 2k)a)
}

dt.

Из этого представления следует, что

pσa
(t) = 2

∞∑
k=0

(−1)k (1 + 2k)a
t

ϕt((1 + 2k)a),
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или

pσa
(t) = 2

∞∑
k=0

(−1)kpτa(1+2k)(t),

что дает

P(σa 6 t) =
∫ t

0

pσa(s) ds = 2
∞∑

k=0

(−1)k

∫ t

0

pτa(1+2k)(s) ds

= 2
∞∑

k=0

(−1)k P
(
τa(1+2k) 6 t

)
= 4

∞∑
k=0

(−1)k P
(
Bt > a(1 + 2k)

)
(3.5)

= 4
∞∑

k=0

(−1)k

[
1− Φ

(
a(1 + 2k)√

t

)]
.

Формула (3.5) вместе с соотношением

P (σa 6 t) = P
(

sup
s6t

|Bs| > a
)

позволяют, в принципе, найти

E sup
s6t

|Bs|
(

=
∫ ∞

0

P
(

sup
s6t

|Bs| > a
)

da =
∫ ∞

0

P(σa 6 t) da

)
.

Однако легче это математическое ожидание найти с помощью
следующих рассуждений.

Пусть, для простоты, t = 1. Имеем

P(σa > 1) = P
(

sup
s61

|Bs| 6 a
)

= P
(

sup
s6a−2

|Bs| 6 1
)

= P(σ1 > a−2). (3.6)

Итак,

P
(

sup
s61

|Bs| 6 a
)

= P

(
1

√
σ1

6 a

)
, (3.7)

т.е.
Law

(
sup
s6t

|Bs|
)

= Law
(

1
√

σ1

)
.
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Учитывая, что (в силу свойств нормального распределения) для
каждого ∆ > 0 справедливо соотношение

∆ =

√
2
π

∫ ∞

0

e−x2/(2∆2) dx,

используя (3.3) и полагая ∆ = 1/
√

σ1, находим

E sup
s61

|Bs| = E
1

√
σ1

=

√
2
π

∫ ∞

0

E e−x2σ1/2 dx

=

√
2
π

∫ ∞

0

dx

chx
= 2

√
2
π

∫ ∞

0

ex

e2x + 1
dx

= 2

√
2
π

∫ ∞

0

dy

1 + y2
= 2

√
2
π

arctg y
∣∣∞
1

= 2

√
2
π
· π

4
=

√
π

2
.

Отсюда

E sup
s6T

|Bs| =
√

π

2
T . (3.8)

(Заметим, между прочим, что E |BT | =
√

2
π T .)

Задачи (в связи с содержанием § 3).
1. Найти асимптотику плотностей вероятностей pσa

(t) при
t →∞.

2. Найти E sups6t |Bs|, пользуясь формулами (3.6) и (3.5).
3. Найти явный вид для E (sups6t |Bs|)n для всех целых n > 1,

пользуясь свойством (3.8).
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§ 4. Свойства момента остановки
τab = inf{t > 0 : Bt − bt > a}, a > 0

1. Основные свойства:

Для b 6 0:

P(τab < ∞) = 1,

E τab =
a

|b|
,

E Bτab
= 0,

E e−λτab = e−a(b+
√

b2+2λ ),
где λ > 0

pτab
(t) =

a

t
ϕt(a + bt)

Для b > 0:

P(τab < ∞) = e−2ab,
E τab = ∞,
E e−λτabI(τab < ∞) =

= e−a(b+
√

b2+2λ ), λ > 0

pτab
(t) =

a

t
ϕt(a + bt)

Здесь ϕt(a) =
1√
2πt

e−a2/(2t), pτab
(t) =

∂

∂t
P(τab 6 t), 0 < t < ∞.

2. Случай b 6 0.

Если b = 0, то τab = τa и P(τab < ∞) = P(τa < ∞) = 1
в силу § 2.

Если b < 0, то τab < τa (P-п.н.) и P(τab < ∞) = 1, поскольку
P(τa < ∞) = 1.

Для любого t > 0 по теореме о преобразовании свободного
выбора

E Bt∧τab
= 0. (4.1)
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Ясно, что
Bt∧τab

6 a + b(t ∧ τab). (4.2)
Отсюда и из (4.1)

0 6 a + b E (t ∧ τab),

что дает (для b < 0)
E (t ∧ τab) 6

a

|b|
. (4.3)

По теореме о монотонной сходимости,

E τab 6
a

|b|
. (4.4)

Покажем, что на самом деле здесь имеет место равенство:

E τab =
a

|b|
, (4.5)

и также покажем, что
E Bτab

= 0. (4.6)

С этой целью рассмотрим мартингал Mt = eθBt− θ2
2 t, где θ = b +√

b2 + 2λ, λ > 0, t > 0.
По теореме о преобразовании свободного выбора имеем

E Mt∧τab
= 1,

и поскольку
0 6 Mt∧τab

6 eab+
√

b2+λ,

по теореме о мажорируемой сходимости получаем:

1 = lim
t→∞

E Mt∧τab

= lim
t→∞

E
[
I(τab <∞)eθBt∧τab

− θ2
2 (t∧τab) + I(τab =∞)eθBt− θ2

2 t
]

= E I(τab < ∞)eθBτab
− θ2

2 τab = E eθBτab
− θ2

2 τab . (4.7)

Отсюда
E eθ(a+bτab)− θ2

2 τab = 1,

что дает (с θ = b +
√

b2 + 2λ )

E e−λτab = e−aθ,

или

E e−λτab = e−a(b+
√

b2+2λ ) . (4.8)
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Продифференцируем здесь по λ левую и правую части и по-
ложим λ ↓ 0. Тогда найдем, что

E τab =
a

|b|
.

Учитывая равенство

Bτab
= a + bτab P-п.н., (4.9)

видим, что E Bτab
= a + b E τab = a + b · a

|b| = 0.

Заметим, что обычно в традиционных доказательствах свойств
моментов τab сначала показывают, что E Bτab

= 0, а затем
получают равенство E τab = a/|b|.

Конечно, если нам известно первое тождество Вальда
“E τ < ∞ ⇒ E Bτ = 0”, то свойство E Bτab

= 0 следует сразу
из того, что E τab 6 a/|b| < ∞.

Но можно предложить доказательство свойства E Bτab
= 0, не

обращающееся к тождеству Вальда.

Действительно, рассмотрим для λ > 0 мартингал Mt =
eλBt−λ2

2 t, t > 0. Из теоремы о преобразовании свободного выбора
(E Mt∧τab

= 1) и оценок 0 6 eλBt∧τab
−λ2

2 (t∧τab) 6 eλa, учитывая,
что P(τab < ∞) = 1, находим

E eλBτab
−λ2

2 τab = 1.

Дифференцирование по λ дает

E (Bτab
− λτab)eλBτab

−λ2
2 τab = 0. (4.10)

(Заметим, что E |Bτab
−λτab|eλBτab

−λ2
2 τab 6 E |a+(b−λ)τab|eλa < ∞,

поскольку E τab < ∞.) Переходя в (4.10) к пределу при λ ↓ 0,
получаем, что E Bτab

= 0. Отсюда и из (4.9) следует E τab = a/|b|.

3. Случай b > 0.
Рассмотрим мартингал Mt = eθ̂Bt− θ̂2

2 t с θ̂ = 2b, t > 0. Для всех
t > 0 таких, что Bt 6 a + bt, имеем

0 6 eθ̂Bt− θ̂2
2 t 6 e2ab. (4.11)
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По теореме о преобразовании свободного выбора (раздел A
в § 1),

E Mt∧τab
= 1,

где

Mt∧τab
= I(τab < ∞)e2bBt∧τab

− (2b)2

2 (t∧τab)

+ I(τab = ∞)e2bBt− (2b)2

2 t.

Отсюда и из (4.11), по теореме о мажорируемой сходимости, по-
лучаем

1 = lim
t→∞

E Mt∧τab
= E I(τab < ∞)e2bBτab

− (2b)2

2 τab

= E I(τab < ∞)e2ab = e2ab P(τab < ∞),

что дает
P(τab < ∞) = e−2ab . (4.12)

Покажем теперь, что

E e−λτabI(τab < ∞) = e−a(b+
√

b2+2λ ).

Для этого заметим, что в случае b > 0 P(τab = ∞) > 0, и,
аналогично (4.7), находим, что для θ = b +

√
b2 + 2λ

E I(τab < ∞)eθBτab
− θ2

2 τab = 1. (4.13)

Учитывая то, что Bτab
= a + bτab на множестве {τab < ∞},

из (4.13) получаем, что для всякого λ > 0

E e−λτabI(τab < ∞) = e−aθ (= e−a(b+
√

b2+2λ )). (4.14)

Полезно отметить, что при λ > 0 на множестве {τab = ∞}, оче-
видно, выполнено свойство e−λτab = 0. Таким образом, из (4.14)
получаем, что

E e−λτab = e−aθ (= e−a(b+
√

b2+2λ )). (4.15)

Другими словами, в обоих случаях b 6 0 и b > 0 преобразова-
ние Лапласа E e−λτab при λ > 0 задается одной и той же форму-
лой (4.15).
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4. Наконец, докажем формулу

pτab
(b) =

a

t
ϕt(a + bt), 0 6 t < ∞

(для обоих случаев b 6 0 и b > 0). Для этого достаточно прове-
рить, что ∫ ∞

0

a

t
ϕt(a + bt)e−λt dt = e−a(b+

√
b2+2λ )

или, подробнее, что∫ ∞

0

1√
2πt

a

t
e−

(a+bt)2

2t e−λt dt = e−a(b+
√

b2+2λ ). (4.16)

Левая часть (LS) в (4.16) равна

(LS) = e−ab

∫ ∞

0

1√
2πb

a

t
e

a2
2t e−

(
λ+ b2

2

)
t dt.

Мы знаем (см. § 2), что для любого Λ > 0∫ ∞

0

1√
2πt

a

t
e−

a2
2t e−Λt dt = e−a

√
2Λ.

Беря здесь Λ = λ + b2/2, получаем, что

(LS) = e−abe
−a

r
2
(
λ+ b2

2

)
= e−a(b+

√
b2+2λ ),

что совпадает с правой частью (4.16).

Имея установленную формулу pτab
(t) = a

t ϕt(a + bt), непосред-
ственным интегрированием находим, что

P(τab 6 t) =
∫ t

0

pτab
(s) ds = 1− Φ

(
a + bt√

t

)
+ e−2abΦ

(
bt− a√

t

)
.

(4.17)
Эта формула будет далее играть существенную роль в § 6.

5. Проиллюстрируем некоторые результаты о свойствах мо-
ментов остановки τa и τab, которые могут быть получены непо-
средственно из теоремы Гирсанова.
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(a) Для момента остановки

τa = inf{t : Bt > a}, a > 0,

при любом λ > 0 имеем (см. § 2)

E eλBτa−λ2
2 τa = 1.

Отсюда для любого µ 6 0

E e−µBτa−
µ2

2 τa = 1,

и процесс B̃µ
t = Bt + µ(t ∧ τa) является (см. (1.42)–(1.44))

броуновским движением относительно меры P̃a такой, что d P̃a =
e−µBτa−

µ2

a τa dP.

(b) Рассмотрим теперь момент остановки

τab = inf{t : Bt − bt > a}.

Беря µ = −b с b > 0, из соотношений (1.48) и (2.4) получаем, что
для λ > 0 и b > 0

E e−λτab = E
[
ebBτa− b2

2 τa e−λτa
]

= e−ab E e−
(
λ+ b2

2

)
τa

= e−ab e
−a

r
2
(
λ+ b2

2

)
= e−a(b+

√
2λ+b2 )

(ср. (4.15)).

Аналогичным образом находим, что для b > 0

P(τab 6 t) = E I(τab 6 t) = E e−bBτa− b2
2 τa I(τa 6 t)

= e−ab E e−
b2
2 τaI(τa 6 t)

= e−ab

∫ t

0

e−a b2
2 s a

s
ϕs(a) ds

= e−ab

∫ t

0

a

s

1√
2πs

e−
b2
2 s− a2

2s ds

=
1√
2π

∫ t

0

a

s3/2
e−

(a+bs)2

2s ds,
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что дает уже найденную ранее (п. 4) формулу

∂

∂t
P(τab 6 t) =

aϕt(a + bt)
t

.

Непосредственные вычисления показывают, что

P(τab < ∞) = e−ab

∫ ∞

0

a

t
ϕt(a) dt = e−ab−|ab|.

Если b > 0 и a > 0, то

e−ab−|ab| = e−2ab.

Тем самым, в этом случае P(τab < ∞) = e−2ab (ср. (4.12)).
Если же b < 0 и a > 0, то

e−ab−|ab| = 1

и P(τab < ∞) = 1, что было также уже установлено в п. 2.

Задачи (в связи с содержанием § 4).
1. Убедитесь в справедливости формулы (4.17).
2. В п. 5 (b) мы доказали формулу для преобразования Ла-

пласа E e−λτab при b > 0 с помощью теоремы Гирсанова.
Исследуйте аналогичным методом случай b < 0.

3. Найдите формулу для E τn
ab, n > 1, в случае b < 0.
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§ 5. Свойства момента остановки
σab = inf{t > 0 : |Bt − bt| > a}, a > 0

Основные свойства:

P(σab < ∞) = 1

E e−λσab =
ch(ab)

ch(a
√

2λ + b2 )

= 2 ch(ab)
∞∑

k=0

(−1)ke−(1+2k)a
√

2λ+b

Для определенности будем предполагать, что b > 0. По ана-
логии с последним пунктом 5 в § 4, имеем

P(σab < ∞) = E I(σab < ∞) = E I(σa < ∞)e−bBσa− b2
2 σa = 1, (5.1)

где σa = inf{t > 0 : |Bt| > a}. Сходным образом,

E e−λσab = E e−λσa e−bBσa− b2
2 σa (5.2)

и

E e−λσa,−b = E e−λσa ebBσa− b2
2 σa . (5.3)

Отсюда, учитывая, что

Law(σab) = Law(σa,−b)
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и что (P-п.н.)
(
ebBσa + e−bBσa )/2 = ch(ab), мы получаем из (5.2)

и (5.3) соотношение

E e−λσab = E e−σa

(
λ+ b2

2

)
ch(ab).

По формуле (3.4) имеем для λ > 0

E e−λσa =
1

ch(a
√

2λ )
= 2

∞∑
k=0

(−1)ke−(1+2k)a
√

2λ. (5.4)

Следовательно,

E e−λσab =
ch(ab)

ch(a
√

2λ + b2 )
(5.5)

и, значит,

E e−λσab = 2 ch(ab)
∞∑

k=0

(−1)ke(−1+2k)a
√

2λ+b. (5.6)

Задачи (в связи с содержанием § 5).

1. Найти формулы (аналогичные формулам для pσa(t) и
P(σa 6 t) в § 3) для pσab

(t) и P(σab 6 t).
2. Исследовать распределение момента остановки

σab = inf{t > 0 : |Bt| > a + bt}.

Случай b > 0, a > 0 проиллюстрирован на рисунке:PSfrag replacementsBt

a

−a

a +
bt

−a
−

bt

σab

t

(расходящиеся границы)
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Для b < 0, a > 0 картина такова:

PSfrag replacements
Bt

a

−a

a− |b|t

−a +
|b|t

σab

t

a

|b| (сходящиеся границы)

Замечание. Случай расходящихся границ был изучен в ста-
тье [7] также с помощью теоремы о преобразовании свободного
выбора. При этом автор этой статьи отмечает, что его метод не
работает для сходящихся границ. Весьма детальное исследова-
ние задач о пересечении границ броуновским движением для на-
клонных линий было проведено в большой статье [8]. Основные
методы этой статьи основаны на принципах отражения и вклю-
чения/исключения.
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§ 6. О распределении sup Bµ и sup |Bµ|
для броуновского движения Bµ со сносом

1. Пусть Bµ = (Bµ
t )t>0 – броуновское движение со сносом:

Bµ
t = µt + Bt, t > 0, µ ∈ R. По определению момента τab = inf{t :

Bt > a + bt} находим, что

{τab > t} =
{

sup
s6t

(Bs − bs) < a
}

. (6.1)

Отсюда и из (4.17), полагая µ = −b, получаем, что

P
(

sup
s6t

Bµ
s 6 x

)
= Φ

(
x− µt√

t

)
− e2µxΦ

(
−x− µt√

t

)
(6.2)

и

P
(

sup
s6t

(σBs + µs) 6 x
)

= Φ
(

x− µt

σ
√

t

)
− e

2µx

σ2 Φ
(
−x− µt

σ
√

t

)
. (6.3)

Из формулы (6.2) видим, что

(a) если µ > 0, то

P
(

sup
s>0

Bµ
s 6 x

)
= 0, x > 0;

(b) если µ < 0, то

P
(

sup
s>0

Bµ
s 6 x

)
= 1− e−2|µ|x, (6.4)

т.е.

sup
s>0

Bµ
s

law=
1

2|µ|
E , (6.5)

где E – случайная величина со стандартным экспоненциаль-
ным распределением (P(E > t) = e−t, t > 0).

2. Интересно, что результат (6.5) можно также быстро полу-
чить из следующего общего утверждения, которое, в свою оче-
редь, является простым следствием теоремы о преобразовании
свободного выбора.
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Лемма 1. Пусть M = (Mt)t>0 – неотрицательный непре-
рывный мартингал такой, что M∞ ≡ limt→∞ Mt = 0 с вероят-
ностью единица и M0 = m > 0 (m – константа). Тогда

sup
t>0

Mt
law=

m

U
, (6.6)

где U = U [0, 1] – случайная величина, равномерно распределенная
на [0, 1].

Доказательство. Положим τx = inf{t > 0 : Mt > x},
x > 0. Тогда по теореме о преобразовании свободного выбора
E Mt∧τx

=m, и, поскольку 0 6 Mt∧τx
6 x, по теореме о мажори-

руемой сходимости находим, что

m = lim
t→∞

E Mt∧τx = E [I(τx < ∞)Mτx ] + E [I(τx = ∞)M∞]

= xP(τx < ∞)

и, значит, для x > 0

P(τx < ∞) =
m

x
. (6.7)

Поскольку {τx < ∞} = {supt>0 Mt > x}, из (6.7) получаем, что

P
(

sup
t>0

Mt 6 x
)

= 1− m

x
= P

(
U >

m

x

)
= P

(m

U
6 x

)
,

т.е. supt>0 Mt
law= m/U . �

Из этой леммы формулу (6.4) можно получить, используя сле-
дующее замечание.

Введем мартингал

Mt = eλBt−λ2
2 t, t > 0,

где λ = −2µ > 0. Это – непрерывный мартингал с M0 = 1 и
M∞ = 0.

Из леммы выводим, что

P
(

sup
s>0

Bµ
s 6 x

)
= P

(
sup
s>0

e−2µBs− (2µ)2

2 s 6 e−2µ

)
= 1− 1

e−2kx
= 1− e−2|µ|x,

что и есть формула (6.4).
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3. Теперь мы укажем другой метод отыскания распределения
sups6t Bµ

s , t > 0, основанный на применении теоремы Гирсанова
и принципа отражения для броуновского движения.

Из (1.34) имеем

P
(

sup
t6T

Bµ
t 6 x

)
= E eµBT−µ2

2 T I
(

sup
t6T

Bt 6 x
)
. (6.8)

Отсюда видим, что для того чтобы найти распределение
supt>T Bµ

t , надо знать совместное распределение пары случайных
величин (supt6T Bt, BT ).

Используя принцип отражения (1.28a), находим, что для x > y

P
(

sup
t6T

Bt > x,BT 6 y
)

= P(BT > 2x− y)

= P

(
B1 >

2x− y√
T

)
=

∫ ∞

2x−y√
T

ϕ(u) du, (6.9)

где ϕ(u) = 1√
2π

e−
u2
2 .

Из (6.9) заключаем, что вектор ( supu61 Bu, B1) имеет плот-
ность распределения вероятностей

f(supu61 Bu,B1)(x, y) = −2ϕ′(2x− y), x > y ∨ 0, (6.10)

а (supu6T Bu, BT ) имеет плотность

f(supu6T Bu,BT )(x, y) = −2ϕ′
(

2x− y√
T

)
, x > y ∨ 0. (6.11)

Отсюда следует, что вектор (supt6T Bt, supt6T Bt−BT ) имеет
плотность распределения вероятностей

g(supt6T Bt,supt6T Bt−BT )(x, y) = −2ϕ′
(

x + y√
T

)
, x > 0, y > 0.

(6.12)
Из этой формулы видим, что случайные величины supt6T Bt и
supt6T Bt − BT имеют одну и ту же плотность распределения,
равную 2ϕ(x/

√
T ), которая, очевидно, совпадает с плотностью
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распределения случайной величины |BT |. Таким образом, для
фиксированного T

sup
t6T

Bt
law= sup

t6T
Bt −BT

law= |BT |.

Имея совместную плотность

f(supt6T Bt,BT )(x, y) = −2ϕ′
(2x− y√

T

)
, x > y ∨ 0,

из (6.8) непосредственным интегрированием получаем распреде-
ление вероятностей случайной величины supt6T Bµ

t :

P
(

sup
t>T

Bµ
t 6 x

)
= Φ

(
x− µT√

T

)
− e2µxΦ

(
−x− µT√

T

)
. (6.13)

Интересно заметить, что для получения этой формулы не обя-
зательно оперировать с “двумерным принципом отражения” (6.9).
На самом деле достаточно лишь знать, что формула (6.9) справед-
лива для y = x. Действительно, из (1.34), (1.27) с y = x и свойства
B̃

law= B, где B̃ – отраженное броуновское движение (см. (1.22)),
следует, что

P
(

sup
t6T

Bµ
t 6 x

)
= P(Bµ

T 6 x)− P
(

sup
t6T

Bµ
t > x,Bµ

t 6 x
)

(1.34)
= Φ

(x− µT√
T

)
− E eµBT−µ2

2 T I
(

sup
t6T

Bt > x,BT 6 x
)

(1.27)
= Φ

(x− µT√
T

)
− E eµ(2x− eBT )−µ2

2 T I(B̃T > x)

= Φ
(x− µT√

T

)
− e2µx E e−µBT−µ2

2 T I(BT > x)

(1.34)
= Φ

(x− µT√
T

)
− e2µx E I(B−µ

T > x)

= Φ
(x− µT√

T

)
− e2µx P(BT > x + µT )

= Φ
(x− µT√

T

)
− e2µx P(BT 6 −x− µT )

= Φ
(x− µT√

T

)
− e2µxΦ

(−x− µT√
T

)
.
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Задачи (в связи с содержанием § 6).
1. Исследовать распределение момента остановки τab = inf{t :
|Bt| > a + bt}.

2. Исследовать вопрос о распределении следующих векторных
случайных величин:(

sup
t6T

|Bt|, BT

)
,

(
sup
t6T

|Bµ
t |, Bµ

T

)
и (

sup
t6T

Bt, inf
t6T

Bt, BT

)
,

(
sup
t6T

Bµ
t , inf

t6T
Bµ

t , Bµ
T

)
.
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§ 7. О распределении sup B̂ и sup |B̂|
для броуновского моста B̂.

Критерии Колмогорова и Смирнова

1. Совместное распределение вектора (supB, B) было полу-
чено в § 6 на основании принципа отражения (см. (6.9), (6.10)).
Сейчас мы укажем другой метод отыскания Law(supB,B), осно-
ванный на приводимых ниже соображениях.

Чтобы найти совместное распределение вектора(
sup
s61

Bs, B1

)
,

достаточно, конечно, знать условное распределение2 (для x> y∨0)

P
(

sup
s61

Bs 6 x
∣∣ B1 = y

)
.

Это условное распределение, как нетрудно показать (задача 1),
совпадает (PB1-п.н., где PB1( · ) = P(B1 ∈ ·)) с распределением
P(sups61 B̂0,y

s 6 x), где B̂0,y =
(
B̂0,y

s

)
s61

есть броуновский мост
(из 0 в y):

B̂0,y
s = B̂s + sy, (7.1)

а B̂ = (B̂s)s61 – стандартный броуновский мост (из 0 в момент
времени нуль в 0 в момент времени единица):

B̂s = Bs − sB1, 0 6 s 6 1. (7.2)

Из (7.1) и (7.2) мы видим, что

B̂0,y
s = Bs + s(y −B1). (7.3)

Следующее замечание будет играть ключевую роль в на-
ших последующих вычислениях: стандартный броуновский мост
B̂ = (B̂s)06s61 можно определить, отправляясь от некоторого
броуновского движения B = (Bs)06s<∞, по формуле

B̂s = (1− s)B s
1−s

(7.4a)

2Заметим, что выражение P(sups61 Bs ∈ A |B1 = y) есть всего лишь
наглядное обозначение для функции R(A; y) такой, что R(A; B1(ω)) =
P(sups61 Bs ∈ A | FB1 )(ω) п.н., где FB1 есть σ-алгебра, порожденная слу-
чайной величиной B1.
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и, аналогично,

B̂0,y
s = B̂s + sy = (1− s)B s

1−s
+ sy, 0 6 s 6 1. (7.4b)

(Для этого достаточно убедиться в том, что ковариационные
функции процессов, стоящих в левых и правых частях этих соот-
ношений, совпадают.)

Следовательно (с t = s
s−1 , s = t

1+t , 1− s = 1
1+t ), при x > y

P
(

sup
s61

B̂0,y
s 6 x

)
= P

(
sup
s61

[
(1− s)B s

1−s
+ sy

]
6 x

)

= P

(
sup
t>0

[
1

1 + t
Bt +

ty

1 + t

]
6 x

)
= P

(
sup
t>0

Bt + ty

1 + t
6 x

)

= P

(
sup
t>0

t
(

Bt

t + y
)

1 + t
6 x

)
= P

(
sup
t>0

Bt

t + y
1
t + 1

6 x

)

= P

(
sup
u>0

uB1/u + y

u + 1
6 x

)
= P

(
sup
u>0

Bu + y

u + 1

)
= P

(
Bu + y 6 x(1 + u) для всех u > 0

)
= P

(
Bu + xu 6 xy для всех u > 0

)
= P

(
sup
u>0

(Bu − xu) 6 x− y
)
. (7.5)

Мы знаем из (6.5), что для x > 0

sup
u>0

(Bu − xu) law=
1
2x

E , (7.6)

где E – стандартная экспоненциально распределенная случайная
величина.

Отсюда и из (7.5) получаем

P
(

sup
s61

B̂0,y
s 6 x

)
= P

(
1
2x

E 6 x− y

)
= P

(
1
2
E 6

(
x− y

2

)2

− y2

4

)
(7.7)
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и

P
(

sup
s61

B̂s 6 x
)

= P

(
1
2
E 6 x2

)
= P

(√
E
2

6 x

)
,

т.е.

sup
s61

B̂s
law=

√
E
2

(7.8)

или, более подробно,

P
(

sup
s61

B̂s 6 x
)

= 1− e−2x2
.

В математической статистике распределение для sup B̂ хорошо
известно – это есть распределение в критерии Смирнова.

Из (7.7), учитывая, что, как было отмечено выше,

P
(

sup
s61

Bs 6 x |B1 = y
)

= P
(

sup
s61

B̂0,y
s 6 x

)
,

находим:

P
(

sup
s61

Bs > x, B1 6 y
)

=
1√
2π

∫ y

−∞
P

(
1
2
E >

(
x− z

2

)2

− z2

4

)
e−

z2
2 dz

=
1√
2π

∫ y

−∞
e−2(x− z

2 )2+ z2
2 −

z2
2 dz

=
1√
2π

∫ y

−∞
e−

1
2 (z−2x)2 dz = Φ(y − 2x).

Отсюда (для x > y ∨ 0)

P
(

sup
s61

Bs 6 x, B1 6 y
)

= P(B1 6 y)− P
(

sup
s61

Bs > x, B1 6 y
)

= Φ(y)− Φ(y − 2x), (7.9)

и, следовательно, совместная плотность вектора (sups61 Bs, B1)
задается формулой

f(sups61 Bs,B1)(x, y) = − ∂

∂x
ϕ(y − 2x)

= 2ϕ′(y − 2x) = −2ϕ′(2x− y), (7.10)

что совпадает с уже найденной ранее формулой (6.10).
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2. Как было упомянуто выше, закон распределения sups61 B̂s

связан с критерием Смирнова. Распределение для случайной ве-
личины sups61 |B̂s| связано с другим статистическим критерием –
критерием согласия Колмогорова. Покажем, что распределение
Колмогорова

K(x) ≡ P
(

sup
s61

|B̂s| 6 x
)
, x > 0, (7.11)

задается следующей формулой:

K(x) = 1− 2
∞∑

k=1

(−1)k+1e−2k2x2
=

∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2x2
. (7.12)

Аналогично (7.5) имеем

P
(

sup
s61

∣∣B̂0,y
s

∣∣ 6 x
)

= P

(
sup
u>0

∣∣∣Bu + y

u + 1

∣∣∣ 6 x

)
.

В частности, для y = 0 находим, что

P
(

sup
s61

|B̂s| 6 x
)

= P

(
sup
u>0

|Bu|
1 + u

6 x

)
= P

(
|Bu| 6 x(1 + u) для всех u > 0

)
.

Следовательно, если

γx = inf{t > 0 : |Bt| > x(1 + t)}, (7.13)

то
P
(

sup
s61

|B̂s| 6 x
)

= P(γx = ∞). (7.14)

Дадим мартингальное доказательство, основанное на теореме
о преобразовании свободного выбора, того факта, что

P(γx = ∞) = K(x), (7.15)

где K(x) задается формулой (7.12).

С этой целью рассмотрим мартингал

Mt =
eλBt + e−λBt

2
e−

λ2
2 t

(
= ch(λBt)e−

λ2
2 t

)
. (7.16)
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По определению (7.13) момента γx

|Bt∧γx | 6 x(1 + t ∧ γx).

Учитывая оценку
chx 6 ex, x > 0,

получаем

Mt∧γx
6 e

(
λx−λ2

2

)
(t∧γx)+λx.

Если λ > 2x, то λx− λ2/2 6 0 и

0 6 Mt∧γx
6 eλx.

Таким образом, мы можем применить теорему о преобразова-
нии свободного выбора, которая дает

E Mt∧γx
= 1

для всех t > 0, и, следовательно,

1= lim
t→∞

E Mt∧γx
= E

[
I(γx <∞) ch(λBγx

) · e−λ2
2 γx + I(γx =∞) · 0

]
,

т.е. для λ > 2x

E
[
I(γx < ∞) ch(λBγx)e−

λ2
2 γx

]
= 1

или

E
[
I(γx < ∞)eλx(1+γx)−λ2

2 γx

]
= 2− E

[
I(γx < ∞)e−λx(1+γ−x)−λ2

2 γx

]
. (7.17)

Возьмем здесь λ = 2kx, k = 1, 2, . . . . Тогда находим, что(
λx− λ2

2

)
γx + λx = 2kx2(1− k)γx + 2kx2

и (
−λx− λ2

2

)
γx − λx = −2kx2(1 + k)γx − 2kx2.

Учитывая эти формулы, из (7.17) получаем, что

ak ≡ E
[
I(γx < ∞)e2k(1−k)x2γx

]
= 2e−2kx2

− e−4kx2
E
[
I(γx < ∞)e−2k(1+k)x2γx

]
= 2e−2kx2

− e−4kx2
ak+1.
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Из этих рекуррентных соотношений следует, что

a1 = P(γx < ∞) = 2e−2x2
− e−4x2

a2

= 2e−2x2
− 2e−8x2

+ e−12x2
a3 = · · · .

Следовательно,

P(γx < ∞) = 2
∞∑

k=1

(−1)k+1e−2k2x2

и

K(x) = P(γx = ∞) = 1− 2
∞∑

k=1

(−1)k+1e−2k2x2

=
∞∑

k=−∞

(−1)ke−2k2x2
. (7.18)

Замечание 1. В случае a > 0, b > 0

P
(
|Bt| 6 at + b для всех t > 0

)
= P

(
|Bt| 6

√
ab (1 + t) для всех t > 0

)
= P

(
γ√ab = ∞

)
.

Таким образом,

P
(
|Bt| 6 at + b для всех t > 0

)
=

∞∑
k=−∞

(−1)ke−2k2ab.

3. Замечание 2. Кай-Лай Чжуном [9] сформулирован инте-
ресный вопрос: как увидеть, что функция

G(y) =
∞∑

k=−∞

(−1)ke−k2y, y > 0,

является функцией распределения? (G(y) соотносится с K(x) по
очевидной формуле G(2x2) = K(x).) Его ответ на этот вопрос
основывался на установленном им же равенстве

G(y) = P

( ∞∑
n=1

En

n2
6 y

)
,
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где (En)n>1 – последовательность независимых одинаково экспо-
ненциально распределенных случайных величин.

Задачи (в связи с содержанием § 7).
1. Доказать, что для x> y∨0 (PB1-п.н., где PB1( · )= P(B1 ∈ · ))

справедливо равенство

P
(

sup
s61

Bs 6 x |B1 = y
)

= P
(

sup
s61

B̂0,y
s 6 x

)
.

2. Доказать (7.4a) и (7.4b).
3. Сравнить приведенное выше мартингальное доказатель-

ство формул (7.11) и (7.12) с оригинальным доказатель-
ством Колмогорова [10] и доказательством Дуба [11], [12].

4. В дополнение к формулам для K(x) в (7.12) доказать, что
справедливо также представление

K(x) =
√

2π

x

∞∑
k=1

e−(2k−1)2 π2

x2

и что плотность fK(x) распределения K = K(x) задается
формулой

fK(x) = 8x

∞∑
k=1

(−1)k−1k2e−2k2x2
.
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§ 8. О фундаментальных тождествах Вальда
для броуновского движения

1. Следующие три тождества Вальда играют важную роль
во многих задачах математической статистики и теории вероят-
ностей.

Если B = (Bt)t>0 – броуновское движение и τ – момент оста-
новки, то

E
√

τ < ∞ ⇒ E Bτ = 0, (8.1)

E τ < ∞ ⇒ E B2
τ = E τ (8.2)

и

E e
λ2
2 τ < ∞ ⇒ E eλBτ−λ2

2 τ = 1. (8.3)

(Условие E e
λ2
2 τ < ∞ есть хорошо известное условие Новикова,

a (8.3) – критерий Новикова.)

В разделе C § 1 мы видели, что выполнение условия

E eλBτ−λ2
2 τ = 1

дает возможность построить новую вероятностную меру P̃ с dP̃ =
Zτ (λ) dP, где Zτ (λ) = eλBτ−λ2

2 τ , такую, что процесс

B̃λ
t = Bt − λ(t ∧ τ)

является броуновским движением.

Стохастическая экспонента

Zt(λ) = E(λ)t = eλBt−λ2
2 t

и ее обобщения для семимартингалов играют чрезвычайно важ-
ную роль в общем стохастическом исчислении (см. [4], [5]).

2. Мы сосредоточим сейчас наше внимание на доказательстве
утверждения (8.3).

Введем следующие три условия:

I
(

1+ε
2 ;λ

)
: E e

1+ε
2 λ2τ < ∞, ε > 0 [5];

II
(

1
2 ;λ

)
: E e

1
2 λ2τ < ∞ [13], [14];

III
(

1
2−;λ

)
: lim

ε↓0
ε lnE e( 1

2−ε)λ2τ = 0 [15], [24].
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Ясно, что

I
(

1+ε
2 ;λ

)
⇒ II

(
1
2 ;λ

)
⇒ III

(
1
2−;λ

)
,

и мы хотим показать, что самое слабое условие III
(

1
2−;λ

)
влечет

свойство E Zτ (λ) = 1. Оказывается, что если доказать, что для
любого ε > 0 и любого λ > 0

I
(

1+ε
2 ;λ

)
: E e

1+ε
2 λ2τ < ∞ ⇒ E Zτ (λ) = 1,

то тогда легко можно доказать, что

II
(

1
2 ;λ

)
⇒ III

(
1
2−;λ

)
⇒ E Zτ (λ) = 1.

Чтобы доказать, что

I
(

1+ε
2 ;λ

)
⇒ E Zτ (λ) = 1, (8.4)

достаточно проверить, что для некоторого δ > 0

sup
t

E (Zt∧τ (λ))1+δ < ∞, (8.5)

поскольку это условие (8.5) влечет равномерную интегрируемость
семейства {Zt∧τ (λ), t > 0}, обеспечивающую требуемое равенство
E Zτ (λ) = 1.

Чтобы доказать (8.5), запишем (Zt(λ))1+δ в следующем виде:

(Zt(λ))1+δ = Ψ(1)
t ·Ψ(2)

t = e(1+δ)Bt− p(1+δ)2

2 t · e
p(1+δ)2

2 − 1+δ
2 t. (8.6)

Возьмем p = 1 + ε, q = 1+ε
ε . Тогда по неравенству Гëльдера

E (Zt(λ))1+δ 6
[
E
(
Ψ(1)

t

)p]1/p ·
[
E
(
Ψ(2)

t

)q]1/q = 1 ·
[
E
(
Ψ(2)

t

)q]1/q
.

Выберем теперь δ > 0 такое, что для данного 0 < ε < 1

δ(1 + ε) 6
ε2

(1 + ε)(1 + 2ε)
.

Тогда (
Ψ(2)

t

)q
6 e( 1

2+ε)t.

Следовательно,

E
(
Zt∧τ (λ)

)1+δ
6 E e( 1

2+ε)τ < ∞

и, значит, 1 = limt→∞ E Zt∧τ (λ) = E Zτ (λ).
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Покажем теперь, что

II
(

1
2 ;λ

)
: E e

λ2
2 τ < ∞ ⇒ E Zτ (λ) = 1.

Возьмем 0 < ε < 1 и λε = (1− ε)λ. Для такого λε

E e
1+ε
2 λ2

ετ = E e
(1+ε)(1−ε)2λ2

2 τ 6 E e
λ2
2 τ < ∞.

Тогда из (8.4), применяя неравенство Гëльдера с 1/p = 1 − ε,
1/q = ε, получаем

1 = E Zτ (λε) = E Zτ ((1− ε)λ) = E eλ(1−ε)Bτ−λ2(1−ε)2

2 τ

= E e(1−ε)
(
λBτ−λ2

2 τ
)
e

(1−ε)ελ2τ
2 6

[
E Zτ (λ)

]1−ε
[
E e(1−ε) λ2

2 τ
]ε

6
[
E Zτ (λ)

]1−ε
[
E e

λ2
2 τ

]ε

. (8.7)

Если E e
λ2
2 τ < ∞, то из (8.7) предельным переходом при ε ↓ 0

получаем, что E Zτ (λ) > 1. Но, очевидно, E Zτ (λ) 6 1. Поэтому
E Zτ (λ) = 1.

Чтобы доказать, наконец, импликацию

III
(

1
2−;λ

)
: lim

ε↓0
ε lnE e

1−ε
2 λ2τ = 0 ⇒ E Zτ (λ) = 1, (8.8)

достаточно заметить, что из соотношения

lim
ε↓0

ε lnE e
(1−ε)λ2

2 τ = 0

или эквивалентного ему равенства

lim
ε↓0

[
E e

(1−ε)λ2

2 τ
]ε

= 1

следует, что для достаточно малых ε > 0

E e
(1−ε)λ2

2 τ < ∞.

Отсюда для λε = (1− ε)λ получаем

E e
1+ε
2 λ2

ετ = E e
(1+ε)(1−ε)2λ2

2 τ = E e
(1−ε)(1−ε2)

2 τ < ∞.
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Тем самым, мы можем использовать критерий I
(

1+ε
2 ;λε

)
, который

в силу (8.7) дает неравенство

1 6
[
E Zτ (λ)

]1−ε
[
E e(1−ε) λ2

2 τ
]ε

. (8.9)

Переходя здесь к пределу при ε ↓ 0 и пользуясь свойством
III

(
1
2−;λ

)
: limε↓0 ε ln E e(1−ε) λ2

2 τ = 0, находим, что 1 > E Zτ (λ).
Вместе с очевидным неравенством E Zτ (λ) 6 1 это дает требуемое
равенство E Zτ (λ) = 1.

3. Во многих случаях (наряду с установленными критерия-
ми I, II и III) оказывается полезным критерий Казамаки (см.,
например, [16]):

sup
t>0

E e
1
2 Bt∧τ < ∞ ⇒ E eBτ− τ

2 = 1. (8.10)

Например, для τ = τa, где критерий Новикова (II) не работает
(поскольку здесь E e

1
2 τa = ∞), критерий Казамаки применим, по-

скольку, очевидно, E e
1
2 Bt∧τa 6 e

a
2 < ∞ для всех t > 0.

Задачи (в связи с содержанием § 8).
1. Дать доказательство первого (8.1) и второго (8.2) тождеств

Вальда.
2. Доказать, что процесс B̃λ = (B̃λ

t )t>0 с B̃λ
t = Bt − λ(t ∧ τ)

является броуновским движением относительно меры P̃, где
dP̃ = Zτ (λ) dP.

3. Доказать (используя общую формулу Ито для семимартин-
галов), что стохастическая экспонента E = (E(X)t)t>0 удо-
влетворяет уравнению

dE(X)t = E(X)t− dXt.

(Определение стохастической экспоненты E = (E(X)t)t>0

и формулу Ито для семимартингалов можно найти, напри-
мер, в [4], [5].)

4. Проанализировать доказательства критерия Новикова (8.3),
приведенные в книгах [3], [5].

5. Доказать критерий Казамаки (8.10).
6. Доказать, что

E e
1
2 Bt∧τ 6

[
E e

1
2 τ

]2
.

(Отсюда, следует, в частности, что критерий Казамаки сла-
бее критерия Новикова.)
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§ 9. Свойства момента остановки
ρc = inf{t > 0 : Bt 6 −a + c

√
t + b },

где b > 0, a > c
√

b

Основные свойства:

P(ρc < ∞) = 1

E (ρc + b)ν =
Hν(a/

√
b ) bν

Hν(c)

=
D2ν(−a/

√
b ) bν e

a2−c2b
4b

D2ν(−c)
Re ν < ν(c)

Здесь

Hν(z) ≡
∫ ∞

0

ezt− t2
2 t−2ν−1 dt

= D2ν(−z)e
z2
4 Γ(−2ν), Re ν < 0, (9.1)

Dν(z) есть функция параболического цилиндра порядка ν (см. [7,
9.241.2]) и ν(c) – первый положительный нуль функции D2ν(−c).

Очевидно, что ρc 6 τc и поэтому P(ρc < ∞) = 1. Для λ > 0
мы также имеем, что 1 > E eλBρc−λ2

2 ρc > E eλBτc−λ2
2 τc = 1. Следо-

вательно,
E eλBρc−λ2

2 ρc = 1.

Отсюда, учитывая, что ρc < ∞ (P-п.н.), получаем

E eλ(−a+c
√

ρc+b )−λ2
2 ρc = 1

или
E eλc

√
ρc+b−λ2

2 (ρc+b) = eaλ−λ2
2 b.

Умножая обе части последнего равенства на λ−2ν−1, Re ν < 0, и
интегрируя по dλ, находим, что∫ ∞

0

E eλc
√

ρc+b−λ2
2 (ρc+b) · λ−2ν−1 dλ

=
∫ ∞

0

eaλ−λ2
2 · λ−2ν−1 dλ = Hν

(
a√
b

)
b−ν , (9.2)

где Hν(z) определено в (9.1).
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После замены переменных в первом интеграле в (9.2) полу-
чаем

Hν(c) E (ρc + b)ν = Hν

(
a√
b

)
bν .

Отсюда следует, что

E (ρc + b)ν =
Hν(a/

√
b ) bν

Hν(c)
, (9.3)

или (см. (9.1))

E (ρc + b)ν =
D2ν(−a/

√
b ) bνe

a2−c2b
4b

D2ν(−c)
(9.4)

для всех ν таких, что Re ν < 0. С помощью аналитического про-
должения или используя функциональное соотношение

− 2νHν(z) ≡
∫ ∞

0

ezt−t2/2(t− z)t−2ν dt = Hν−1(z)− zHν−1/2(z),

(9.5)
устанавливаем, что эта формула остается справедливой для всех
ν с Re ν < ν(c).

Более деликатный анализ показывает, что

P(ρc > t) ∼ const
tν(c)

, t →∞, (9.6)

где ν(c) – непрерывная монотонная функция такая, что

ν(−∞) = 0, ν(0) =
1
2
, ν(1) = 1, ν(∞) = ∞. (9.7)

Задачи (в связи с содержанием § 9).
1. Доказать формулу (9.3) и (9.5).
2. Обосновать асимптотическое выражение (9.6).
3. Доказать непрерывность и монотонность функции ν(c) и

установить свойства (9.7).
4. Ознакомиться со статьями [30], [31] и [14], посвященными

исследованию свойств моментов ρc, и сравнить приведен-
ные там доказательства свойства (9.4) c доказательством,
данным в настоящем параграфе.
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§ 10. Свойства момента остановки
δc = inf{t > 0 : |Bt| > c

√
t + b }, b > 0

Основные свойства:

E (δc + b)ν =
bνHν(0)

1
2

(
Hν(c) + Hν(−c)

)
=

2bνe−c2/4

D2ν(−c) + D2ν(c)
Re ν < ν∗(c)

Здесь ν∗(c) – первый положительный корень уравнения D2ν(−c)+
D2ν(c) = 0 (функции Hν и D2ν определены в § 9).

Согласно определению (9.1),

Hν(z) =
∫ ∞

0

ezt− t2
2 t−2ν−1 dt. (10.1)

Используя второе равенство в (9.1), получаем∫ ∞

0

ch(zt)e−
t2
2 t−2−ν−1 dt =

1
2
(
Hν(z) + Hν(−z)

)
=

1
2
(
D2ν(z) + D2ν(−z)

)
e

z2
4 Γ(−2ν), Re ν < 0. (10.2)

Аналогично случаю, рассмотренному в § 9 для момента останов-
ки ρc, получаем что для λ > 0

E ch(λδc)e−
λ2
2 δc = 1. (10.3)

Тот же метод (умножения обеих частей на λ−2ν−1, Re ν < 0, и
интегрирования по dλ), что и в § 9, приводит к следующему вы-
ражению (ср. (9.3)):

E(δa + b)ν =
Hν(0)bν

1
2 (Hν(c) + Hν(−c))

=
2bνe−c2/4

D2ν(c) + D2ν(−c)
, Re ν < ν∗(c), (10.4)
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где ν∗(c) – первый положительный корень уравнения D2ν(c) +
D2ν(−c) = 0.

Функция ν∗ = ν∗(c) непрерывна и монотонна и

ν∗(0) = ∞, ν∗(1) = 1, ν∗(∞) = 0. (10.5)

Можно показать, что

P(δc > t) ∼ const
tν∗(c)

, t →∞. (10.6)

Задачи (в связи с содержанием § 10).
1. Дать во всех подробностях доказательство формул (10.3),

(10.4).
2. Доказать формулы (10.5) и (10.6).
3. Используя технику, примененную при изучении моментов ρc

(§ 9) и δc (настоящий § 10), исследовать момент остановки

∆c = inf
{
0 6 t 6 1 : |Bt| > c

√
1− t

}
.

4. Ознакомиться с [32] и [14], где изучались свойства момен-
та δc.
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§ 11. Свойства моментов остановки
τµ

>b = inf{t > 0 : Bµ
t > b}, τµ

6a = inf{t > 0 : Bµ
t 6 a}

и τµ
a,b = τµ

6a ∧ τµ
>b, где a < 0 < b

Основные свойства (µ > 0):

P(τµ
6a < τµ

>b) = P(τµ
a,b = τµ

6a) =
1− e−2µb

e−2µa − e−2µb

P(τµ
>b < τµ

6a) = P(τµ
a,b = τµ

>b) =
e−2µa − 1

e−2µa − e−2µb

E e−λτµ
a,b =

eµb sh(−a
√

µ2 + 2λ ) + eµa sh(b
√

b2 + 2λ )

sh[(b− a)
√

µ2 + 2λ ]

1. В § 2 для случая µ = 0 было показано, что

P(τ0
6a < τ0

>b) = P(τ0
a,b = τ0

6a) =
b

b− a
(11.1)

и
P(τ0

>b < τ0
6a) = P(τ0

a,b = τ0
>b) =

|a|
b− a

(11.2)

(см. формулы (2.15) и (2.16), где τa = τ0
6a и τb = τ0

>b).
Чтобы доказать соответствующие формулы для P(τµ

6a < τµ
>b)

и P(τµ
>b < τµ

6a), рассмотрим мартингал

Mt = eλ(Bµ
t −µt)−λ2

2 t, t > 0. (11.3)

Положим λ = −2µ. Тогда

Mt = e−2µBµ
t , t > 0.
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Здесь 0 6 Mt∧τµ
a,b

6 e2µa для всех t > 0. По теореме о преобразо-
вании свободного выбора,

E Mτµ
a,b

= 1. (11.4)

Обозначим

B = {τµ
a,b = τµ

>b}, A = {τµ
a,b = τµ

6a}.

Нетрудно убедиться в том, что

P(A) + P(B) = 1. (11.5)

Тогда из (11.4) находим

1 = P(B)e−2µb + (1− P(B))e−2µa,

что дает для P(τµ
6a < τµ

>b) = P(A) и P(τµ
>b < τµ

6a) = P(B) следую-
щие формулы:

P
(
τµ
6a < τµ

>b

)
=

1− e−2µb

e−2µa − e−2µb
(11.6)

и

P
(
τµ
>b < τµ

6a

)
=

e−2µa − 1
e−2µa − e−2µb

. (11.7)

Заметим, что эти формулы могут быть записаны также в следу-
ющем виде:

P
(
τµ
6a < τµ

>b

)
= eµa sh(bµ)

sh[(b− a)µ]
(11.8)

и
P
(
τµ
>b < τµ

6a

)
= eµb sh(−aµ)

sh[(b− a)µ]
, (11.9)

где sh(x) = (ex − e−x)/2.

2. Рассмотрим сейчас преобразование Лапласа для величин
τµ
6a, τµ

>b и τµ
a,b = τµ

6a ∧ τµ
>b. Из (11.4) следует, что для любого

λ > 0 и τ = τµ
a,b

E eλ(Bµ
τ−µτ)−λ2

2 τ = 1 (11.10)

и
E e−λ(Bµ

τ−µτ)−λ2
2 τ = 1. (11.11)
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Отсюда получаем

E
[
eλb−τ(λµ+ λ2

2 );B
]

+ E
[
eλa−τ(λµ+ λ2

2 );A
]

= 1 (11.12)

и

E
[
eλb−τ(−λµ+ λ2

2 );B
]

+ E
[
e−λa−τ(−λµ+ λ2

2 );A
]

= 1. (11.13)

Для фиксированного θ > 0 выберем λ > 0 так, чтобы выполня-
лось равенство λµ+λ2/2 = θ. Ясно, что λ = −µ+

√
µ2 + 2θ. Тогда

из (11.12) получаем, что

eb(−µ+
√

µ2+2θ ) E (e−θτ ;B) + ea(−µ+
√

µ2+2θ ) E (e−θτ ;A) = 1.
(11.14)

Аналогичным образом, в (11.13) возьмем λ > 0 такое, что (для
фиксированного θ > 0) −λµ + λ2/2 = θ. Решая это квадратное
уравнение, видим, что λ должно определять равенством λ = µ +√

µ2 + 2θ. Таким образом, из (11.13) получаем

eb(µ+
√

µ2+2θ ) E (e−θτ ;B) + ea(µ+
√

µ2+2θ ) E (e−θτ ;A) = 1. (11.15)

Из уравнений (11.14) и (11.15) находим E (e−θτ ;B) и E (e−θτ ;A):

E (e−θ τ ;B) = E(e−θ τµ
>b ;B) = eµb sh

[
−a

√
µ2 + 2θ

]
sh

[
(b− a)

√
µ2 + 2θ

] (11.16)

и

E (e−θ τ ;A) = E (e−θ τµ
6a ;A) = eµa sh

[
b
√

µ2 + 2θ
]

sh
[
(b− a)

√
µ2 + 2θ

] . (11.17)

Из этих формул, в свою очередь, следует (в силу определения
множеств A и B и формул (11.8) и (11.9)), что

E e−θ τµ
a,b =

eµb sh
[
−a

√
µ2 + 2θ

]
+ eµa sh

[
b
√

µ2 + 2θ
]

sh
[
(b− a)

√
µ2 + 2θ

] , (11.18)

что и есть требуемая формула (с θ вместо λ).

3. Рассмотрим частный случай полученных формул с a = −b,
b > 0. Из (11.18) имеем

E e−θ τµ
−b,b =

[
eµb + e−µb

]
sh

[
b
√

µ2 + 2θ
]

sh
[
2b

√
µ2 + 2θ

] . (11.19)
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Поскольку sh(2x) = 2 sh(x) ch(x), то

E e−θ τµ
−b,b =

ch(µb)

ch
[
b
√

µ2 + 2θ
] . (11.20)

Отметим, что эта формула была получена ранее в § 5, где мы
рассматривали момент остановки σab = inf{t > 0 : |Bt − bt| > a}.
В самом деле, согласно (5.5) (с λ = θ),

E e−θ σab =
ch(ab)

ch
[
a
√

b2 + 2θ
] . (11.21)

Но если взять здесь a = b, −b = µ, то мы получим

σab = σb,−µ = τµ
−b,b.

Таким образом, для a = b, −b = µ из (11.21) находим представле-
ние

E e−θ σab =
ch(µb)

ch
[
b
√

µ2 + 2θ
] , (11.22)

что совпадает с (11.20).

Задачи (в связи с содержанием § 11).
1. Доказать справедливость соотношения (11.5).
2. Восстановить детали доказательств соотношений (11.16)

и (11.17).
3. Используя формулу (11.9), показать, что если a фиксирова-

но (a < 0) и b ↑ ∞, то для µ > 0

lim
b↑∞

P
(
τµ
6a < τµ

>b

)
= P

(
inf
t>0

Bµ
t < a

)
= e−2µ|a|.

Сравнить эту формулу с формулой (6.4).
4. Дать формулу для E τµ

a,b.
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§ 12. Свойства момента остановки
τµ(H) = inf{t > 0 : max

s6t
Bµ

s − Bµ
t > H}

(связанного с падением Bµ на величину H, H > 0)

Основные свойства:

Для µ = 0:

E τ0(H ) = H2,

E e−λτ0(H) =
1

ch(H
√

2λ )
, λ > 0

Для µ 6= 0:

E τµ(H) =
1

2µ2
(e2µH − 1− 2µH ),

E e−λτµ(H) =
e−µH

ch(∆ ·H)− µ
∆ sh(∆ ·H )

, ∆ =
√

µ2 + 2λ, λ > 0

1. Момент остановки τµ(H) – это момент первого падения
(drawdown, downfall, . . . ) на величину H. В финансовой матема-
тике и финансовой инженерии падение на интервале [0, t] опреде-
ляется как изменение стоимости активов

– от достигнутого в прошлом пика до настоящего значения,
– от наивысшего уровня до наинизшего.

Момент τµ(H) можно рассматривать как статистическую меру
риска инвестирования в качестве альтернативы стандартным ме-
рам риска, таким как вероятность возврата, V@R, Sharpe ratio
и т.д. (см. [29]).

2. Случай µ = 0 относительно прост для изучения, поскольку
в силу (одномерной) теоремы Леви (о совместном распределении
B и supB; см. формулу (1.51) в § 1, раздел D)

max B −B
law= |B|,

т.е. Law(maxs6t Bs −Bt; t > 0) = Law(|Bt|; t > 0). Отсюда имеем

Law(τ0(H)) = Law(σH), (12.1)

где σH = inf{t > 0 : |Bt| > H}.
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Из § 3 (см. (3.4)) находим, что для любого λ > 0

E e−λτ0(H) =
1

ch(H
√

2λ )
. (12.2)

Отсюда
E τ0(H) = E σH = H2 (12.3)

(ср. с (3.1) и (3.2)).
Из (12.2) получаем также, что

D τ0(H) = D σH =
2
3

H4. (12.4)

В силу (12.1) и свойства max B−B
law= |B| имеем также следующее

свойство:
E max

t6τ0(H)
Bt = E |BσH

| = H. (12.5)

3. Займемся теперь вопросом о совместном распределении
Law(τ0(H),Mτ0(H)), где Mt = maxs6t Bs.

С этой целью заметим, что (на множестве {τ0(H) < ∞})

Mτ0(H) = Bτ0(H) + H. (12.6)

Поэтому знание закона Law(τ0(H),Mτ0(H)) равносильно зна-
нию закона Law(τ0(H), Bτ0(H)).

Покажем, что для последнего распределения двумерное преоб-
разование Лапласа (в предположении, что λ > 0, β < ∆ cth(∆·H))
выражается следующей формулой:

E e−λτ0(H)+βBτ0(H) =
e−βH

ch(∆ ·H)− β
∆ sh(∆ ·H)

, (12.7)

что в силу (12.6) эквивалентно формуле

E e−λτ0(H)+βMτ0(H) =
1

ch(∆ ·H)− β
∆ sh(∆ ·H)

. (12.8)

Кратчайший путь доказательства формулы (12.8) основан на
приводимых ниже “марковских” соображениях.
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Пусть Y = (Yt)t>0 – стандартное броуновское движение с от-
ражением, выходящее из нуля [6], [16]. (Хорошо известно [6], [16],
что такой процесс может быть реализован как модуль |B| стан-
дартного броуновского движения B.) Теорема Леви о совместном
распределении B и supB (см. раздел D в § 1) утверждает, что

(supB −B, supB) law= (Y, L0(Y )), (12.9)

где L0(Y ) = (L0(Y )t)t>0 – локальное время процесса Y = (Yt)t>0.
Если γ0(H) = inf{t > 0 : Yt = H}, то из (12.9) получаем, что

E e−λτ0(H)+βMτ0(H) = E e−λγ0(H)+βL0(Y )γ0(H) . (12.10)

Чтобы вычислить преобразование Лапласа в правой части
(12.10), воспользуемся методом дифференциальных уравнений из
теории марковских процессов.

Будем рассматривать процесс Y , который начинается в про-
извольной точке y > 0 (а не в точке y = 0, как стандартное
отраженное броуновское движение).

Обозначим

h(y) = E
(
e−λγ0(H)+βL0(Y )γ0(H)

∣∣ Y0 = y
)
. (12.11)

Хорошо известно (см., например, [6], [16] или [17]), что

1
2 h′′(y) = λh(y) при 0 < y < H, (12.12)
h′(0+) = −βh(0), (12.13)
h(H) = 1. (12.14)

Из (12.12) получаем

h(y) = c1 ch(∆ · y) + c2 sh(∆ · y), (12.15)

где c1 и c2 – константы и ∆ = +
√

2λ.

Принимая во внимание условие (12.13), видим, что h(y) можно
переписать в следующем виде:

h(y) = (c∆) ch(∆ · y)− (c β) sh(∆ · y), (12.16)

где c – константа.
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Используя теперь условие (12.14), находим, что для всякого
β < cth(∆H)

c =
1

∆ ch(∆ ·H)− β sh(∆ ·H)
. (12.17)

Следовательно, решение h = h(y) задачи (12.12)–(12.14) опреде-
ляется формулой

h(y) =
∆ ch(∆ · y)− β sh(∆ · y)

∆ ch(∆ ·H)− β sh(∆ ·H)
. (12.18)

Для y = 0

h(0) =
1

ch(∆ ·H)− β
∆ sh(∆ ·H)

. (12.19)

Отсюда и из (12.10), (12.11) получаем преобразование Лапла-
са (12.8).

4. Рассмотрим теперь случай µ 6= 0. Применяя теорему Гир-
санова (см. (1.48)), находим, что

E e
−λτµ(H)+βBµ

τµ(H) = E
[
e
−λτ0(H)+βB0

τ0(H) · eµB0
τ0(H)−

µ2

2 τ0(H)
]

= E e
−
(
λ+ µ2

2

)
τ0(H)+(β+µ)B0

τ0(H) . (12.20)

Используя формулу (12.7), из (12.20) получаем, что если β + µ <
∆ cth(∆ ·H), то

E e
−λτµ(H)+βBµ

τµ(H) =
e−(β+µ)H

ch(∆ ·H)− β+µ
∆ sh(∆ ·H)

. (12.21)

Отсюда, учитывая, что на множестве {τµ(H) < ∞}

Mµ
τµ(H) = Bµ

τµ(H) + H, (12.22)

где Mµ
t = maxs6t Bµ

s , приходим к следующей формуле:

E e
−λτµ(H)+βMµ

τµ(H) =
e−µH

ch(∆ ·H)− β+µ
∆ sh(∆ ·H)

(12.23)

(напомним, что ∆ =
√

µ2 + 2λ ).



§ 12. Свойства момента остановки τµ(H) 69

Из этой формулы следует, что

E e−λτµ(H) =
e−µH

ch(∆ ·H)− µ
∆ sh(∆ ·H)

, (12.24)

и, как следствие, получаем равенство

E τµ(H) =
1

2µ2

(
e2µH − 1− 2µH

)
. (12.25)

5. Полагая в (12.8) и (12.23) λ = 0, находим, что для θ > 0

E e−θMτ0(H) =
1

1 + θH
(12.26)

и

E e−θMτµ(H) =
e−µH

ch(|µ|H) + θ−µ
|µ| sh(|µ|H)

. (12.27)

Из (12.26) следует, что случайная величина Mτ0(H) (= Bτ0(H)+H)
имеет экспоненциальное распределение с параметром 1/H:

Law
(
Mτ0(H)

)
= Exp

( 1
H

)
, (12.28)

т.е. плотность pMτ0(H)
(x) распределения вероятностей величины

Mτ0(H) дается формулой

pMτ0(H)
(x) =

1
H

e−x/H , x > 0. (12.29)

Несложными преобразованиями правую часть (12.27) можно при-
вести к виду

1
1 + θ · e2µH−1

2µ

. (12.30)

Таким образом, преобразование Лапласа случайной величины
Mτµ(H) можно записать как

E e−θMτµ(H) =
1

1 + θ · e2µH−1
2µ

(12.31)

(для любого µ ∈ R). Отсюда следует, что Mτµ(H) имеет экспонен-
циальное распределение с параметром 2µ/(e2µH − 1):

Law
(
Mτµ(H)

)
= Exp

(
2µ

e2µH−1

)
. (12.32)

Плотность распределения вероятностей случайной величины
Mτµ(H) дается формулой (12.29), где вместо H надо взять
(e2µH − 1)/2µ.
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Задачи (в связи с содержанием § 12).
1. Убедиться в том, что для любого фиксированного T > 0

max
t6T

Bt
law= max

t6T
Bt −BT

law= |BT |.

Показать, что, вообще говоря, Law(max B) 6= Law(|B|).
2. Пусть

σµ(H) = inf
{

t > 0 : Bµ
t −min

s6t
Bµ

s > H
}

и mµ
t = min

s6t
Bµ

s .

По аналогии с формулами (12.21), (12.23) найти формулы
для

E e
−λσµ(H)+βBµ

σµ(H) , E e
−λσµ(H)+βmµ

σµ(H) .

Показать также, что

E σµ(H) =
1

2µ2

(
e−2µH − 1 + 2µH

)
.

3. Как изменятся приведенные в этом параграфе формулы, ес-
ли вместо процесса Bµ

t = µt + Bt рассматривать процесс
Bµ,σ

t = µt + σBt, t > 0?
4. Исследовать вопрос о структуре преобразований Лапласа

для распределений вероятностей
(a) величин

(
τµ(H), σµ(H)

)
,

(b) величин
(
Mµ

τµ(H), mµ
σµ(H)

)
и

(c) четверки величин
(
τµ(H), σµ(H), Mµ

τµ(H), mµ
σµ(H)

)
.

Замечание. Более подробные сведения о моментах остановки
τµ(H) и σµ(H) можно найти в [18], [17], [19], [20].



§ 13. Свойства момента остановки ρ
(3)
a 71

§ 13. Свойства момента остановки

ρ(3)
a = inf{t > 0 : R

(3)
t (B) = a}, a > 0,

где R(3)(B) – трехмерный процесс Бесселя
(R(3)(B) = |B| + L(B))

Основные свойства:

P(ρ(3)
a < ∞) = 1

E e−λρ(3)
a =

a
√

2λ

sh(a
√

2λ )
λ > 0

PSfrag replacements R
(3)
t

(B)

%
(3)
a

a

1. Мы не раз обращались к теореме Леви (раздел D в § 1)
о том, что

(supB −B, supB) law= (|B|, L(B)), (13.1)

где L(B) – локальное время броуновского движения в нуле:

Lt(B) := lim
ε↓0

1
2ε

∫ t

0

I(|Bs| 6 ε) ds P-п.н. (13.2)

(Заметим, что Lt(B) = Lt(|B|).)
Из (13.1) получаем

2 supB −B
law= |B|+ L(B) (= R(3)(B)). (13.3)

Оба процесса, 2 supB −B и |B|+ L(B), фигурирующие здесь,
замечательны: они совпадают по распределению с трехмерным
процессом Бесселя R(3) = (R(3)

t )t>0, где

R
(3)
t =

√(
B

(1)
t

)2 +
(
B

(2)
t

)2 +
(
B

(3)
t

)2 (13.4)

и B(i), i = 1, 2, 3, – три независимых броуновских движения.
(Иными словами, R(3) есть радиальная часть трехмерного бро-
уновского движения.)
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Существует и иное определение этого процесса, основанное на
стохастических дифференциальные уравнениях.

Именно, рассмотрим стохастическое дифференциальное урав-
нение

dRt =
1
Rt

dt + dBt, (13.5)

где B – броуновское движение и R0 = x > 0. Это уравнение
имеет единственное сильное решение (см., например, [16]), и если
R0 = 0, то

Law(R) = Law(R(3)). (13.6)

Доказательство свойства (13.6), а также упомянутого выше
свойства

Law(R(3)) = Law(|B|+ L(B)) (13.7)

приведено в [16], [22].

2. Сформулированное выше свойство P(ρ(3)
a < ∞) = 1 следует

из (13.7) и свойства P(σa < ∞) = 1, где σa = inf{t > 0 : |Bt| > a}
(см. § 3).

Обратимся теперь к доказательству формулы

E e−λρ(3)
a =

a
√

2λ

sh(a
√

2λ )
, λ > 0, (13.8)

или, эквивалентно, формулы

E e−
λ2
2 ρ(3)

a =
aλ

sh(aλ)
, λ > 0 (13.9)

(ср., между прочим, с (3.3)).

Для доказательства достаточно проверить, что процесс

Mt = e−
λ2
2 t sh(λR

(3)
t (B))

λR
(3)
t (B)

, t > 0, (13.10)

где R
(3)
t (B) = |B|+ L(B), является мартингалом. Тогда из того,

что семейство случайных величин {M
t∧ρ

(3)
a

, t > 0} равномерно
интегрируемо, по теореме о преобразовании свободного выбора
получим E M

ρ
(3)
a

= 1, что и приводит к формуле (13.9).
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Без ограничения общности мы можем предполагать, что про-
странство элементарных исходов Ω есть пространство непрерыв-
ных функций ω = (ωt)t>0.

Обозначим через PB и PBλ распределения броуновского дви-
жения B = (Bt(ω))t>0 и броуновского движения со сносом Bλ =
(Bλ

t (ω))t>0, где Bt(ω) = ωt и Bλ
t (ω) = λt + ωt. Символы PR(3)(B) и

PR(3)(Bλ) будут использоваться для обозначения образов мер PB

и PBλ при отображении

ω 7→ R(3)(ω) =
(
R

(3)
t (ω)

)
t>0

,

где R
(3)
t (ω) = |ωt|+ Lt(ω).

Положим также

Ft = σ(ωs, s 6 t) и FR(3)

t = σ
(
R(3)

s (ω), s 6 t
)
.

Легко проверить, что (PB-п.н.) для всех t > 0

d
(
PR(3)(Bλ) | FR(3)

t

)
d
(
PR(3)(B) | FR(3)

t

) (
R(3)(B)

)
= E

[
d
(
PBλ | Ft

)
d
(
PB | Ft

) (B)
∣∣∣FR(3)(B)

t

]
.

(13.11)
Левая часть (13.11), очевидно, является мартингалом (обозна-

чим его Zt(λ), t > 0). В правой части (13.11) имеем

d (PBλ | Ft)
d (PB | Ft)

(B) = eλBt−λ2
2 t. (13.12)

Следовательно,

Zt(λ) = E
[
eλBt−λ2

2 t
∣∣FR(3)(B)

t

]
= e−

λ2
2 t E

[
eλBt

∣∣FR(3)(B)
t

]
. (13.13)

Покажем, что (PB-п.н.)

E
[
eλBt

∣∣FR(3)(B)
t

]
=

sh
(
λR

(3)
t (B)

)
λR

(3)
t (B)

. (13.14)

Чтобы это доказать, заметим сначала, что поскольку

Law(B) = Law(−B),
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то

E
[
eλBt

∣∣F |B|
t

]
=

1
2
(
eλ|Bt| + e−λ|Bt|

)
( = ch(λ|Bt|)), (13.15)

где F |B|
t = σ(|Bs|, s 6 t). Это соотношение в сочетании с вклю-

чением FR(B)
t ⊆ F |B|

t (напомним, что R(B) = |B| + L(B) =
|B|+ L(|B|)), приводит к равенству

E
[
eλBt

∣∣FR(3)(B)
t

]
=

1
2

E
[
eλ|Bt| + e−λ|Bt|

∣∣FR(3)(B)
t

]
. (13.16)

Теперь мы воспользуемся следующей замечательной теоремой
Питмана (см. [21]), которая утверждает, что условное распреде-
ление Law

(
|Bt|

∣∣FR(3)(B)
t

)
является равномерным на [0, R

(3)
t (B)].

Из этой теоремы следует, что

1
2

E
[
eλ|Bt| + e−λ|Bt|

∣∣FR(3)(B)
t

]
=

1
2λR(3)(B)

[
eλR

(3)
t (B) − e−λR

(3)
t (B)

]
=

sh
(
λR

(3)
t (B)

)
λR

(3)
t (B)

. (13.17)

Отсюда и из (13.16) получаем требуемую формулу (13.14), с уче-
том которой из (13.13) находим, что

Zt(λ) = e−
λ2
2 t sh

(
λR

(3)
t (B)

)
λR

(3)
t (B)

. (13.18)

Процесс (Zt(λ))t>0 образует мартингал (это следует из (13.11)).
Ясно (ввиду (13.10)), что Zt(λ) = Mt. Таким образом, процесс
(Mt)t>0, заданный формулой (13.10), является мартингалом, и
поскольку, как уже отмечалось выше, семейство случайных ве-
личин

{
M

t∧ρ
(3)
a

, t > 0
}

равномерно интегрируемо, то по теореме о
преобразовании свободного выбора получаем требуемую формулу

E e−λρ(3)
a =

a
√

2λ

sh(a
√

2λ )
.
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Задачи (в связи с содержанием § 13).
1. Вывести из (6.11) или (6.12) формулу для плотности

f(2 supu6T Bu−BT )(x)

распределения вероятностей величины

R
(3)
T (B) ( law= 2 sup

u6T
Bu −BT ).

2. Доказать, что

Law(R) = Law(R(3)) = Law
(
R(3)(B)

)
.

(См. (13.6), (13.7).)
3. Имея преобразование Лапласа

E e−λρ(3)
a =

a
√

2λ

sh(a
√

2λ )
,

найти формулу для плотности распределения вероятностей
величины ρ

(3)
a .
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