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О НЕКОТОРЫХ ВЕРОЯТНОСТНО-СТАТИСТИЧЕСКИХ
МЕТОДАХ В ТЕХНИЧЕСКОМ АНАЛИЗЕ

Дается математическое обоснование некоторых методов техни-
ческого анализа, используемых на финансовом рынке. В частности,
при помощи вводимого понятия H-волатильности (H > 0) обосно-
вываются и корректируются так называемые renko-, kagi-модели.
В случае винеровского процесса H-волатильность обладает рядом
свойств, которые имеют место и на финансовом рынке при некото-
рых отличиях, указывающих на существование арбитражных воз-
можностей. Извлечь данный арбитраж удается посредством вводи-
мых renko-, kagi-H-стратегий.
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1. Введение. Для процесса X = (X(t))t�0, в отношении которого
предполагается лишь непрерывность траекторий, в настоящей работе
вводится понятие H-волатильности для H > 0 (см. также [3]). В слу-
чае, когда процесс X описывает поведение цены некоторого финансового
актива, данное понятие позволяет строить стратегии, направленные на
извлечение имеющихся на рынке арбитражных возможностей.

В основеH-волатильности лежат вариационные характеристики (1)
и (2) (см. ниже), которые задают два подхода к данному понятию —
renko, kagi соответственно (происхождение этих понятий, связанных с
построениями, применявшимися на японском рынке еще в XIX веке,
пояснено в п. 2). Вычисление величин (1), (2) напрямую связано с
процессами |X(t) − X(0)|, max[0,t]X − X(t) соответственно, что позво-
ляет представить их в удобном для вычисления виде (см. лемму 1), а
также провести соответствующую нормировку. Следует отметить, что
в финансовой математике давно используется понятие ∆-волатильности
(см. [5, с. 419]), в основе которого лежат вариационные характеристики
(см. (3)), подобные указанным выше. Учитывая некоторую схожесть в
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определении данных понятий, представляется естественным использо-
вание термина «H-волатильность» наряду с уже существующим тер-
мином «∆-волатильность». Отметим также, что в отличие от «рима-
новского» подхода при определении ∆-волатильности, когда значения X
группируются по временно́й оси с интервалом ∆, при определении H-во-
латильности используется «лебеговский» подход. Иначе говоря, суще-
ственным является лишь изменение X на величину, не меньшую H , а
время, за которое это изменение произошло, не имеет значения.

Если в качестве X взять винеровский процесс, то для H-во-
латильности выполнены некоторые предельные свойства (см. теорему в
п. 3). Оказывается, что подобные соотношения имеют место и на финан-
совом рынке, но пределы для многих активов отличаются от 2H (пре-
дельного значения H-волатильности винеровского процесса). Это об-
стоятельство наводит на мысль, что если винеровский процесс соответ-
ствует безарбитражному случаю, то отличие H-волатильности от 2H
может говорить о существовании арбитражных возможностей для дан-
ного актива. Действительно, в этом случае удается построить страте-
гии, позволяющие получить в среднем положительный доход при нуле-
вом начальном капитале (см. утверждения 2 и 3). Суть данных страте-
гий состоит в следующем: если H-волатильность больше 2H , то инве-
стор действует сонаправленно с рынком, т.е. в определенные моменты
времени покупает, когда цена актива X растет, и продает, когда цена
падает. Если же H-волатильность меньше 2H , то инвестор действует
против рынка, т.е. покупает при падении цены актива X и продает в
моменты роста.

Как будет показано ниже, для процесса X , описывающего поведение
цены финансового актива, H-волатильность является своего рода фрак-
тальной характеристикой и поэтому мало соответствует нашему интуи-
тивному представлению о волатильности как мере изменчивости рынка.
Иначе говоря, для «бурных» и «спокойных» дней H-волатильность при-
нимает достаточно близкие друг к другу значения. В связи с этим в
настоящей работе вводится понятие H-инверсии (см. также [3]), которое
может быть использовано для определения волатильности (изменчиво-
сти) процесса X .

Статья имеет следующую структуру. В п. 2 вводится определение
H-волатильности и H-инверсии, в п. 3 приведены результаты для ви-
неровского процесса, п. 4 содержит описание стратегий, основанных на
H-волатильности, в п. 5 при помощи H-инверсии определяется понятие
волатильности (изменчивости), п. 6 содержит статистический анализ, а
в п. 7 приведены доказательства основных результатов.

2. Определение H-волатильности и H-инверсии. Пусть про-
цесс X = (X(t))t�0 задан на некотором стохастическом базисе
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(Ω,F , (Ft)t�0,P) и принимает значения в R1. Здесь и далее полагаем,
что траектории X являются непрерывными функциями. Понятие H-во-
латильности основано на следующих вариационных характеристиках
процесса X . Для произвольных H, T > 0 рассмотрим величины

UT (H,X) = sup
T1

K∑
k=1

|X(tk)−X(tk−1)|, (1)

VT (H,X) = sup
T2

L∑
l=1

|X(tl)−X(tl−1)|, (2)

где T1 — множество всех конечных разбиений (t0, t1, . . . , tK) таких, что
0 = t0 < t1 < · · · < tK � T и |X(tk) − X(tk−1)|/H ∈ N = {1, 2, . . .} для
k = 1, . . . , K, T2 — множество всех конечных разбиений (t0, t1, . . . , tL)
таких, что 0 � t0 < t1 < · · · < tL � T и |X(tl)−X(tl−1)|/H ∈ [1,+∞) для
l = 1, . . . , L.

Величину (1) будем называть H-флуктуацией реализации про-
цесса X на [0, T ], а величину (2) — H-вариацией реализации процесса X
на [0, T ]. Если для какого-тоH > 0 не существует соответствующих раз-
биений из (1), (2), полагаем указанные величины равными нулю. Для
сравнения обратимся к∆-вариации (см. [5, с. 419]),широко используемой
в финансовой математике, которая есть по определению

ZT (∆, X) =

[T/∆]∑
k=1

|X(k∆)−X((k− 1)∆)|, (3)

где ∆, T > 0, а [ · ] означает взятие целой части. Схожесть вели-
чин (1), (2) и (3) состоит в том, что для «достаточно регулярных» ре-
ализаций процесса X они при малых H и ∆ соответственно близки к
полной вариации, которая есть по определению

sup
N∑
n=1

|X(tn)−X(tn−1)|,

где супремум берется по разбиениям (t0, t1, . . . , tN) таким, что 0 � t0 <
t1 < · · · < tN � T . Принципиальным же отличием, о котором гово-
рилось выше, является то, что в случае ∆-вариации используется так
называемый «римановский» подход, в то время как в настоящей работе
предлагается «лебеговский» вариант построения вариационных харак-
теристик. Кроме того, при использовании величин (1), (2) на финансо-
вом рынке процесс X определяет непосредственно цены того или иного
актива, а не их логарифмы, как в случае величины (3).

При статистическом анализе процесса X обычно оперируют не с (3),
а с нормированной величиной

ζT (∆, X) =
ZT (∆, X)

[T/∆]
, (4)
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которую принято называть∆-волатильностью. По аналогии с ζT (∆, X)
естественно было бы нормировать величины (1), (2), однако встает про-
блема о нормирующем коэффициенте. Ответ на это вопрос дает следу-
ющая лемма.

Лемма 1. Пусть реализации процесса X являются непрерывными
функциями на [0, T ]. Тогда для любого H > 0 существуют вели-
чины M = MT (H,X) и N = NT (H,X), а также последователь-
ности (ρ∗m, ρm)m=0,1,...,M и (τ ∗n, τn)n=0,1,...,N такие, что (ρm)m=0,1,...,M ,
(τn)n=0,1,...,N — марковские, а величины ρ∗m, τ

∗
n, определяемые, исходя

из поведения процесса X на интервалах [ρm−1, ρm], [τn−1, τn] соответ-
ственно (ρ−1 = τ−1 = 0), удовлетворяют равенствам

UT (H,X) =
M∑
m=1

|X(ρ∗m)−X(ρ∗m−1)|, (5)

VT (H,X) =
N∑
n=1

|X(τ ∗n)−X(τ ∗n−1)|. (6)

Построения моментов (ρ∗m, ρm), (τ
∗
n, τn) из леммы 1 с целью про-

гноза дальнейшего поведения цены финансового актива широко исполь-
зуются в техническом анализе и называются соответственно renko- и
kagi-методами. Впервые подобные построения стали использовать в
Японии, по всей видимости, еще в XIX веке, когда рынок только заро-
ждался (см. [7]). Поэтому термины renko (точнее было бы писать renga)
и kagi имеют японские корни и означают соответственно кирпич и ключ
(предел, . . . ). Среди существующих на данный момент моделей, основан-
ных на kagi- и renko-построениях, наиболее общей и строгой с математи-
ческой точки зрения представляется модель, описанная в работе [2], где
для построения прогноза использовалась теория кусочно-монотонных
аппроксимаций и, в частности, результаты работы [4]. Здесь же за-
метим, что величины MT (H,X), NT (H,X) из леммы 1 тесно связаны
с указанным аппаратом кусочно-монотонных аппроксимаций (подробнее
см. замечание к доказательству леммы 1 в п. 7).

Величину MT (H,X) будем называть renko-H-инверсией, а величину
NT (H,X) — kagi-H-инверсией реализации процесса X на [0, T ]. Учиты-
вая вышесказанное, отметим, что использование терминов renko, kagi
представляется целесообразным. Как будет показано ниже (см. п. 5),
H-инверсия может служить хорошей характеристикой волатильности
(меры изменчивости) рынка и использоваться для оценки различных
рыночных показателей. Из леммы 1 становится понятно, что величины
MT (H,X) и NT (H,X) вполне естественно брать в качестве нормирую-
щих коэффициентов для (1) и (2) соответственно. По аналогии с (4)
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определим

ξT (H,X) =
UT (H,X)

MT (H,X)
, (7)

ηT (H,X) =
VT (H,X)

NT (H,X)
. (8)

Величину (7) будем называть renko-H-волатильностью, а вели-
чину (8) — kagi-H-волатильностью реализации процесса X на [0, T ].
Наряду с величинами (7), (8) для произвольного p � 1 будем рассматри-
вать также величины

ξ(p)T (H,X) =
U
(p)
T (H,X)

MT (H,X)
, (9)

η
(p)
T (H,X) =

V
(p)
T (H,X)

NT (H,X)
, (10)

где U (p)T (H,X), V
(p)
T (H,X) определяются из соотношений

U
(p)
T (H,X) =

M∑
m=1

|X(ρ∗m)−X(ρ∗m−1)|p, (11)

V
(p)
T (H,X) =

N∑
n=1

|X(τ ∗n)−X(τ ∗n−1)|p, (12)

M = MT (H,X), N = NT (H,X), (ρ
∗
m)m=0,1,...,M и (τ ∗n)n=0,1,...,N — те же,

что и в лемме 1. Величину (9) будем называть renko-H-волатильностью
порядка p, величину (10) — kagi-H-волатильностью порядка p про-
цесса X на [0, T ].

3. Некоторые предельные свойства винеровского процесса.
Для renko-, kagi-H-волатильности порядка p винеровского процесса
W = (Wt)t�0 выполнено следующее.

Теорема. Пусть W — стандартный винеровский процесс, тогда
для любых p � 1, H > 0, σ > 0 выполнено

lim
T→+∞

ξ
(p)
T (H, σW ) = RW (p)H

p (п.н.), (13)

lim
T→+∞

η
(p)
T (H, σW ) = KW (p)H

p (п.н.), (14)

где RW (p) =
∑∞
n=1 n

p/2n, KW (p) = E(2 + Wθ/H)
p, θ = inf{u � 0:

max[0,u]W −Wu = H}.
Случай p = 1 для величины η(p)T (H,W ) был рассмотрен в ра-

боте [3]. Схожесть в пределе у обеих H-волатильностей может быть
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объяснена тем, что renko- и kagi-построения напрямую связаны с процес-
сами |X(t)−X(0)| и max[0,t]X−X(t) соответственно (см. доказательство
леммы 1). В случае, когдаX есть броуновское движение, указанные про-
цессы эквиваленты по распределению в силу теоремы Леви [6, с. 211]. В
частности, для p = 1 пределы совпадают, поскольку RW (1) = KW (1) = 2
(см. замечание к доказательству теоремы в п. 7). Здесь же заметим, что
величины RW (p), KW(p) не зависят от σ, т.е. H-волатильность (в пре-
деле) является инвариантом относительно растяжения и сжатия вине-
ровского процесса. В дальнейшем будет показано, что подобным свой-
ством обладает и финансовый рынок (см. п. 6). Для renko-, kagi-H-
инверсии винеровского процесса выполнено следующее.

Лемма 2. Пусть W — стандартный винеровский процесс, тогда
для любых H, σ > 0 выполнено

lim
T→+∞

T

MT (H, σW )
=
2H2

σ2
(п.н.), (15)

lim
T→+∞

T

NT (H, σW )
=
H2

σ2
(п.н.). (16)

Отсюда видно, что, в отличие от H-волатильности, H-инверсия
процесса σW напрямую зависит от параметра σ. И, как будет показано
ниже (см. п. 5), данное обстоятельство дает основание для использования
H-инверсии в качестве оценки волатильности (как меры изменчивости)
рынка. Интересно также отметить следствие из теоремы и леммы 2.

Следствие 1. Пусть W — стандартный винеровский процесс,
тогда для любых p � 1, H > 0, σ > 0 выполнено

lim
T→+∞

2U (p)T (H, σW )

T
= σ2RW (p)H

p−2 (п.н.), (17)

lim
T→+∞

V
(p)
T (H, σW )

T
= σ2KW (p)H

p−2 (п.н.). (18)

4. Renko-, kagi-H-стратегии. Оказывается, что соотношения,
подобные (13), (14), имеют место и на финансовом рынке. При стати-
стическом анализе процесса X , определяющего цены некоторого актива,
для случаев p = 1, 2, как наиболее важных с практической точки зрения,
для достаточного большого T выявлено следующее:

ξ
(p)
T (H,X) ≈ CR(p)Hp, (19)

η
(p)
T (H,X) ≈ CK(p)Hp, (20)

где величины CR(p) = CR(p, X), CK(p) = CK(p, X) для заданных X
и p можно в первом приближении считать константами в зависимости
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от H (подробнее см. п. 6). В дальнейшем в данном пункте рассматри-
вается только случай p = 1, поэтому для простоты обозначений ин-
декс p = 1 в соответствующих величинах будем опускать. Для мно-
гих финансовых активов значения CR(1), CK(1) отличаются от значений
RW (1) = KW (1) = 2 (константы для винеровского процесса, см. заме-
чание к доказательству теоремы в п. 7). Это обстоятельство наводит
на мысль, что если винеровский процесс соответствует безарбитраж-
ному случаю, то отличие CR(1), CK(1) от 2, возможно, указывает на
наличие арбитража для данного X . Оказывается, что в этом случае
знание H-волатильности (а точнее, ее предельного значения) позволяет
построить стратегии с положительным в среднем доходом при нулевом
начальном капитале.

В настоящей работе мы полагаем, что операционные издержки
равны нулю и инвестор имеет возможность «коротко» продавать ак-
тив X (т.е. брать его взаймы с целью продажи), а также что ставка
за взятие взаймы денег и актива равна нулю (предположение о нулевой
процентной ставке выглядит вполне адекватным, если речь идет, на-
пример, о внутридневной торговле). На интервале [0, T ] рассмотрим
последовательности (ρ∗m, ρm)m=0,...,MT (H,X), (τ

∗
n, τn)n=0,...,NT (H,X), о кото-

рых говорится в лемме 1, и определим процессы γ̃R = (γ̃Rt (H,X))0�t�T,
γ̃K = (γ̃Kt (H,X))0�t�T, которые будут задавать количество актива X в
портфеле инвестора, следующим образом:

γ̃Rt (H,X) =

MT (H,X)∑
m=1

sign (X(ρm−1)−X(ρ∗m−1))χ[ρm−1,ρm)(t), (21)

γ̃Kt (H,X) =
NT (H,X)∑
n=1

sign (X(τn−1)−X(τ ∗n−1))χ[τn−1,τn)(t), (22)

где χA(t) — характеристическая функция множества A. Процессы γ̃R

и γ̃K будем называть соответственно renko+-H-стратегией и kagi+-
H-стратегией для процесса X на [0, T ]. Иными словами, renko+-H-
стратегия состоит в том, что в момент ρm покупаем единицу актива X ,
если X(ρm)− X(ρ∗m) > 0, и продаем, если X(ρm)− X(ρ∗m) < 0. То есть
в каждый момент времени на интервале [ρ0, ρM) в портфеле инвестора
содержится единица актива X со знаком, а переформирование происхо-
дит в марковские моменты (ρm)m=0,...,M . Указанная стратегия широко
используется на практике (см. [7]), однако, как будет показано ниже (см.
утверждение 1), для некоторого рода финансовых активов ее примене-
ние заведомо приведет к убыткам. Смысл kagi+-H-стратегии состоит в
том же. Капитал в момент времени t ∈ [0, T ], соответствующий γ̃R, γ̃K,
будем обозначать через

Ỹ Rt (H,X) =

∫ t
0

γ̃Ru (H,X) dX(u), Ỹ
K
t (H,X) =

∫ t
0

γ̃Ku (H,X) dX(u).
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Значение капитала в момент времени T есть доход от указанных стра-
тегий на [0, T ].

Утверждение 1. Доход от renko+-, kagi+-H-стратегий (21), (22)
для процесса X на интервале [0, T ] равен соответственно

Ỹ RT (H,X) = (ξT (H,X)− 2H)MT (H,X) + εRT (H,X),
Ỹ KT (H,X) = (ηT (H,X)− 2H)NT(H,X) + εKT (H,X),

где 0 < εRT (H,X) < 2H , 0 < ε
K
T (H,X) � H .

Отсюда сразу следует, что если эмпирическая H-волатильность для
некоторого актива меньше 2H (например, для фьючерсов на индексы
SP500, Nasdaq100, см. п. 6), то применение γ̃R, γ̃K убыточно. В этом
случае, как несложно заметить, целесообразней использовать обратные
стратегии, т.е. стратегии (−γ̃R), (−γ̃K). Следующие утверждения со-
держат точные формулировки на этот счет. Скажем, что процесс X
обладает свойством renko, если выполнено

lim
T→+∞

EξT (H,X) = R(H)H. (23)

Скажем, что процесс X обладает свойством kagi, если выполнено

lim
T→+∞

EηT (H,X) = K(H)H. (24)

Заметим, что с учетом соотношений (19), (20) данные свойства выгля-
дят вполне естественными. Определим процессы γR = (γRt (H,X))0�t�T,
γK = (γKt (H,X))0�t�T следующим образом:

γRt (H,X) = γ̃
R
t (H,X) (χ{R(H)�2}− χ{R(H)<2}), (25)

γKt (H,X) = γ̃
K
t (H,X) (χ{K(H)�2}− χ{K(H)<2}), (26)

где γ̃R, γ̃K имеют вид (21) и (22) соответственно. Тогда про-
цессы γR и γK будем называть соответственно renko-H-стратегией и
kagi-H-стратегией для процесса X на [0, T ]. Стратегию (25) можно
интерпретировать следующим образом: если R(H) � 2, то инвестор
должен действовать сонаправленно с рынком, т.е. в момент времени ρm
покупать, когда цена актива X растет, и продавать, когда цена падает.
Если же R(H) < 2, то инвестор должен действовать против рынка, т.е.
в момент времени ρm покупать при падении цены и продавать в случае
роста. Для kagi-H-стратегии все аналогично. Капитал в момент вре-
мени t ∈ [0, T ], соответствующий данным стратегиям, будем обозначать
через

Y Rt (H,X) =

∫ t
0

γRu (H,X) dX(u), Y
K
t (H,X) =

∫ t
0

γKu (H,X) dX(u).
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Рассмотрим также величины

yRT (H,X) =
Y RT (H,X)

MT (H,X)
, yKT (H,X) =

Y KT (H,X)

NT (H,X)
,

которые будут определять средний доход одной транзакции на [0, T ] для
стратегий γR, γK соответственно.

Утверждение 2. Пусть процесс X обладает renko-свойст-
вом (23), тогда для renko-H-стратегии (25) выполнено

lim
T→+∞

EyRT (H,X) = |R(H)− 2|H.

Заметим, что в случае R(H) = 2 (в частности, для винеровского
процесса) renko-H-стратегия не приносит прибыли, что вполне соответ-
ствует классическому пониманию безарбитражности рынка. Аналогич-
ное утверждение выполняется и для kagi-H-стратегии.

Утверждение 3. Пусть процесс X обладает kagi-свойством (24),
тогда для kagi-H-стратегии (26) выполнено

lim
T→+∞

EyKT (H,X) = |K(H)− 2|H.

Напоследок отметим, что в силу (19), (20) величины R(H), K(H)
можно считать константами. А это в свою очередь позволяет говорить,
что renko-, kagi-H-стратегии не зависят от H , а являются характери-
стическими свойствами рассматриваемого финансового инструмента.

5. H-инверсия как мера изменчивости (волатильность). По-
нятие H-волатильности, как показывает статистический анализ (см.
п. 6), является некоторой фрактальной характеристикой финансового
актива и слабо соответствует нашему интуитивному представлению о
волатильности как мере изменчивости рынка. Иначе говоря, для «бур-
ных» и «спокойных» дней значения H-волатильности мало отличаются
друг от друга. В этом смысле термин «H-волатильность» не совсем
адекватно отражает само понятие волатильности (тем не менее дан-
ная терминология представляется целесообразной ввиду аналогии с уже
устоявшимся понятием ∆-волатильности, о чем было сказано выше). В
то же время, как будет показано ниже, хорошей характеристикой измен-
чивости рынка может служить H-инверсия. Из леммы 2 можно полу-
чить оценку параметра σ (т.е. волатильности) для процесса X = σW ,
где W — стандартный винеровский процесс, по одному из выражений

σrenko = H

√
2MT (H,X)

T
, σkagi = H

√
NT (H,X)

T
. (27)
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Для винеровского процесса данные оценки сходятся к одному и тому
же значению при T → ∞ для различных H . Оказывается, если X опи-
сывает поведение цены финансового актива, то указанные выражения
также можно считать в первом приближении константами в зависимо-
сти от H для достаточно большого T (см. п. 6). Это обстоятельство слу-
жит основанием для того, чтобы брать величины (27) в качестве оценки
меры изменчивости произвольного финансового актива. Определяя та-
ким образом волатильность, мы придаем данному понятию практиче-
скую наглядность. Например, знание kagi-H-инверсии (или σkagi) позво-
ляет ответить на вопрос: сколько раз на интервале [0, T ]меняется напра-
вление изменения цен X , если пренебрегать изменениями на величину,
меньшую H? При этом интуитивно понятно, что чем сильнее «лихора-
дит» рынок, тем больше значение kagi-H-инверсии, и наоборот. Renko-
H-инверсия дает похожую информацию, правда, иногда нагляднее с
практической точки зрения брать не MT (H,X), а величину M̃T (H,X).
Определение M̃T (H,X) дано в доказательстве леммы 1 (см. п. 7), здесь
же только заметим, что величина M̃T (H,X) говорит о том, сколько скач-
ков размера H у цены X происходит на интервале [0, T ], если под скач-
ком понимать попадание цены на новый по отношению к предыдущему
уровень вида X(0)+ kH , где k — целое число. Отметим также, что для
винеровского процесса W выполнено (см. доказательство леммы 2)

lim
T→+∞

M̃T (H,W )

MT (H,W )
= 2 (п.н.).

Иными словами, для оценки волатильности в (27) можно брать вели-
чину M̃T (H,X) вместо 2MT (H,X). Статистический анализ финансо-
вого рынка показывает, что в обоих случаях величина σrenko принимает
близкие значения, поэтому в настоящей работе мы ограничиваемся рас-
смотрением только MT (H,X).

Интересно также отметить в качестве одного из примеров использо-
вания H-инверсии на финансовом рынке следующее. Для произвольного
процесса X = (X(t))0�t�T обозначим

RT (X) = max
[0,T ]
X −min

[0,T ]
X.

Если в качестве X взять процесс σW , гдеW — стандартное броуновское
движение, а σ > 0, то выполнено равенство (см., например, [1])

E

(
RT (X)

σ
√
T

)
=

√
8

π
≈ 1.596. (28)

Для произвольного процесса X в качестве σ будем брать одно из выра-
жений (27), например σkagi. Обозначим тогда

ωkagiT (H,X) =
RT (X)

H
√
NT (H,X)

. (29)
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Оказывается, если X описывает поведение цены некоторого финансового
актива, то имеет место свойство (см. п. 6)

ωkagiT (H,X) ≈ C, (30)

где константа C = C(X) не зависит от H и для многих активов близка

к значению
√
8
π
(ср. с (28)). Отсюда, в частности, следует соотношение

RT (X) ≈ CH
√
NT (H,X) .

Подобным свойством обладает и renko-H-инверсия. Резюмируя выше-
сказанное, отметим, что рассматриваемое в настоящей статье понятие
H-инверсии является удачной характеристикой финансового актива и
может быть использовано для оценки разнообразных рыночных показа-
телей. Также заметим, что оценку параметра σ для процесса X = σW ,
где W — стандартное броуновское движение, можно получить также из
следствия 1 (p = 2) по одному из выражений (RW (2) = 6, KW (2) = 5, см.
замечание к доказательству теоремы в п. 7)

σ
(2)
renko =

√
U
(2)
T (H,X)

3T
, σ

(2)
kagi =

√
V
(2)
T (H,X)

5T
. (31)

Статистический анализ финансового рынка показывает (см. п. 6), что
если X описывает поведение цен финансового актива, то данные вы-
ражения, так же как и выражения (27), можно считать константами
в зависимости от H . При этом следует отметить, что величины (31)
более устойчивы к изменениям H , чем (27), т.е. обладают меньшим ква-
дратическим отклонением от среднего для различных H . Но, несмотря
на это, σrenko, σkagi представляются более наглядными с практической
точки зрения, к тому же в выражениях (31) присутствуют константы 3
и 5, которые возникли из предельных теорем для винеровского процесса,
и, вообще говоря, другие для произвольного финансового актива.

6. Статистический анализ. Статистический анализ будем про-
водить для внутридневных цен фьючерса на индекс SP500 (Emini-
SP500 futures) и фьючерса на индекс Nasdaq-100 (Emini-Nasdaq100
futures), торгуемых на бирже CME (Chicago Mercantile Exchange),
за 2002–2003 гг. (данный период содержит 471 торговых дней). При этом
для каждого торгового дня выбираем наиболее ликвидный фьючерс-
ный контракт, т.е. либо фьючерс с ближайшей к рассматриваемому
дню датой погашения, либо следующий за ним. Будем предполагать,
что время t изменяется дискретно с интервалом в 1 секунду, а в каче-
стве X(t) для определенности берем цену последней сделки в момент t.
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Для каждого i-го дня из указанного периода находим renko-, kagi-H-
инверсию M(i), N (i) и величины U (1)(i), U (2)(i), V (1)(i), V (2)(i) по фор-
мулам (11), (12) соответственно, а также ωkagi(i) из выражения (29).
Для окончательных расчетов берем значения M =

∑
M(i), N =

∑
N (i),

U (1) =
∑
U (1)(i), U (2) =

∑
U (2)(i), V (1) =

∑
V (1)(i), V (2) =

∑
V (2)(i),

ωkagi =
∑
ωkagi(i)/

∑
1, где суммирование ведется по всем i-м торговым

дням. Значение H измеряется в пунктах соответствующего фьючерса
(изменение на 1 пункт цены фьючерса соответствует изменению денеж-
ной позиции на $50 для Emini-SP500 и на $20 для фьючерса Emini-
Nasdaq100). В таблицах 1 и 2 приведены соответствующие характери-
стики для указанных фьючерсов для различных H , откуда, в частности,
следуют соотношения (19), (20) и (30).

H 1 1.25 1.5 1.75 2 2.25 2.5 2.75 3 3.25 3.5 3.75 4

ξ(1)/H 1.83 1.84 1.86 1.88 1.88 1.86 1.88 1.84 1.83 1.80 1.79 1.75 1.69

ξ(2)/H2 4.86 4.91 5.04 5.17 5.21 5.06 5.14 4.86 4.83 4.57 4.54 4.26 3.94

σrenko 22.9 22.7 22.5 22.3 22.1 22.6 22.7 23.4 23.5 24.7 25.0 26.0 27.4

σ
(2)
renko 20.6 20.6 20.6 20.7 20.6 20.8 21.0 21.0 21.1 21.6 21.8 21.9 22.2

η(1)/H 1.83 1.85 1.85 1.87 1.89 1.91 1.93 1.93 1.92 1.90 1.89 1.87 1.87

η(2)/H2 4.23 4.28 4.31 4.38 4.47 4.54 4.63 4.61 4.55 4.46 4.38 4.32 4.30

σkagi 21.1 21.2 21.1 21.1 20.9 20.8 20.7 20.9 21.2 21.5 21.8 22.2 22.4

σ
(2)
kagi 19.5 19.6 19.6 19.7 19.8 19.9 20.0 20.0 20.2 20.3 20.4 20.6 20.8

ωkagi 1.49 1.51 1.52 1.54 1.57 1.59 1.61 1.60 1.58 1.58 1.55 1.58 1.60

Таблица 1. Emini-SP500 futures

H 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

ξ(1)/H 1.85 1.86 1.86 1.87 1.89 1.87 1.86 1.83 1.83 1.79 1.76 1.72 1.70

ξ(2)/H2 4.95 5.02 5.00 5.07 5.13 5.06 4.95 4.77 4.73 4.57 4.36 4.14 4.06

σrenko 46.0 45.4 45.4 45.1 45.0 45.9 46.2 47.4 48.7 50.6 51.7 54.2 54.4

σ
(2)
renko 41.8 41.5 41.5 41.4 41.6 42.1 42.0 42.2 43.3 44.2 44.1 45.1 44.7

η(1)/H 1.86 1.88 1.89 1.89 1.89 1.89 1.90 1.91 1.92 1.91 1.90 1.89 1.87

η(2)/H2 4.40 4.45 4.44 4.43 4.43 4.44 4.47 4.52 4.53 4.48 4.43 4.36 4.24

σkagi 41.8 41.8 42.1 42.3 42.4 42.6 42.6 42.6 42.8 43.3 43.9 44.6 45.7

σ
(2)
kagi 39.2 39.5 39.7 39.8 39.9 40.2 40.3 40.5 40.7 41.0 41.3 41.7 42.1

ωkagi 1.55 1.55 1.55 1.55 1.56 1.57 1.59 1.60 1.62 1.62 1.60 1.59 1.59

Таблица 2. Emini-Nasdaq100 futures

Статистический анализ показывает также, что H-волатильность
является устойчивой характеристикой актива в зависимости от коле-
баний рынка. Иначе говоря, для «бурных» и «спокойных» дней зна-
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чения H-волатильности близки друг к другу, а это значит, что H-во-
латильность является своего рода фрактальной характеристикой актива
(в то время как индикатором «бурных» и «спокойных» дней может слу-
жить H-инверсия, см. п. 5). В качестве примера возьмем Emini-SP500
futures и для H = 1.5 обозначим через D1renko дисперсию ряда ξ(1)(i)/H ,
D2renko — дисперсию ряда ξ(2)(i)/H2, где индекс i указывает на дни из
заданного выше диапазона, а величина ξ(1)(i) (ξ(2)(i)) есть renko-H-во-
латильность соответствующего порядка для i-го дня. Аналогичным
образом определим D1kagi, D

2
kagi. Тогда для данной статистической базы

расчета

D1renko ≈ 0.07, D2renko ≈ 3, D1kagi ≈ 0.02, D2kagi ≈ 0.7.
Отметим, что в случае renko дисперсия существенно больше, чем в слу-
чае kagi. Это говорит о том, что kagi-методика работает лучше renko
в определенном смысле. Для других H из соответствующего диапазона
дисперсия принимает близкие к указанным значения.

Для сравнения здесь же приведем результаты анализа для вну-
тридневных цен обыкновенных акций РАО ЕЭС, торгуемых на бирже
ММВБ, за 2001–2002 гг. (479 торговых дней). Также считаем, что время
изменяется дискретно с интервалом 1 секунда, а в качестве X(t) берем
цену последней сделки в момент t. Значение H измеряется в копейках, а
соответствующие характеристики, усредненные по H для H ∈ [1.1, 2.4]
с шагом 0.1, даны в таблице 3.

ξ(1)/H ξ(2)/H2 σrenko σ
(2)
renko η

(1)/H η(2)/H2 σkagi σ
(2)
kagi ωkagi

1.99 5.95 0.170 0.169 2.01 5.10 0.154 0.156 1.73

Таблица 3. РАО ЕЭС

7. Доказательство основных результатов.
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 1. Для случая H-флуктуации

построим индуктивно следующую последовательность моментов оста-
новки:

ρ̃0 = 0, . . . , ρ̃i+1 = inf{t � ρ̃i: |X(t)−X(ρ̃i)| = H}.
В силу непрерывности реализаций X очевидно, что для некоторого

конечного M̃ = M̃T (H,X) мы остановимся, т.е. |X(ρ̃M̃)−X(u)| < H для
u ∈ [ρ̃

M̃
, T ]. Далее, из (ρ̃i)i=0,...,M̃ последовательно выделим все такие

моменты (ρ̃im)m=1,...,M−1 для некоторого M = MT (H,X), что i1 < · · · <
iM−1 и выполнено

(X(ρ̃im)−X(ρ̃im−1))(X(ρ̃im+1)−X(ρ̃im)) < 0.
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Обозначим ρ∗0 = 0, ρ0 = ρ̃1, ρ
∗
M = ρ̃M̃ , ρM = T , ρ

∗
m = ρ̃im, ρm = ρ̃im+1 для

m = 1, . . . ,M−1. В итоге на интервале [0, T ] для некоторого случайного
M =MT (H,X) получим последовательность (ρ∗m, ρm)m=0,...,M . Как будет
показано в дальнейшем, набор (ρ∗m)m=0,...,M является искомым в соотно-
шении (5). Для случая H-вариации индуктивно определим следующее.

База индукции: τ0 = inf{u ∈ [0, T ]: max[0,u]X −min[0,u]X = H},

τ ∗0 =


argmin
[0,τ0]

X, если X(τ0) = max
[0,τ0 ]
X,

argmax
[0,τ0]

X, если X(τ0) = min
[0,τ0]
X .

Шаг индукции (n→ n + 1):

τn+1 =



inf{u ∈ [τn, T ]: max
[τn,u]

X −X(u) = H},
если X(τn)−X(τ ∗n) = H,

inf{u ∈ [τn, T ]: X(u)− min
[τn,u]

X = H},
если X(τn)−X(τ ∗n) = −H,

τ ∗n+1 =


argmax
[τn,τn+1 ]

X, если X(τn)−X(τ ∗n) = H,

argmin
[τn,τn+1 ]

X, если X(τn)−X(τ ∗n) = −H.

Поскольку реализации X непрерывны на [0, T ], то, очевидно, для неко-
торого конечного n∗ мы остановимся, т.е. τn∗+1 не существует. Положим
тогда N = n∗ + 1, τN = T и

τ ∗N =


argmax
[τn∗ ,T ]

X, если X(τn∗)−X(τ ∗n∗) = H,

argmin
[τn∗ ,T ]

X, если X(τn∗)−X(τ ∗n∗) = −H.

В итоге на интервале [0, T ] для некоторого случайного N = NT (H,X)
получим последовательность (τ ∗n, τn)n=0,...,N . При этом выполнено

τ ∗n < τn � τ
∗
n+1, |X(τ ∗n)−X(τn)| = H ∀n = 0, . . . , N − 1,

τ ∗N � τN = T, |X(τ ∗N)−X(τN)| < H,
sign (X(τ ∗n)−X(τ ∗n−1)) = sign (X(τn−1)−X(τ ∗n−1))

= (−1)n+1 sign (X(τ0)−X(τ ∗0 )) ∀n = 1, . . . , N. (32)

Аналогичные соотношения выполнены и для (ρ∗m, ρm)m=0,...,M , т.е.

ρ∗m < ρm � ρ
∗
m+1, |X(ρ∗m)−X(ρm)| = H ∀m = 0, . . . ,M − 1,

ρ∗M � ρM = T, |X(ρ∗M)−X(ρM)| < H,
sign (X(ρ∗m)−X(ρ∗m−1)) = sign (X(ρm−1)−X(ρ∗m−1))

= (−1)m+1 sign (X(ρ0)−X(ρ∗0)) ∀m = 1, . . . ,M. (33)
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Важно отметить, что из построения следует, что моменты (ρm)m=0,...,M ,
(τn)n=0,...,N являются марковскими, а величины ρ∗m, τ

∗
n для m = 0, . . . ,M ,

n = 0, . . . , N определяются соответственно в моменты ρm, τn исходя из
поведения X на интервалах [ρm−1, ρm], [τn−1, τn] (ρ−1 = τ−1 = 0).

Если H таково, что не существует указанных выше последователь-
ностей, то тогда величины (1), (2) равны нулю, а значит, в качестве
искомых последовательностей можно взять, например, точку 0 и доказы-
вать нечего. В дальнейшем будем считать, что наборы (ρ∗m, ρm)m=0,...,M ,
(τ ∗n, τn)n=0,...,N нетривиальны, т.е. M,N � 1.

Рассмотрим произвольную функцию F , непрерывную на [0, T ], и
определим для произвольных (t0, . . . , tL) таких, что 0 � t0 � · · · � tL � T ,
функционал

Ψ(t0, . . . , tL) =
L∑
l=1

|F (tl)− F (tl−1)|.

Для доказательства соотношений (5), (6) достаточно показать, что для
моментов (ρ∗m)m=0,...,M , (τ

∗
n)n=0,...,N , построенных для функции F по ука-

занному выше алгоритму, выполнено

Ψ(ρ∗0, . . . , ρ
∗
M) = UT (H, F ), Ψ(τ ∗0 , . . . , τ

∗
N) = VT (H, F ).

Докажем сначала, что Ψ(τ ∗0 , . . . , τ
∗
N) = VT (H, F ). Рассмотрим произволь-

ное (t0, . . . , tL) ∈ T2 и покажем, что Ψ(t0, . . . , tL) � Ψ(τ ∗0 , . . . , τ∗N). Если
существует i = 1, . . . , L− 1 такое, что

(F (ti)− F (ti−1))(F (ti+1)− F (ti)) > 0,

то точку ti из (t0, . . . , tL) выкидываем. И так далее, пока не получим не-
которое разбиение (s0, . . . , sM ) ∈ T2 такое, что (s0, . . . , sM ) ⊆ (t0, . . . , tL)
и выполнено

(F (si)− F (si−1))(F (si+1)− F (si)) < 0 ∀ i = 1, . . . ,M − 1.

При этом, очевидно, Ψ(t0, . . . , tL) = Ψ(s0, . . . , sM). Положим для опреде-
ленности F (τ ∗1 )−F (τ ∗0 ) > 0 и рассмотрим все τ ∗i ∈ [0, s1], пусть это точки
(τ ∗0 , . . . , τ

∗
I ). Заметим, что это множество не пусто, так как τ

∗
0 ∈ [0, s1].

Возможны два случая.
Случай 1: F (s1) − F (s0) > 0. Если I — нечетное число, то в раз-

биении (s0, . . . , sM) меняем точки s0, s1 на τ ∗0 , . . . , τ
∗
I . Если I — четное

число (в частности 0), то в случае F (s1) − F (τ ∗I ) � H точку s0 меняем
на τ ∗0 , . . . , τ

∗
I , иначе, т.е. F (s1)− F (τ ∗I ) < H (заметим, что тогда I > 1),

точки s0, s1 меняем на τ ∗0 , . . . , τ
∗
I−1.

Случай 2: F (s1) − F (s0) < 0. Если I — четное число, то в разби-
ении (s0, . . . , sM ) меняем точки s0, s1 на τ ∗0 , . . . , τ

∗
I . Если I — нечетное
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число, то в случае F (τ ∗I )−F (s1) � H точку s0 меняем на τ ∗0 , . . . , τ∗I , иначе,
т.е. в случае F (τ ∗I )− F (s1) < H , точки s0, s1 меняем на τ ∗0 , . . . , τ∗I−1.

В итоге для обоих случаев получаем разбиение (u0, . . . , uP ) ∈ T2, где
(u0, . . . , uJ) = (τ

∗
0 , . . . , τ

∗
J ), (uJ+1, . . . , uP ) = (sJ′ , . . . , sM), J ∈ {I − 1, I},

J ′ ∈ {1, 2} из построения. При этом Ψ(u0, . . . , uP ) � Ψ(s0, . . . , sM) и
(F (ui)− F (ui−1))(F (ui+1)− F (ui)) < 0 ∀ i = 1, . . . , P − 1.

Далее для интервала [uJ , uJ+1] проведем следующее дробление.
Для определенности положим F (uJ+1) − F (uJ) > 0 и рассмотрим все
τ ∗i ∈ (uJ , uJ+1]. Пусть это точки (τ ∗J+1, . . . , τ∗J+Q) для некоторого Q � 1
(если таких не найдется, то точку uJ+1 заменяем на τ ∗J+1, при этом,
очевидно, τ ∗J+1 ∈ (uJ , uJ+2), F (τ ∗J+1) � F (uJ+1)). Если Q — нечетное
число, то точку uJ+1 заменяем на (τ ∗J+1, . . . , τ

∗
J+Q). Если Q — четное,

то в случае F (uJ+1) − F (τ ∗J+Q) � H к исходному разбиению добавляем
(τ ∗J+1, . . . , τ

∗
J+Q), иначе, т.е. в случае F (uJ+1)−F (τ ∗J+Q) < H , меняем uJ+1

на (τ ∗J+1, . . . , τ
∗
J+Q−1). В итоге получим разбиение (w0, . . . , wK) ∈ T2,

где (w0, . . . , wJ+Q′) = (τ ∗0 , . . . , τ
∗
J+Q′), (wJ+Q′+1, . . . , wK) ⊆ (uJ+1, . . . , uP ),

Q′ ∈ {Q− 1, Q}, при этом Ψ(w0, . . . , wK) � Ψ(u0, . . . , uP ) и
(F (wi)− F (wi−1))(F (wi+1)− F (wi)) < 0 ∀ i = 1, . . . , K − 1.
Аналогичную процедуру проводим с интервалом [wJ+Q′ , wJ+Q′+1]

(если J + Q′ + 1 = K, то берем [wJ+Q′ , T ]) и так далее до тех пор, пока
в итоге не получим искомое разбиение (τ∗0 , τ

∗
1 , . . . , τ

∗
N); т.е. выполнено

Ψ(t0, . . . , tL) � Ψ(τ ∗0 , . . . , τ
∗
N) ∀ (t0, . . . , tL) ∈ T2,

а значит, VT (H, F ) � Ψ(τ ∗0 , . . . , τ∗N). Обратное неравенство очевидно.
Докажем теперь, что Ψ(ρ∗0, . . . , ρ

∗
M) = UT (H, F ). Для этого опреде-

лим функцию F̃ следующим образом:

F̃ (t) =

{
F (ρ̃i), если t ∈ [ρ̃i, ρ̃i+1), i = 0, . . . , M̃ − 1,
F (ρ̃

M̃
), если t ∈ [ρ̃

M̃
, T ].

С одной стороны, (ρ̃0, . . . , ρ̃M̃) ∈ T1; с другой стороны, для произвольного
разбиения (t0, t1, . . . , tK) ∈ T1 выполнено следующее:

∀ k = 0, . . . , K ∃m = m(k) = 0, . . . , M̃ : F (tk) = F (ρ̃m).
Отсюда следует, что UT (H, F ) = UT (H, F̃ ). Но для кусочно-постоянной
функции F̃ с конечным числом (так как F непрерывна) интервалов по-
стоянства неравенство Ψ(ρ∗0, . . . , ρ

∗
M) � UT (H, F̃ ) выполнено очевидным

образом. Действительно, набор (ρ∗0, . . . , ρ
∗
M) получается из (ρ̃0, . . . , ρ̃M̃)

выкидыванием точек ρ̃i, для которых

(F (ρ̃i)− F (ρ̃i−1))(F (ρ̃i+1)− F (ρ̃i)) > 0.
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Очевидно также, что Ψ(ρ∗0, . . . , ρ
∗
M) � UT (H, F̃ ) и, следовательно,

Ψ(ρ∗0, . . . , ρ
∗
M) = UT (H, F̃ ) = UT (H, F ). Лемма 1 доказана.

З а м е ч а н и е. Величины MT (H,X), NT (H,X) тесно связаны с
аппаратом кусочно-монотонных приближений. А именно: непрерыв-
ная на [0, T ] функция f является кусочно-монотонной порядка n ∈ N =
{1, 2, . . .}, если существует разбиение (t0, . . . , tn) такое, что 0 = t0 <
t1 < · · · < tn = T и f монотонна на каждом интервале ∆i = [ti−1, ti],
i = 1, . . . , n, и не является такой на любой паре соседних отрезков ∆i
(см. [4]). Множество таких функций будем обозначать Σn. Для функ-
ции (F (t))t∈[0,T ] при данном натуральном n будем рассматривать ее наи-
лучшее приближение элементами семейства Σn, которое определяется
соотношением

Mn(F ) = inf
f∈Σn

sup
t∈[0,T ]

|F (t)− f(t)|.

В работе [3] было показано, что для любой непрерывной на [0, T ] функ-
ции F выполнено

NT (H, F ) = min

{
n ∈ N: Mn(F ) < H

2

}
.

Для величины MT (H, F ) также можно установить очевидным образом,
что MT (H, F ) есть порядок кусочно-монотонной функции F̂ , где функ-
ция F̂ однозначным образом определяется по значениям (F (ρ̃i))i=0,...,M̃
((ρ̃i)i=0,...,M̃ — последовательность, о которой говорится в доказатель-
стве леммы 1). А именно:

F̂ (t) =


F (ρ̃i) + (F (ρ̃i+1)− F (ρ̃i)) t− ρ̃i

ρ̃i+1 − ρ̃i , t ∈ [ρ̃i, ρ̃i+1],
i = 0, . . . , M̃ − 1,

F (ρ̃
M̃
), t ∈ [ρ̃

M̃
, T ].

Указанная взаимосвязь показывает, в частности, что величины
MT (H, F ), NT (H, F ) определены корректным образом, т.е. зависят
только от функции F и значений H, T .

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы. Докажем сначала теорему
для случая σ = 1. Пусть (ρ∗m, ρm)m=0,...,M , (τ

∗
n, τn)n=0,...,N — моменты

времени, о которых говорится в лемме 1. Тогда из (33) следует, что для
любого m = 1, . . . ,M − 1
|Wρ∗m −Wρ∗m−1 |p = |Wρ∗m −Wρm +Wρm −Wρm−1 +Wρm−1 −Wρ∗m−1 |p

=
(
2H + (Wρm −Wρm−1) sign (Wρ∗m −Wρ∗m−1)

)p
. (34)
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Поскольку величина sign (Wρ∗m −Wρ∗m−1) полностью определяется значе-
ниями (Wt)t∈[ρm−1,ρm], а (ρm) — последовательность марковских момен-
тов, то в силу свойства строгой марковости винеровского процесса ве-
личины (|Wρ∗m−Wρ∗m−1 |p)m=1,...,M−1 являются независимыми и одинаково
распределенными. Так как M = MT (H,X)→ +∞ (п.н.) при T → +∞,
а |Wρ∗

M
−Wρ∗

M−1 |p = (2H+(WρM −WρM−1) sign (Wρ∗M −Wρ∗M−1 )+ εM )p, где
величина εM ограничена (−2H < εM < 0), то в силу усиленного закона
больших чисел∑M

m=1 |Wρ∗m −Wρ∗m−1 |p
M

−→E|Wρ∗1 −Wρ∗0 |p (п.н.) при T → +∞.
Аналогично доказывается, что∑N

n=1 |Wτ∗n −Wτ∗n−1 |p
N

−→E|Wτ∗1 −Wτ∗0 |p (п.н.) при T → +∞.

Найдем сначала E|Wρ∗1 −Wρ∗0 |p. Для этого рассмотрим последователь-
ность (αk)k=1,2,... независимых одинаково распределенных величин с рас-
пределением

αk =

{
1, 0.5,

−1, 0.5.

Обозначим также βn =
∑n
k=1 αk, n = 1, 2, . . . , и рассмотрим случайную

величину
ν = min{n � 1: βn = n − 2}.

Заметим, что ν — момент первого падения βn. Поскольку, как легко
понять из (34), |Wρ∗1 −Wρ∗0 |p

Law
= (2H + βνH)

p, то из того, что βν = ν − 2,
а Eνp =

∑∞
n=1 n

p/2n, следует (13) для σ = 1.
Для доказательства (14) обозначим

θ = inf
{
u � 0: max

[0,u]
W −Wu = H

}
. (35)

В силу марковости моментов τ0, τ1 легко понять, что

(Wτ1 −Wτ0) sign (Wτ∗1 −Wτ∗0 )
Law
= Wθ,

а значит, E|Wτ∗1 −Wτ∗0 |p = E(2H +Wθ)p, что доказывает искомое.
Для доказательства теоремы для случая произвольного σ > 0 до-

статочно воспользоваться свойством автомодельности винеровского про-
цесса: (σWt; 0 � t � T )

Law
= (Wt; 0 � t � σ2T ). Отсюда следует, что

(MT (H, σW ), U
(p)
T (H, σW ))

Law
= (Mσ2T (H,W ), U

(p)
σ2T (H,W )), (36)

(NT (H, σW ), V
(p)
T (H, σW ))

Law
= (Nσ2T (H,W ), V

(p)
σ2T (H,W )). (37)

Теорема доказана.
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З а м е ч а н и е. Для случаев p = 1, 2 найдем значения RW (p),
KW (p). Легко подсчитать, что RW (1) = 2, RW (2) = 6. Для того чтобы
найти KW (1), KW (2), рассмотрим величину

θ′ = inf{u � 0: |Wu| = H}. (38)

Поскольку в силу теоремы Леви (см. [6, с. 211]) |Wt| Law= max[0,t]W−Wt, то
величины θ′ и θ имеют одинаковые распределения, а значит, Eθ = Eθ′.
Но в силу тождества Вальда Eθ′ = EW 2

θ′ = H
2, поэтому EW 2

θ = H
2,

EWθ = 0, откуда следует, что KW (1) = 2, KW (2) = 5.
Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 2. Рассмотрим сначала случай

σ = 1. Пусть (ρ̃m)m=0,...,M̃ , (τn)n=0,...,N — марковские моменты, о ко-
торых говорится в лемме 1. Тогда каждая из последовательностей
(ρ̃m − ρ̃m−1)m=1,...,M̃ и (τn − τn−1)n=1,...,N представляет собой последова-
тельность независимых одинаково распределенных случайных величин,
при этом

(ρ̃m − ρ̃m−1) Law= θ′, (τn − τn−1) Law= θ,
где θ, θ′ определяются из соотношений (35), (38) соответственно. По-
скольку Eθ′ = Eθ = H2 (см. выше), а при T → +∞ выполнено
M̃ = M̃T (H,W ) → +∞, N = NT (H,W ) → +∞ (п.н.), то в силу уси-
ленного закона больших чисел немедленно следует соотношение (16)
для σ = 1 и

lim
T→+∞

T

M̃T (H,W )
= H2 (п.н.). (39)

Для доказательства (15) в случае σ = 1 рассмотрим U (p)T (H,W )
для p = 1. Несложно понять, что

U
(1)
T (H,W ) = M̃T (H,W )H.

Последнее равенство в совокупности с (13) и (39) дает искомое. Доказа-
тельство леммы для произвольного σ > 0 следует из (36), (37).

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 1. Докажем утвер-
ждение сначала для случая renko. Из (21), (33) следует

Ỹ RT (H,X) =
MT (H,X)∑
m=1

(−1)m+1 sign (X(ρ0)−X(ρ∗0))
∫ T
0

χ[ρm−1,ρm)(t) dX(t)

=
MT (H,X)∑
m=1

(−1)m+1 sign (X(ρ0)−X(ρ∗0))
(
X(ρm)−X(ρm−1)

+X(ρ∗m)−X(ρ∗m) +X(ρ∗m−1)−X(ρ∗m−1)
)

=
MT (H,X)∑
m=1

(|X(ρ∗m)−X(ρ∗m−1)| − 2H) + εRT (H,X), (40)
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где εRT (H,X) = H+ ε̃
R
T (H,X), а |ε̃RT (H,X)|= |X(ρ∗MT(H,X))−X(ρMT(H,X))|.

Тогда в силу (33) выполнено 0 < εRT (H,X) < 2H . Случай kagi доказы-
вается аналогично с той лишь разницей, что 0 < εKT (H,X) � H . Утвер-
ждение 1 доказано.

Д о к а з а т е л ь с т в о у т в е р ж д е н и я 2. Если R(H) � 2,
то из (40) следует

Y RT (H,X) = (ξT (H,X)− 2H)MT (H,X) + εRT (H,X),
откуда очевидным образом получаем

lim
T→+∞

EyRT (H,X) = lim
T→+∞

EξT (H,X)− 2H + lim
T→+∞

E
εRT (H,X)

MT (H,X)

= (R(H)− 2)H.
Аналогично, если R(H) < 2, то из (40) следует

Y RT (H,X) = (2H − ξT (H,X))MT(H,X)− εRT (H,X),
а значит, limT→+∞EyRT (H,X) = (2−R(H))H .

Утверждение 2 доказано. Утверждение 3 доказывается аналогично.
Автор выражает благодарность А.Н. Ширяеву и Б.С. Кашину за

полезные замечания при обсуждении работы.
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