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 Финансовая математика

Финансовая математика – раздел прикладной математики, ориентированный на решение разнообразных задач финансовых рынков. Резкое повышение интереса к рынку ценных бумаг во всех странах мира относят к началу семидесятых годов. Интересно понять, что послужило толчком к новым сдвигам в экономике и, в частности, на рынке ценных бумаг. Финансовый рынок в шестидесятые годы отличался очень низкой волатильностью (изменчивостью), процентные ставки стали очень устойчивыми, обменный курс валют был фиксированным. Такое общее состояние рынка ограничивало инициативу инвесторов, сдерживало введение новой финансовой технологии. С другой стороны, в 70-х произошло несколько событий, способствовавших структурным изменениям:

· Отказ от фиксированного обменного курса  валют и переход к «плавающему» курсу;

· Обесценивание доллара (по отношению к золоту);

· Всемирный нефтяной кризис, возникший в связи с политикой нефтяного картеля ОПЕК, ставшего одним из основных законодателей цен на нефть на международном рынке.

Среди производных ценных бумаг как инструментов финансовой инженерии наиболее заметное место занимают опционы и фьючерсные контракты. Общепризнанно, что и те, и другие имеют очень высокий риск, но в то же самое время они и их разнообразные комбинации с успехом используются не только с целью получения дохода, но как средство защиты от драматического изменения цен. В конечном счёте, цель одного, и другого одна – минимизировать риск, обусловленный неопределённостью будущих значений цен на рынке.

Опцион (выбор) – это ценная бумага (контракт), выпускаемая фирмами, корпорациями, банками и другими финансовыми институтами и дающая покупателю право купить или продать определённую ценность  в установленный период или момент времени на заранее оговариваемых условиях (более подробно опционы будут описаны в следующем разделе).

Фьючерс, или фьючерсный контракт – это соглашение-обязательство купить или продать определенную ценность (золото, валюту, например) в определенный момент в будущем по фьючерсной цене, оговариваемой в момент заключения соглашения.

Родственной формой фьючерсных соглашений являются так называемые форвардные контракты. Разница заключается в том, что форварды обычно заключаются между двумя сторонами без каких-либо посредников. Фьючерсные контракты заключаются на организованных биржах, причем задействованные «продавец» и «покупатель» могут вовсе не знать друг друга, а специальная система текущих перерасчетов делает отказ той или иной стороны от контракта делом убыточным.

Таким образом, любая финансово-кредитная операция, инвестиционный проект или коммерческое соглашение предполагают наличие ряда условий их выполнения, с которыми согласны участвующие стороны.

Отсюда следует, что такие системы могут и должны являться объектом количественного финансового анализа. Проверенные практикой методы этого анализа, фактически, и составляют предмет финансовой математики.

Формальное определение понятия финансовой математики: финансовая математика – раздел прикладной математики, имеющий дело с математическими задачами, связанный с финансовыми расчётами.

Основные направления:

· классическая финансовая математика (проведение процентных расчётов и анализ потоков платежей, применяемых в банковском деле, кредитовании, инвестировании);

· стохастическая финансовая математика, включающая расчёт безарбитражной (или «справедливой») цены финансовых инструментов;

· проведение актуарных расчётов (составляющих основу страхования);

· эконометрические расчёты, связанные с прогнозированием поведения финансовых рынков.

Область приложения методов количественного анализа финансовых операций последовательно расширяется. Кратко проследим эти этапы развития. Есть свидетельства того, что на заре цивилизации (Месопотамия) уже применялось начисление процентов в простых ссудных операциях. В прошлом веке и первой половине нынешнего столетия анализ в основном был нацелен на операции, предполагающие выплаты регулярных последовательностей платежей – финансовых рент. В наше время преобладающим объектом являются потоки платежей. В последнее десятилетие большое внимание уделяется портфелям финансовых инвестиций и задолженности.

Научно-технический прогресс не мог не затронуть такой важной области как финансово-кредитные отношения. К таким новшествам, в частности, относятся новые инструменты денежно-кредитного рынка – опционы, свопы, соглашения о будущей процентной ставке и т. п.

Опционы и их разновидности
 Понятие опциона

Опционом называется контракт, заключенный между двумя лицами, в соответствии с которым одно лицо предоставляет другому лицу право купить определенный актив по определенной цене в рамках определенного периода времени или предоставляет право продать определенный актив по определенной цене в рамках определенного периода времени. Лицо, которое получило опцион и таким образом приняло решение, называется покупателем опциона, который должен платить за это право. Лицо, которое продало опцион, и отвечающее на решение покупателя, называется продавцом опциона.

Существует множество видов опционов: 

· опцион на покупку (опцион “колл”) - опционный контракт, который дает покупателю право, но не налагает на него обязанности купить определенное количество финансовых инструментов, лежащих в основе опциона, по заранее установленной цене исполнения в течение определенного периода времени. Продавец опциона "колл" обязуется, в случае желания покупателя исполнить опцион, продать последнему финансовые инструменты в основе опциона по установленной цене на дату исполнения контракта или до ее наступления. Владелец опциона "колл" (имеющий по нему длинную позицию) рассчитывает на то, что бумаги в основе опциона вырастут в цене; 
· опцион на продажу (опцион “пут”) - опционный контракт, который дает покупателю право, но не налагает на него обязанности, продать определенное количество финансовых инструментов, лежащих в основе опциона, по заранее установленной цене исполнения в течение определенного периода времени. Продавец опциона "пут" обязуется, в случае желания покупателя исполнить опцион, купить у него финансовые инструменты в основе опциона по установленной цене на дату исполнения контракта или до ее наступления. Владелец опциона "пут" (имеющий по нему длинную позицию) рассчитывает на то, что финансовые инструменты в основе опциона упадут в цене;
· опцион “в деньгах” (In-the-money) - опцион, имеющий внутреннюю стоимость. Цена исполнения опциона "в деньгах" более выгодна владельцу, чем текущая рыночная цена актива, лежащего в его основе. Опцион «колл» является опционом "в деньгах", если цена его исполнения ниже текущей рыночной цены базисного актива. Как правило, по мере приближения даты исполнения опциона "в деньгах" объем торгов по нему увеличивается. Также называется опционом c выигрышем;
· опцион "без денег" (Out-of-the-money) - опцион, не имеющий внутренней стоимости. Цена исполнения опциона "без денег" менее выгодна владельцу, чем текущая рыночная цена актива, лежащего в его основе. Опцион «колл» является "безденежным", если цена его исполнения выше текущей рыночной цены базисного актива. Опцион «пут», наоборот, является "безденежным", если цена его исполнения ниже текущей рыночной цены базисного актива. Также называется опционом с проигрышем;
· опцион "при деньгах" (At-the-money) - опцион, активы, в основе которого торгуются по цене, близкой или равной цене исполнения данного опциона. Также называется опционом без выигрыша.
Каждый из этих опционов призван решать свои специфические задачи. Но все опционы объединяет одно: для покупателей опционов последние, по сути, являются, с одной стороны, механизмом страхования от наступления неблагоприятных событий (прежде всего, падения или роста курсовой стоимости актива), с другой стороны, - покупатели опционов приобретают возможности роста. Что касается продавцов опционов, то их движущим мотивом является надежда на не наступление благоприятных для покупателей исходов, когда последние не будут исполнять опцион, либо, по крайней мере, надежда на то, что полученная прибыль перевесит сумму, выплачиваемую по обязательствам. Сегодня опционами торгуют на многих зарубежных биржах, начинают торговать и в России. Кроме срочных сделок на покупку или продажу обыкновенных акций заключаются опционные контракты на фондовые индексы, на облигации, товары и иностранную валюту.

Премия опциона

Премия опциона — это сумма денег, уплачиваемая покупателем опциона продавцу при заключении опционного контракта. По экономической сути премия является платой за право заключить сделку в будущем.

Часто, говоря "цена опциона", подразумевают премию по опциону. Для биржевых опционов - премия по опциону является котировкой по нему.
Биржевые и внебиржевые опционы

Биржевые опционы являются стандартными биржевыми контрактами. Для таких опционов биржей устанавливается спецификация контракта. При заключении сделок участниками торгов оговаривается только величина премии по опциону, все остальные параметры стандартны и установлены биржей. Публикуемой биржей котировкой по опциону является средняя величина премии по данному опциону за день. С точки зрения биржевой торговли опционы с разными ценами исполнения или датами исполнения считаются разными контрактами. По биржевым опционам клиринговой палатой ведется учет позиций участников по каждому опционному контракту. То есть участник торгов может купить один контракт и если он продает аналогичный контракт, то его позиция закрывается. Расчетная палата биржи является противоположной стороной для каждой стороны опционного контракта. По биржевым опционам существует также механизм взимания маржевых сборов (обычно уплачивается только продавцом опциона).

Внебиржевые опционы, в отличие от биржевых, заключаются на произвольных условиях, которые оговаривают участники при заключении сделки. Технология заключения аналогична форвардным контрактам.

Виды опционов
Наиболее распространены опционы двух стилей — американский и европейский.

Американский опцион может быть погашен в любой день срока экспирации. То есть для такого опциона задается срок, во время которого покупатель может исполнить данный опцион.

Европейский опцион может быть погашен только в одну указанную дату (дата экспирации, дата исполнения, дата погашения). Биржевые опционы чаще являются американскими, внебиржевые - европейскими. Продавец американского опциона колл должен в любой момент быть готов поставить базисный актив, а продавец опциона пут - оплатить базисный актив. 

Квазиамериканские опционы 
Эти опционы по своим особенностям находятся где-то между американскими и европейскими типами опционов, поэтому их еще называют «бермудские» или «среднеатлантические». Владелец квазиамериканского опциона имеет право его исполнить только в определенные, заранее оговоренные в опционном контракте, даты в период до исполнения опциона. «Окно» для исполнения может быть как определенным днем, так и несколькими днями. Более того может быть несколько окон для исполнения опциона. В этом случае, если владелец предпочел не исполнять опцион в течение первого временного окна, он имеет право исполнить его в следующий, оговоренный в контракте, период. Очевидно, что по мере того, как время всех периодов для исполнения приближается к сроку существования опциона, квазиамериканский опцион становится все больше похож на американский. Функция выплат по данному опциону эквивалентна функции выплат простого опциона. 
Азиатский опцион - опцион, цена исполнения которого определяется средней стоимостью активов на период его действия. Обычно азиатские опционы заключаются на товары, биржевые индексы, валюту и ставку процента.

Замечание: основной поток опционов, находящихся в обращении Американского типа.

Операции с опционами

Во всех случаях, когда компания делает заем, она создает опцион, потому что заемщика нельзя вынудить погасить долг по истечении оговоренного срока займа. Если стоимость активов компании меньше величины долга, компания предпочтет не выполнить свои обязательства (поскольку окажется неплатежеспособной), и держатели облигаций получат ее активы. Таким образом, когда компания делает заем, кредитор, по сути, приобретает активы компании, а акционеры получают опцион на их выкуп путем погашения долга. К вышесказанному добавим:
· с помощью опционов можно моделировать различные финансовые потоки (практически любые, например, опцион на продолжение инвестиций, если осуществляемый инвестиционный проект успешен, опцион на отказ от проекта, опцион на выжидание и выбор оптимального времени инвестирования в проект). При этом в случаях, когда представляется невозможным однозначно определить единую ставку дисконтирования на весь период инвестирования (например, она подвержена сильным колебаниям). Применение механизма опционного ценообразования более адекватно по сравнению с методом чистых дисконтированных потоков (NPV-критерий); 
· в случае отсутствия биржевых опционных контрактов их можно заключать на двусторонней основе между компаниями (по примеру форвардных контрактов). Кроме того, сами опционные контракты можно создавать (моделировать) внутри одной компании с помощью приобретения активов, использования займов и “коротких” продаж активов;

· более того, опционы, подобно фьючерсам, можно использовать и без поставки актива в конце срока. Для этого сначала открывается позиция покупкой или продажей какого-либо опциона, затем эта позиция закрывается противоположной сделкой - продажей или покупкой.
Механизм заключения сделки выглядит следующим образом:

· компания заключает с банком договор, в котором фиксируются сумма сделки, курс покупки либо продажи валюты, дата расчетов, цена опциона. Курс в данной ситуации определяется компанией. Компания уплачивает цену опциона и в момент наступления даты расчетов имеет право купить либо продать валюту по установленному в договоре курсу; 

· в том случае, если рыночный курс окажется к моменту исполнения более выгодным для компании, чем курс опциона, компания имеет право отказаться от исполнения опциона без несения каких-либо дополнительных издержек. 

История биржевых опционов

· до 1973 г. — небиржевые опционы на акции 

· с 1973 г. — биржевые опционы на акции 

· с 1981 г. — процентные опционы (на облигации, ипотеки, казначейские вексели) 

· с 1982 г. — валютные опционы, опционы на фьючерсные контракты на облигации 

· с 1983 г. — опционы на биржевые индексы, опционы на фьючерсные контракты на биржевые индексы 

Родоначальником биржевой торговли опционами является Чикагская торговая палата (биржа) — CBOT, создавшая к началу 1973 г. специализированный филиал — Чикагскую биржу опционов (CBOE). Первоначальным активом биржевых опционов были акции американских компаний, пользующиеся наибольшим спросом на фондовом рынке.

Своп

Понятие своп
Своп (от англ., swap обмен) - операция, при которой две компании обмениваются обязательствами или активами на различных условиях для улучшения их структуры по срокам или качеству, снижения рисков или издержек, получения прибыли (например, в разной валюте и/или под разные процентные ставки, фиксированные или "плавающие"). Так, например:
· временная покупка с гарантией последующей обратной продажи на тех же или иных условиях;

· одновременная обменная операция по ценным бумагам с целью продления срока, т. е. продажа ценной бумаги и покупка другой с более длительным сроком до погашения; 
· операция по обмену национальной валюты на иностранную с обязательством обратного обмена через определенный срок (осуществляется обычно между центральными банками). В первой части такой операции валюта продается за рубли по текущему спот-курсу, а  вторая часть - обратная валютообменная операция - производится через согласованный банками период времени (обычно 7, 14, 30 или 60 дней) по курсу, который указывается в качестве котировок. SWAP - сделки используются банками в основном для размещения свободных ресурсов под "хороший" процент с абсолютно ликвидным обеспечением - валютой. Кроме этого: 
· как альтернатива обычным валютообменным (конверсионным) операциям
· для гарантии возврата валюты в будущем с известной заранее стоимостью такой операции, не зависящей от изменений курса валюты; 

· как схема оперативного управления активами банка. 
Следует отметить, что в качестве обеспечения при получении кредита в рублях может использоваться любая твердая валюта - GBP, EUR, JPY и т.д.; 

· продажа наличной валюты (спот) с одновременной покупкой ее на срок (форвард) или наоборот.
Изначальная цель товарного свопа — распределение ценового риска между клиентом и финансовым посредником. Фактически возникающие при этом потоки платежей компенсируют друг друга, и в результате в оговоренные даты одна из сторон выплачивает другой разницу между текущей и фиксированной ценой.

Историческая справка:

Первая "официальная" операция валютного свопа (обмена долларов на швейцарские франки) была осуществлена в августе 1981 г. между американской компанией ИБМ (IBM) и Международным банком реконструкции и развития (МБРР). Рынок процентных свопов возник в США по инициативе компании "Sallie Mae", занимавшейся предоставлением бонифицированных займов. Большая часть операций своп осуществлялась ведущими международными банками, которые поначалу выступали в качестве посредников между участниками валютных свопов. В последующем банки стали выступать как активные участники сделок, действующие на свой счет и в собственных интересах. 

Некоторые разновидности свопов

· Кредитный своп представляет собой соглашение, позволяющее двум сторонам произвести обмен кредитного риска некоторого актива (или портфеля активов) без переуступки самого актива. Покупатель кредитного свопа получает от продавца некоторую премию, в обмен за которую он соглашается произвести необходимый платеж при наступлении "кредитного события" со стороны компании-заемщика. Под "кредитным событием" обычно понимается дефолт компании-заемщика, но оно может включать в себя и другие события (такие как понижение рейтинга) способные повлиять на возможность выплаты по обязательству компании-заемщика. Платеж покупателя кредитного свопа в случае наступления "кредитного события" может быть как фиксированной суммой, так и зависеть от стоимости обязательства компании-заемщика после наступления этого события. Кредитные свопы иногда также называют дефолт-свопы или (что иногда вводит в заблуждение) дефолт-опционы.
При total return свопах двое контрагентов обмениваются всеми экономическими рисками (т.е. и рыночным и кредитным рисками), проистекающими из данного обязательства компании-заемщика. По этому соглашению продавец total return свопа производит периодические платежи, которые, как правило, равны произведению некоторой "индикаторной" плавающей процентной ставки (такой, например, как LIBOR) на номинальную величину контракта. Покупатель total return свопа взамен производит платежи равные общей ставке роста стоимости обязательства компании-заемщика (купоны и дивиденды плюс приращение цены обязательства), умноженной на некоторую номинальную величину. Продавец кредитного свопа несет риск уменьшения стоимости обязательства компании-заемщика.

Своп – опционы

Понятие своп - опциона

Своп - опцион — swaptions — иногда это слово переводится на русский язык словосочетанием опционы на своп. Своп-опцион дает его покупателю право, но не обязательство заключить своп. В обмен за уплаченную продавцу своп - опциона премию покупатель получает право заключить своп на специально оговоренных условиях. Эти условия включают в себя следующие параметры:

· период времени, в течение которого своп-опцион может быть исполнен; 

· цену, по которой будет заключен своп (фиксированная цена); 

· детали, связанные с дюрацией свопа и с товаром, лежащим в его основе.

Продавец своп - опциона, напротив, получает премию в обмен на переданное покупателю своп - опциона право заключить своп.

Своп - опционы могут быть сконструированы различными способами, чтобы наилучшим образом удовлетворить потребности клиента.

Основными среди них являются инструменты, дающие покупателю право заключить своп, по которому он платит за товар фиксированную цену (своп-опцион на покупку — call swaptions) или получает за товар фиксированную цену (своп-опцион на продажу — put swaptions).
Использовать своп-опцион может, например, потребитель, желающий оградить себя от сильного роста цены товара, сохранив в то же время возможность получить выгоду в случае ее падения. Этот клиент должен купить своп-опцион на покупку, зафиксировав цену, на которую этот своп заключается. Если рыночная цена товара на момент исполнения своп - опциона выше цены, зафиксированной в нем, клиент может заключить своп и заплатить за товар фиксированную цену. Таким образом, зафиксированная своп - опционом цена — это максимальная цена, которую платит за товар потребитель. Если рыночная цена на момент исполнения ниже фиксированной, то   исполнять своп-опцион потребителю не нужно, так как товар может быть приобретен им на рынке по более выгодной цене. 

Воспользовавшись своп - опционом на продажу, подобные выгоды получает производитель. В этом случае, покупая своп-опцион, клиент защищает себя от падений цены. Если рыночная цена товара на момент исполнения своп - опциона ниже фиксированной, то производитель должен исполнить своп-опцион и получить за свой товар фиксированную цену. Если рыночная цена на момент исполнения выше фиксированной, то клиент просто может продать товар на рынке по более выгодной текущей цене. Таким образом, цена, зафиксированная в своп - опционе, является минимальной ценой, по которой производитель может продать свой товар. В биржевой торговле своп - опциону соответствует обычный опцион на соответствующий фьючерсный контракт. 

Виды своп - опционов

· свопцион колл — свопцион, обеспечивающий право покупателю являться плательщиком по фиксированной ставке (фиксированному курсу);

· свопцион пут — свопцион, обеспечивающий право покупателю являться плательщиком по плавающей ставке (плавающему курсу);
· своп - опционы на среднее значение — average rate swaptions или asian swaptions — азиатские своп - опционы. В основе своп - опционов на среднее значение лежит цена товара, усредненная определенным образом за некоторый промежуток времени. Этот инструмент более привлекателен для клиентов, которых интересует средняя цена товара за данный период. Зачастую он более предпочтителен для бюджетных нужд и планирования, чем обычные своп-опционы. Данный продукт также увеличивает степень защищенности клиента от резких однодневных скачков цены, обусловленных краткосрочной конъюнктурой рынка, например, перед датой исполнения стандартных биржевых контрактов;
· корзинные своп – опционы — basket swaptions. Корзинные своп-опционы основаны на цене комбинированного портфеля, состоящего из набора товаров. Каждый товар, входящий в корзину, имеет в ней собственный вес, отвечающий запросам клиента. Это позволяет клиенту осуществлять управление рисками, возникающими от изменения цен нескольких товаров, при помощи одного инструмента. Например, клиент, структура потребления которого включает в себя молоко, кофе и сахар, может воспользоваться корзинным своп - опционом на совокупность этих товаров;
· опционы на опционы — compound options. Комбинированные опционы, или опционы на опционы, предоставляют покупателю право, но не обязанность приобрести лежащий в их основе обычный (базовый) опцион на более позднюю дату. Это позволит покупателю минимизировать первоначальную премию, которую он должен заплатить, решив купить базовый опцион. Вместо полной оплаты базового опциона покупатель покупает опцион на него. Если на момент исполнения последнего базовый опцион не представляет интереса для покупателя, покупатель может отказаться от его приобретения и избежит дальнейших трат. В противном случае покупатель может исполнить свой комбинированный опцион, купив базовый опцион по заранее оговоренной цене.
Модели финансового рынка

Модели ценообразования опционов.

Теоретически задача оценки стоимости опциона любого вида заключается в вычислении ожидаемой стоимости опциона в момент исполнения и дисконтировании этой величины к текущему моменту. На практике для вычисления ожидаемой стоимости опциона необходимо знать закон, которому подчиняется динамика цены базового актива. Так как не существует какой-либо удовлетворительной теории, на основе которой можно было бы предсказывать будущие изменения цен на рынках, то общепринятая точка зрения заключается в том, что изменение цен имеет случайный характер. Это позволяет привлечь для изучения динамики цен финансовых активов аппарат теории случайных процессов.

Поэтому одной из основных в теории оценки стоимости опционов является задача определения параметров случайного процесса, которому следует изменение цены актива. Заметим, что параметры случайного процесса, равно как и его тип нельзя прямо наблюдать на рынке. Для их определения требуется, во-первых, сделать предположение о типе случайного процесса, а затем, на основе исторических данных о ценах актива, вычислить его параметры. Наиболее стандартной является гипотеза, что цены имеют логнормальное распределение.

Теория оценки стоимости опционов имеет достаточно короткую историю: первая фундаментальная работа появилась только в 1973 году. Попытки оценить стоимость опционов предпринимались и ранее, но построенные модели были далеки от реальности. Прорыв произошел после того как Black и Scholes показали, что комбинация опционов колл и акции, лежащей в основе опциона, позволяет построить портфель, независящий от рыночного риска. На основе этого им удалось получить аналитическое решение для стоимости европейского колл опциона на акции. Эта работа явилась краеугольным камнем в современной теории оценки стоимости опционов.

Существующие модели можно разбить на два больших класса: модели, позволяющие получить аналитическое решение, и модели, использующие численные методы для получения оценки стоимости опциона.

Аналитические модели

Все существующие аналитические модели основаны на следующих принципах.

Делается предположение о виде случайного процесса, которым описывается динамика цен актива (активов), лежащего в основе опциона. На основе этого получают дифференциальное стохастическое уравнение для стоимости опциона.

Строится портфель из опционов и базового актива, стоимость которого не зависит от изменения цены базового актива, то есть от рыночного риска. На основе этого получают дифференциальное уравнение, свободное от случайных переменных.

Используя граничные условия, налагаемые правилами выплат по опциону, решают уравнение и получают формулу оценки стоимости опционов.

Важнейшим методическим приемом при решении таких стохастических дифференциальных уравнений является использование метода риск нейтральной оценки (risk-neutral valuation). Данный прием основан на факте, что полученное дифференциальное уравнение для стоимости опциона свободно от параметров, описывающих склонность инвесторов к риску. Решение такого уравнения также не зависит от склонности инвесторов к риску. Поэтому при решении уравнения, не ограничивая общности решения, можно сделать предположение, что все инвесторы нейтральны к риску, и соответственно доходность всех финансовых активов одинакова и равна безрисковой ставке. Это существенно облегчает получение решения дифференциального уравнения в явном виде.

Модель Блэка-Шоулза (Black-Scholes option pricing model) – модель назначения цены опциона колл, основанная на арбитражных аргументах. Согласно этой модели премия опциона колл европейского стиля находится в прямой зависимости от цены базисного актива, волатильности, оставшегося срока до истечения контракта, безрисковой процентной ставки и в обратной зависимости от цены исполнения. В результате ими была получена формула оценки опциона колл на акции.

После этого развитие аналитических моделей происходило по двум направлениям:

· обобщение модели Black-Scholes. Такие модели строились с использованием более мягких ограничений, чем в модели Black-Scholes. 
· распространение модели на опционы с другими базовыми активами и на другие виды опционов. 
Приведем далее основные характеристики существующих моделей.
Обобщенные модели

После опубликования работы Black-Scholes в том же 1973 году Robert Merton оценил стоимость европейского опциона на акции, по которым выплачиваются дивиденды. Кроме этого он рассмотрел случай переменной безрисковой процентной ставки.

В 1975 году Jonathan Ingersoll усложнил модель, рассмотрев случай, когда дивиденды облагаются налогом.

Одно из предположений в модели Black-Scholes заключается в том, что изменение цены имеет непрерывный характер и описывается с помощью простого Винеровского процесса. На практике цены имеют тенденцию изменяться скорее скачками, чем непрерывно. Модель, где цены меняются не непрерывно, а скачками, была рассмотрена Cox и Ross в 1976 году. Эта идея затем привела к появлению биномиальной модели Cox-Ross-Rubinstein.

Merton развил идею о скачкообразном поведение цен, предположив, что развитие цены есть комбинация скачков цены и диффузионного движения. В его модели задается частота появления скачков цены, делается предположение, что величина скачков имеет логнормальное распределение.

Проведенные практические исследования распределения цен показали, что логнормальное распределение некорректно описывает “хвосты” реального распределения. Поэтому целый класс моделей рассматривает случай, когда цена актива следует другому процессу, отличному от логнормального.

Jarrow и Rudd построили модель, учитывающую расхождение между реальным распределением цен и логнормальным.

Еще более сильным допущением в модели Black-Scholes, не подтверждающимся на практике, является предположение о постоянной волатильности цены акции. Серия моделей, появившаяся в 1987 году, изучает случай, когда волатильность не постоянна, а описывается некоторым стохастическим процессом.

Модели на другие опционы

В 1976 году Fischer Black расширил исходную модель, рассмотрев случай, когда базовым активом является фьючерсный контракт.

В 1983 году Garman и Kohlhagen, Orlin и Grabbe получили решение для европейского опциона на курс валют.

Целый ряд моделей посвящен оценке американских опционов. Учитывая, что решение для американских опционов в аналитическом виде получить значительно сложнее, а часто и невозможно, большинство моделей оценки американских опционов используют численные методы.

Другое направление исследований связано с оценкой экзотических опционов.

В 1979 году Barry Goldman, Sosin, Mary Ann Gatto рассмотрели оценку стоимости path dependent европейских опционов.

Robert Geske предложил модель оценки стоимости compound опционов.

Оценка exchange - опционов приведена в работе William Margrabe.

Rene Stulz оценил один из типов multi factor опционов.

Численные модели

Численные модели основаны на трех подходах. Первый подход известен как биномиальный, второй подход основан на использовании метода конечных разностей, третий — на использовании метода Монте-Карло .

Биномиальные модели

Этот подход был предложен William Sharpe в 1978 году и разработан J. Cox, S. Ross и M. Rubinstein. Его идея заключается в том, что время до погашения опциона разбивается на интервалы. В каждом интервале, как предполагается, цена актива следует биномиальному процессу: цена или возрастает на заданную величину, или падает на заданную величину. Таким образом, получают множество возможных значений цены актива в момент исполнения опциона, для каждого значения цены цена опциона известна. После этого, используя возможность построения безрискового портфеля из актива и опционов, производят свертку полученного дерева цен. Преимущество такого подхода состоит в возможности его использования для любых видов опционов.

Наибольшее распространение биномиальные модели получили при оценке опционов на процентные инструменты. Первая модель была предложена Richard Rendleman и Brit Bartter. В 1986 году Thomas Ho и Sang-Bin Lee рассмотрели модель изменения структуры процентных ставок, но волатильность всех процентных ставок была одинакова. В 1990 Fischer Black, Derman и Toy устранили это ограничение.

Метод конечных разностей

Этот подход заключается в нахождение численного решения дифференциального уравнения для стоимости опциона. Первая работа была предложена Eduardo Schwartz и расширена Courtadon в 1982. Brennan и Schwartz показали, что этот подход можно рассматривать как триномиальное дерево цен. John Hull и Alan White модифицировали их модель, доказав, что методология триномиального дерева цен и дифференциальное уравнение приводят к одному решению.

Метод Монте-Карло 

Данный подход принципиально отличается от остальных. Все описанные выше методы оценки опционов сводились к необходимости решать стохастическое дифференциальное уравнение. Подход Монте-Карло имитации заключается в непосредственной прямой оценке ожидаемой стоимости опциона посредством симуляции возможных значений цены актива в момент исполнения опциона. Правда этот подход также требует предположения о виде стохастического процесса, которому следует цена базового актива.

Первая модель появилась в 1977 году в работе Phelim Boyle.

Сегодня этот метод оценки опционов получил наибольшее распространение и продолжает динамично развиваться. Так, Jim Tilley в 1993 году впервые предложил метод оценки опционов американского типа. После этого последовали модели Grant, Vora и Weeks (1994), Barraquand и Martineau (1995), Broadie и Glasserman (1995) .

Модели аналитической аппроксимации

Эти модели основаны на сочетании аналитического и численного подходов. Обычно они применяются для оценки американских видов опционов. Подход заключается в получении аналитической оценки стоимости опциона в момент исполнения, а затем с помощью численных методов оценивается добавка к стоимости опциона из-за возможности раннего исполнения.

Lionel Macmillan предложил оценку опционов, используя подход квадратичной аппроксимации, эта идея получила отражение в работе Giovanni Barone-Adesu и Robert Whaley.

Все модели оценки стоимости опционов требуют знания напрямую ненаблюдаемых параметров рынка. А именно, необходимо знать вид процесса, которому следует изменение цены актива, лежащего в основе опциона, во-вторых, необходимо знать параметры этого процесса. Основным влияющим параметром является волатильность базового актива.

Эти параметры, как уже отмечалось, нельзя напрямую наблюдать на рынке, как остальные величины (цена актива, безрисковая ставка). Их оценку получают на основе исторических данных. В этом кроется главная проблема теории стоимости опционов: волатильность рынка не является постоянной величиной, и ее изменения носят часто скачкообразный характер. Адекватно учесть будущие изменения волатильности ни одна из моделей не в состоянии.

Модель Black-Scholes

Фишер Блэк (Fischer Black) из Чикагского университета и Майрон Шоулз (Myron Scholes) из M.I.T разработали модель ценообразования премии опциона колл. Впервые она была описана в 1973 году (May — June 1973 Journal of Political Economy). Black-Scholes считается предельной формой биномиальной модели. В биномиальной модели нужно задать число тиков, определяющее движение вверх или вниз, прежде чем будет зафиксировано возможное значение цены. 
Текущая цена на первом шаге может пойти в 2-х направлениях. На втором шаге в 4-х направлениях. В биномиальной модели для расчета справедливой цены опциона вы должны заранее определить, сколько всего периодов использовать. Black-Scholes считается предельной формой биномиальной модели, так как допускает бесконечное число периодов (в теории), то есть Black-Scholes подразумевает, что эта небольшая диаграмма будет расширяться до бесконечности. Если вы определите справедливую цену опциона по Black-Scholes, то получите тот же ответ, что и в случае с биномиальной моделью, если число периодов, используемых в биномиальной модели, будет стремиться к бесконечности. (Тот факт, что Black-Scholes является предельной формой биномиальной модели, подразумевает, что биномиальная модель появилась первой, но на самом деле сначала появилась именно модель Black-Scholes). Справедливая стоимость фондового колл-опциона по Black-Scholes рассчитывается следующим образом:

[image: image1.wmf],
 где С — цена call опциона (the call option price);

N( ) — совместная функция нормального распределения (the cumulative normal distribution function);

σ— волатильность цены актива (the volatility expressed in annual terms);

X — цена страйк опциона (the exercise price);

S — цена актива (stock price);

[image: image2.wmf] — цена страйк на день расчетов (the present value of the exercise price)
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В этой модели должно выполняться следующее равенство (цена опциона call должна быть равна или превышать цену актива (stock price) минус цена страйк на день расчетов (the present value of the exercise price)):
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Разработчики этой модели исходили из трех утверждений. Несмотря на недостатки этих утверждений, предложенная модель все-таки довольно точна, и цены опционов будут стремиться к значениям, полученным из модели. Первое из этих утверждений состоит в том, что опцион не может быть исполнен до истечения срока. Это приводит к недооценке опционов американского типа, которые могут исполняться до истечения срока. Второе утверждение предполагает, что мы знаем будущую волатильность базового инструмента, и она будет оставаться постоянной в течение срока действия опциона. На самом деле это не так (т.е. волатильность изменится). Кроме того, распределение изменений волатильности логарифмически нормально, и эту проблему модели не учитывают.

Еще одно допущение модели состоит в том, что безрисковая процентная ставка остается постоянной в течение времени действия опциона. Это также не обязательно. Более того, краткосрочные ставки логарифмически нормально распределены. То обстоятельство, что, чем выше краткосрочные ставки, тем выше будут цены опционов, и утверждение относительно неизменности краткосрочных ставок может привести к еще большей недооценке опциона по отношению к ожидаемой цене (его правильному арифметическому математическому ожиданию). Еще одно утверждение (возможно наиболее важное), которое может привести к недооценке стоимости опциона, рассчитанной с помощью модели, по отношению к действительно ожидаемой стоимости, состоит в том, что логарифмы изменений цены распределяются нормально. Если бы опционы характеризовались не числом дней до даты истечения срока, а числом тиков вверх или вниз до истечения, а цена за один раз могла бы изменяться только на 1 тик, и он был бы статистически независим от предыдущего тика, то мы могли бы допустить существование нормального распределения. В нашем случае логарифмы изменений цены не имеют таких характеристик. Тем не менее, теоретически справедливые цены, полученные с помощью моделей, используются профессионалами на рынке. Даже если некоторые трейдеры применяют модели, которые отличаются от показанных здесь, большинство из них дадут похожие теоретически справедливые цены. Когда реальные цены расходятся с теоретическими до такой степени, что спекулянты могут получить прибыль, цены начинают снова сходиться к так называемой «теоретически справедливой цене». Тот факт, что мы можем спрогнозировать с достаточной степенью точности, какой будет цена опциона при наличии различных входных данных (время истечения, цена базового инструмента и т.д.), позволяет нам произвести расчеты оптимального и его побочных продуктов по опционам и смешанным позициям.

Рассмотрим рынок состоящий из 2 активов: безрисковый счет в банке В и ценные бумаги (фонды, акция) S. Математическое описание этого рынка вычисляет call/put опционы европейского типа. Мы можем дать короткое описание одномерного (B, S)-рынка.

Согласно этой модели банковский счет [image: image5.wmf]0
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 есть интересующая цена. Как это легко видеть, что решение этого уравнения есть:
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В этой модели курс акций описывается геометрическим Броуновским движением:

[image: image10.wmf],

tttt

dSSdtSdW

ms

=+

[image: image11.wmf]0

0

S

>

.

Как показывает практика, данные предположения обоснованы в большинстве случаев, а расхождения между фактической ценой опциона и теоретической у ликвидных инструментов лежит в пределах рыночного спрэда между ценами покупки и продажи. 

На основе формулы Black-Scholes в последние годы было разработано ряд моделей ценообразования опционов для разных нужд.

Многомерная модель Black-Scholes ценообразования опционов

Рассмотрим многомерный (B, S)-рынок, с которым будем работать в дальнейшем.

Как и раньше B означает безрисковый актив, но S уже является вектором [image: image12.wmf]0
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 описывает поведение цены i-ой акции. [image: image14.wmf]i
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 это скорость роста акций и волатильность (непостоянство) акции номером i соответственно.

Изменение цен акций и облигаций подчиняется следующей системе ДУ:

[image: image16.wmf]0

,

iiiiiii

tttt

dSSdtSdWS

ms

=+

.

В начале мы можем допускать, что Винеровские процессы [image: image17.wmf]ii
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 независимы.

Тем не менее, это допущение, упрощающее вычисление, не является верным для многомерных рынков. Рассмотрение взаимосвязей (корреляций) между Винеровскими процессами делает нашу модель более адекватной. Далее подробнее рассмотрим несколько случаев.

Во-первых, случай, когда все акции коррелируют только с акцией [image: image18.wmf]0
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. Поведение цен акций может быть, описано стохастическими дифференциальными уравнениями.
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Где [image: image20.wmf]i
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 есть корреляционный коэффициент между [image: image21.wmf]0
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 акциями.

В более общем случае все акции коррелируют друг с другом. Мы снова исследуем систему стохастических дифференциальных уравнений:
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но приращения Винеровских процессов [image: image24.wmf]ii
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 не независимы. Коэффициент корреляции [image: image25.wmf]i
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. Построить эти процессы мы можем используя какой-нибудь доступный генератор многомерного гауссова распределения (библиотеки математического обеспечения как MKL, NAG, IMSL содержат эти генераторы).

Винеровский процесс

Что такое случайный процесс?

Случайной функцией называется семейство случайных величин, зависящих от параметра t, пробегающего произвольное множество Т. Обозначение: случайная функция 
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Так как под случайной величиной понимается измеримое отображение основного вероятностного пространства 
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Когда Т — подмножество действительной прямой, а параметр t интерпретируется как время, то вместо термина «случайная функция» употребляется термин случайный процесс (когда Т состоит из целых чисел, говорят также о случайной последовательности). Вместо случайный процесс говорят иногда вероятностный или стохастический.

Введем некоторые основные понятия, связанные со случайными функциями.

В функции 
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; она называется реализацией случайной функции (еще выборочной функцией; для случайных процессов также траекторией).

Наоборот, зафиксировав 
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Далее, если 
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(7.1)
Эти распределения при всевозможных 
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 называются конечномерными распределениями случайной функции.

Винеровский процесс.

Очень важным в моделях финансовой математики случайным процессом является Винеровский процесс. Этот случайный процесс служит в каком-то приближении моделью движения частицы под действием хаотических ударов молекул; поэтому его называют броуновским движением
.
Винеровским процессом, выходящим из 0, называется случайный процесс 
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II. Для любых 
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 случайные величины (приращения) 
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III. Случайная величина 
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Свойства Винеровского процесса.

Свойство 1. Определённый таким образом (аксиоматически) Винеровский процесс не является однозначным, но можно доказать, что существует Винеровский процесс с непрерывными траекториями. Такая версия БД с непрерывными траекториями называется каноническим БД. Поэтому иногда добавляют в определение Винеровского процесса третью аксиому — требуют, чтобы траектории 
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  были непрерывны. Также интересно отметить, что почти все Винеровские траектории не дифференцируемы. 

Свойство 2. Конечномерные распределения Винеровского процесса — Гауссовские. И имеют вид
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(7.2)
Условия 0 – II в определении Винеровского процесса можно заменить условиями 0 и (6.2).

Многомерный Винеровский процесс. — Случайный процесс 
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II’. Случайный вектор 
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 (E — единичная матрица порядка r).Такой процесс можно представить себе как r независимых друг от друга Винеровских процессов.
Стохастические дифференциальные уравнения

Аналитическое решение
Потребность в решении стохастических дифференциальных уравнений (СДУ) возникает не только в задачах финансовой математики, но и во множестве других, самых разнообразных задачах. Например, в задачах фильтрации, задачах описания биологических популяций и др. Начиная с середины XX века, в математике начинает бурно развиваться математический аппарат описания и решения стохастических дифференциальных уравнений. 

Большинство СДУ встречающихся на практике в общем виде можно представить как
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где 
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— стохастический процесс. 

Что бы кратко рассказать, как аналитически решаются подобные уравнения, рассмотрим не систему, а скалярное СДУ
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Для построения стройной теории, разумеется, на 
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 накладывается ряд ограничений, о которых здесь не будет упомянуто, а под 
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 понимается Винеровский процесс.

Перейдём к его дискретной версии уравнения (8.2)
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где 
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Используя эту итерационную формулу, свяжем 
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Возникает вопрос: если 
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Процесс 
[image: image90.wmf]t
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, задаваемый выражением (8.5), и считается решением СДУ (8.2).

Интегралы в выражении (8.5), разумеется, можно определить по-разному, но наиболее распространены два подхода. А именно, рассматриваются интегралы в смысле Ито и интегралы Стратоновича. Для первого типа интеграла получается более «изящная» математическая теория, и при решении, обычно СДУ понимается именно в смысле Ито. Второй тип интеграла более «физичен», но менее используется при вычислениях, т.к. для него математическая техника  получается хуже. Является важным тот факт, что между этими двумя интегралами существует определённое соотношение; и при решении практической задачи от СДУ в смысле Стратоновича переходят к эквивалентному СДУ в смысле Ито, а затем решают.
Пример.
Модель Блэка–Шоулза имеет вид
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где 
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 — скорость роста, 
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 — волатильность, 
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 — стандартный Винеровский процесс.

Если уравнение (8.6) рассматривать в смысле Ито, то решением будет случайный процесс вида:
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А если уравнение (8.6) рассматривать в смысле Стратоновича, то решением будет случайный процесс вида:
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Замечание: В данном случае процесс (8.7) ближе к реальности.
Численное решение
Различные численные подходы

В настоящем параграфе кратко рассмотрим известные численные подходы, которые применяются к стохастическим дифференциальным уравнениям. На общем уровне существует метод Бьюси [2], посредством которого могут быть исследованы, в принципе, достаточно общие случайные системы с помощью метода Монте-Карло. Этот метод является достаточно неэффективным в отношении стохастических дифференциальных уравнений, поскольку он не использует специальную структуру этих уравнений, которая характеризуется коэффициентами сноса и диффузии.

Кушнер [4] предложил численный подход к стохастическим системам, который основывается на дискретизации, как времени, так и пространственных переменных. В результате такой дискретизации, аппроксимируемые случайные процессы превращаются в цепи Маркова с конечным числом состояний. При численной реализации с помощью этого подхода приходится иметь дело с матрицами перехода цепей Маркова. Они содержат значительное количество излишней информации, которая многократно повторно перерабатывается в процессе вычислений. Поэтому такой подход Марковских цепей применим только для задач с небольшой размерностью. Проблема размерности также возникают при численном решении уравнения Фоккера-Планка-Колмогорова для плотности вероятностей процессов Ито.
Также используется другой и более эффективный и естественный подход к численному решению стохастических дифференциальных уравнений. Этот подход основывается на конечной дискретизации временного интервала [0, T] и численном моделировании решения стохастического дифференциального уравнения в дискретные моменты времени с помощью стохастических аналогов разложения Тейлора. Важной особенностью этого подхода является то, что переменные состояния в нем не дискретизируются как в подходе Кушнера. Необходимо отметить, что при этом вычислительные затраты (время и память) растут полиноминально [2] с ростом размерности задачи. Это обстоятельство позволяет говорить о некоторых вычислительных резервах данного подхода.
Метод Эйлера

Рассмотрим систему стохастических дифференциальных уравнений (ССДУ)
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где 
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Для системы (8.4) рассмотрим одношаговую аппроксимацию вида
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где 
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Эта аппроксимация порождает метод Эйлера
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где 
[image: image104.wmf]k

r

r

a

s

,

— значения коэффициентов 
[image: image105.wmf]r

a

s

,

 точке 
[image: image106.wmf])

,

(

k

k

x

t



EMBED Equation.3[image: image107.wmf], 
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Этот метод даёт некоторую среднеквадратичную аппроксимацию решения и позволяет находить решение численно.

Если систему (8.4) рассматривать в смысле Ито, то при некоторых условиях на 
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 можно показать, что метод Эйлера имеет порядок 
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. Доказательство и более подробное изложение этого и других методов можно найти в [7].
Литература

1. Горбунова А.C., Application of Monte Carlo methods in problems of financial mathematics, ISS report, 2005

2. Boyce W.E. Approximate solution of random ordinary differential equations. Adv. Appl. Prob., 10, 1978, pp.172-184.
3. Kloeden P.E., Platen E. Numerical solution of stochastic differential equations. Berlin: Springer-Verlag, 1992, 632p.
4. Kusher J.H. Probability Methods for Approximations in Stochastic Control and for Elliptic Equations. Academic Press., New York, 1977.

5. Вентцель А.Д. Курс теории случайных процессов. - М.:Наука, 1975 г.
6. Материалы пункта полностью взяты из монографии Кузнецова Д.Ф. 1998 г.
7. Мильштейн Г.Н. Численное интегрирование стохастических дифференциальных уравнений. – Свердловск: Издательство Уральского университета, 1986, 224 с
8.  Щукин Д.Ф., Банковский портфель: оценка риска, управление с помощью опционов.
8. Глоссарий
Compound опционы (сложный опцион) - опцион, предоставляющий его владельцу право приобрести в будущем другой опцион.

Exchange опционы (option of exchange, опцион валютный) - опцион, предусматривающий право выбора альтернативных валютных условий контракта.
Multi factor опционы - опционы, чья функция выплат зависит более чем от одного актива.

Path dependent опционы (опцион последовательности цен) - опцион, стоимость которого зависит от последовательности цен актива, лежащего в его основе, а не от окончательной цены актива.
Актуарные расчёты - система математических и статистических закономерностей, на основании которых страховщик определяет страховой тариф (нетто-ставку). Актуарные расчеты строятся на определении вероятности страхового случая и при учете других статистических величин, дисперсии, концентрации рисков и т.д.
Безрисковая ставка - ставка дисконтирования, равная доходности безрисковых инвестиций. В США векселя Министерства финансов считаются вложениями с нулевым уровнем риска, их доходность практически не подвергается риску.
Волатильность (volatility) - относительная скорость, с которой цена перемещается вверх и вниз. Вычисляется годовое среднеквадратичное отклонение ежедневного изменения цены.

Дисконтирование (discounting) - определение стоимости на некоторый (текущий) момент времени при условии, что в будущем она составит заданную величину. 

Клиринговая палата - подразделение биржи, отвечающее за ежедневное урегулирование биржевых операций клиентов и других связанных с ними операций.

Маржевый сбор – просто-напросто залог.
Транзакционные издержки - издержки, связанные с заключением сделок и отражающие затраты: 

- на выбор партнера; 

- на подписание соглашений и контроль исполнения; 

- на адаптацию к происходящим изменениям; 

- на совершенствование квалификации отдельных работников; 

- на предупреждение мошенничества; 

- на случай неожиданных потрясений. 

Форвардный контракт - обязательный для исполнения срочный контракт, в соответствии с которым покупатель и продавец соглашаются на поставку товара оговоренного качества и количества или валюты на определенную дату в будущем. Цена товара, валютный курс и другие условия фиксируются в момент заключения сделки.

Фьючерс (futures transaction) - биржевая операция, сделка, состоящая в срочной купле-продаже сырья, золота, ценных бумаг и пр. по фиксированным в данный момент ценам, но с отсроченной поставкой (до 2-3 лет).

Экспирация - истечение срока действия контракта, опциона[image: image111.wmf]
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