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Тема 12: Основы вейвлет-преобразования сигналов.
Все верное было давным-давно найдено.

Иоганн Вольфганг Гете.

Классик немецкий литературы (1739-1832).
Это точно. Первые ядерные бомбы были взорваны над Содомом и Гоморрой. Древние мудрецы перепугались, и все свалили на Всевышнего. А разложением функций еще во II веке занимался Клавдий Птоломей. И наверняка вейвлетным, потому как рядов Фурье еще не было, Фурье не родился. 
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Введение.

Вейвлеты (wavelets-короткая волна) – функции определенной формы, локализованные по оси аргументов (независимых переменных), инвариантные к сдвигу и линейные к операции масштабирования (сжатия/растяжения). Они создаются с помощью специальных базисных функций, которые определяют их вид и свойства. По локализации во временном и частотном представлении вейвлеты занимают промежуточное положение между гармоническими (синусоидальными) функциями, локализованными по частоте, и функцией Дирака, локализованной во времени. Впервые этот термин использовали Гроссман и Морле (A.Grossmann, J.Morlet) при анализе свойств сейсмических и акустических сигналов. В отечественной литературе их называют также всплесками.
Основная область применения вейвлетных преобразований – анализ и обработка сигналов и функций, нестационарных во времени или неоднородных в пространстве, когда результаты анализа должны содержать не только общую частотную характеристику сигнала (распределение энергии сигнала по частотным составляющим), но и сведения об определенных локальных координатах, на которых себя проявляют те или иные группы частотных составляющих или на которых происходят быстрые изменения частотных составляющих сигнала. По сравнению с разложением сигналов на ряды Фурье, вейвлеты способны с гораздо более высокой точностью представлять локальные особенности сигналов, вплоть до разрывов 1-го рода (скачков). В отличие от преобразований Фурье, вейвлет-преобразование одномерных сигналов обеспечивает двумерную развертку, при этом частота и координата рассматриваются как независимые переменные, что дает возможность анализа сигналов сразу в двух пространствах. 

Теория вейвлетов не является фундаментальной физической теорией, но она дает удобный инструмент для решения многих практических задач. Семейства вейвлетов во временной или частотной области используются для представления сигналов и функций в виде суперпозиций вейвлетов на разных уровнях декомпозиции (разложения) сигналов. 
Первые теоретические работы по основам вейвлетных преобразований были выполнены в 90-х годах прошлого века Мейером (Mayer Y.), Дебоши (Daubechies I.) и Маллатом (Mallat S.A.). Математический аппарат вейвлет-преобразований находится в стадии активной разработки, однако специальные пакеты расширений по вейвлетам уже присутствуют в основных системах компьютерной математики (Matlab, Mathematica, и др.).

В настоящее время вейвлет-преобразования и вейвлетный анализ используются во многих областях науки и техники для самых различных задач: для распознавания образов, для численного моделирования динамики сложных нелинейных процессов, для анализа аппаратной информации и изображений в медицине, космической технике, астрономии, геофизике, для эффективного сжатия сигналов и передачи информации по каналам с ограниченной пропускной способностью и т.п. Многие исследователи называют вейвлет-анализ "математическим микроскопом" для точного изучения внутреннего состава и структур неоднородных сигналов и функций.
В то же время не следует рассматривать вейвлет-методы обработки и анализа сигналов в качестве новой универсальной технологии для решения любых задач. Возможности вейвлетов, несомненно, еще не раскрыты полностью. Однако это не означает, что их развитие приведет к полной замене традиционных средств обработки и анализа информации, хорошо отработанных и проверенных временем. Но оно может существенно расширить инструментальную базу информационных технологий обработки данных.
12.1. Вейвлет-преобразование /л34, л35/.

Преобразование Фурье (ПФ). В основе спектрального анализа сигналов  лежит интегральное преобразование и ряды Фурье. Прямое и обратное преобразование Фурье для произвольного сигнала y(t), определенного на интервале 0-Т, задается формулами:

Yn = (1/T)
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y(t) exp(-jnt) dt,      y(t) =
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Yn exp(jnt).

где: =2/T – шаг частотного представления. По существу, это разложение сигнала y(t) по базису пространства L2(0,T) ортонормированных гармонических функций  exp(jnt) с изменением частоты, кратным частоте первой гармоники 1=. Отсюда следует, что ортонормированный базис пространства L2(0,T) построен с помощью масштабного преобразования одной функции w(t) = exp(jt) = cos(t)+jsin(t) таким образом, что wn(t) = w(nt). 

Разложение в ряд Фурье корректно, если функция y(t) принадлежит этому же пространству L2(0,T), т.е. квадратично интегрируема с конечной энергией:
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при этом она может быть периодически расширена и определена на всей временной оси пространства R(-(, () так, что

y(t) = y(t-T),    t ( R.


На практике число членов ряда Фурье ограничивается определенным количеством членов N, и ряд равномерно сходится при N ( (.  Ограничение числа членов ряда значением N означает аппроксимацию сигнала системой базисных функций с определенной погрешностью в зависимости от фактического спектра сигнала.


С позиций анализа сигналов в частотной области и точного восстановления после преобразований можно отметить ряд недостатков разложения сигналов в ряды Фурье:

· Особенности сигналов, связанные с разрывами (скачками) и острыми пиками, вызывают незначительные изменения их частотного образа, т.к. "размазываются" по всей частотной оси, что делает невозможным их обнаружение и анализ по спектрам. 

· Гармонические базисные функции разложения, в принципе, не могут отображать перепады сигналов с бесконечной крутизной типа прямоугольных импульсов, т.к. это требует бесконечно больших значений числа членов ряда. При аппроксимации скачков нелокализованными во времени базисными функциями требуется, чтобы суперпозиция этих функций не только восстановила скачок, но и уничтожила друг друга за пределами скачка, что делает равнозначимыми все компоненты его спектра. При ограничении числа членов ряда Фурье в окрестностях скачков и разрывов восстановленного сигнала возникают осцилляции (явление Гиббса).

· Преобразованием Фурье отображаются глобальные сведения о частотах исследуемого сигнала, поскольку базисные функции преобразования определены на бесконечном временном интервале. ПФ не дает представления о локальных свойствах сигнала при быстрых временных изменения его спектрального состава. Так, например, преобразование Фурье не различает сигнал с суммой двух синусоид, от сигнала с двумя последовательно следующими синусоидами с теми же частотами.

Частичным выходом из этой ситуации является так называемое оконное преобразование Фурье, при котором вместо одной базисной функции exp(-jnt) берется набор функций p(t-mT)·exp(-jnt), где p(t) – временное окно единичного преобразования Фурье, T - интервал сдвига функции p(t) по интервалу Т задания сигнала. Размер носителя функции p(t) и сдвигов T обычно устанавливается соизмеримым с интервалом стационарности сигнала. Результатом оконного преобразования является семейство спектров, которым отображается изменение спектра сигнала по интервалам T. По существу, таким преобразованием один нелокализованный базис разбивается на определенное количество базисов, локализованных в пределах функции p(t), что существенно увеличивает количество элементов разложения. При этом размер стационарности сигнала необходимо знать априори и он сохраняется неизменным независимо от фактического спектра сигнала по интервалам T. 


Принцип вейвлет-преобразования. Гармонические базисные функции преобразования Фурье предельно локализованы в частотной области (до импульсных функций Дирака при Т ( () и не локализованы во временной (определены во всем временном интервале от -( до (). Их противоположностью являются импульсные базисные функции типа импульсов Кронекера, которые предельно локализованы во временной области и "размыты" по всему частотному диапазону. Вейвлеты по локализации в этих двух представлениях можно рассматривать как функции, занимающие промежуточное положение между гармоническими и импульсными функциями.

Одна из главных и особенно плодотворных идей вейвлет-представления сигналов заключается в разделении функций приближения к сигналу на две группы: аппроксимирующую - грубую, с достаточно медленной временной динамикой изменений, и детализирующую - с локальной и быстрой динамикой изменений на фоне плавной динамики, с последующим их дроблением и детализацией на других уровнях декомпозиции сигналов. Это возможно как во временной, так и в частотной областях представления сигналов вейвлетами. 

Допустим, что мы имеем функции s(t) с конечной энергией (нормой) в пространстве L2(R), определенные по всей действительной оси R(-(, (). Функциональные пространства L2(0,T) и L2(R) не тождественны. Для финитных сигналов с конечной энергией средние значения сигналов, как и любых других функций из пространства L2(R), должны стремиться к нулю на  ±(.  Гармонические функции не удовлетворяют этому условию, а, следовательно, не могут быть базисом пространства L2(R).

Непрерывное вейвлет-преобразование (НВП).
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Рис. 12.1.1.


В общей основе вейвлет-преобразований, и НВП (CWT- Continue Wawelet Transform) в частности, лежит использование двух непрерывных взаимозависимых и интегрируемых по оси t функций: 

· Вейвлет-функции ((t), как psi-функции времени с нулевым значением интеграла и частотным фурье-образом ((ω). Этой функцией, которую кратко обычно и называют вейвлетом, выделяются детали сигнала и его локальные особенности. Пример временного и частотного образа функции приведен на рис. 12.1.1.
· Масштабирующей функции (t), как временной скейлинг-функции phi с единичным значением интеграла, с помощью которой выполняется грубое приближение (аппроксимация) сигнала. 
Phi-функции присущи не всем, а, как правило, только ортогональным вейвлетам, и необходимы для преобразования нецентрированных и достаточно протяженных сигналов при раздельном анализе низкочастотных и высокочастотных составляющих. Их использование мы рассмотрим несколько позже.

Базисными psi-функциями пространства L2(R) могут быть самые различные функции, ограниченные по времени и местоположению на временной оси, и имеющие спектральный образ, в определенной степени локализованный на частотной оси. 
Как и для рядов Фурье, ортонормированное базисное пространство целесообразно конструировать из одной исходной базовой функции (t), норма которой должна быть равна 1. Для перекрытия локальной временной функцией вейвлета всей временной оси R(-(, () пространства L2(R) используется операция сдвига (смещения по временной оси):  b(t) = (t-b). Для перекрытия всего частотного диапазона пространства L2(R) используется операция временного масштабирования вейвлета: а(t) = |а|-1/2(t/а). На рис. 12.1.1. можно легко представить, что если временной образ вейвлета будет сужаться (при уменьшении значения коэффициента а), то его "средняя частота" будет повышаться, а его частотный образ перемещаться на более высокие частоты. С использованием этих операций базис функционального пространства L2(R) образуется путем масштабных преобразований и сдвигов вейвлета(t) с непрерывными значениями базисных параметров – масштабного коэффициента а и параметра сдвига b: 

  ab(t) = |а|-1/2[(t-b)/а],     a,b ( R,    (t) ( L2(R).                  (12.1.1)


Нетрудно убедиться, что нормы вейвлетов ab(t) равны норме (t), что обеспечивает нормировочный множитель |а|-1/2, и если базовый вейвлет (t) нормировать на 1, то все функции вейвлетов также будет нормированными. Если при этом выполняется требование ортогональности функций, т.е.:

(ik(t),nm(t)) = in·km,
то функции ab(t) будет представлять собой ортонормированный базис пространства L2(R), и прямое интегральное вейвлет-преобразование сигнала выполняется по аналогии с преобразованием Фурье:

с(a,b) =
[image: image5.wmf]ò

¥

¥

-

s(t)аb(t) dt,                                    (12.1.2)
и представляет собой интегральное значение скалярного произведения сигнала на вейвлет-функцию заданного типа. Интегрирование обычно выполняется по пространству L2(R). 

Так как форма базисных функций аb(t) зафиксирована, то вся информация о сигнале переносится на значения коэффициентов c(a,b). Точность обратного интегрального вейвлет-преобразования зависит от выбора базисного вейвлета и способа построения базиса, т.е. от значений базисных параметров a, b. Строго теоретически вейвлет может считаться базисной функцией L2(R) только в случае его ортонормированности. Для практических целей часто бывает вполне достаточна устойчивость и "приблизительность" ортогональности системы разложения функций. Под устойчивостью в данном случае понимается достаточно точная реконструкция любых произвольных сигналов. Для ортонормированных вейвлетов обратное вейвлет-преобразование записывается с помощью того же базиса, что и прямое:

s(t) = C
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где C  - нормализующий коэффициент:

      C = 
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|()|2 |-1 d < (.                                     (12.1.4)


Условие конечности C ограничивает класс функций, которые можно использовать в качестве вейвлетов. В частности, при ω=0 значение () также должно быть равно нулю, а, следовательно, функция (t) должна иметь нулевое значение нулевого момента (интеграл функции по R должен быть нулевым). Однако это означает также, что не для всех сигналов возможна их точная реконструкция вейвлетом ab(t). Условия точной реконструкции сигналов будут рассмотрены в дальнейшем при описании кратномасштабного анализа. Кроме того, далеко не все типы вейвлетов могут гарантировать реконструкцию сигналов, как таковую. Однако применение и таких вейвлетов может быть полезно для анализа особенностей сигналов, как дополнительного метода к другим методам анализа и обработки данных.

Дискретное вейвлет-преобразование оперирует с дискретными значениями параметров а и b, которые задаются, как правило, в виде степенных функций:

a = ао-m,   b = k·ао-m,    m,k ( I,

где I – пространство целых чисел {-(, (}, m – параметр масштаба, k = b·a0m – параметр сдвига. Значение ао обычно принимается равным 2. Базис пространства L2(R) в дискретном представлении:

   mk(t) = |аo|m/2(аоmt-k),     m,k ( I,    (t) ( L2(R).                  (12.1.5)


Вейвлет-коэффициенты прямого преобразования:

            сmk =
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s(t)mk(t) dt.                                          (12.1.6)


Обратное дискретное преобразование для непрерывных сигналов:

   s(t) = C
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 сmkmk(t).                                (12.1.7)

Число практически использованных вейвлетов по масштабному коэффициенту m задает уровень декомпозиции сигнала, при этом за нулевой уровень (m=0) обычно принимается уровень максимального временного разрешения сигнала, т.е. сам сигнал, а последующие уровни (m<0) образуют ниспадающее вейвлет-дерево. В программном обеспечении вычислений для исключения использования отрицательной нумерации по m знак 'минус' обычно переносится непосредственно в (12.1.5), т.е. используется следующее представление базисных функций:

mk(t) = |аo|-m/2(ао-mt-k),     m,k ( I,    (t) ( L2(R).                  (12.1.5')

Устойчивость дискретного базиса определяется следующим образом.


Функция (t) ( L2(R) называется R-функцией, если базис на ее основе по (12.1.5) является базисом Рисса (Riesz). Для базиса Рисса существуют значения А и В, 0 < A ≤ B < (, для которых выполняется соотношение

A||cmk||2 ≤ || 
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 cmkmk(t)||2 ≤ B||cmk||2,
если энергия ряда cmk конечна. При этом для любой R-функции существует базис *mk(t), который является ортогональным "двойником" базиса mk(t), таким, что
(mk(t), *zp(t)) = mz·kp.


Если семейство {mk(t)} является ортонормированным базисом, то mk(t) ≡ *mk(t) и для реконструкции сигналов используется формула (12.1.7). Если (t) не ортогональный вейвлет, но имеет "двойника", то на базе "двойника" по формуле (12.1.5) вычисляется семейство *mk(t), которое и используется при обратном преобразовании вместо mk(t).

Частотно-временная локализация вейвлет-анализа. Реальные сигналы, как правило, конечны и принадлежат пространству L2(R). Частотный спектр сигналов обратно пропорционален их длительности. Соответственно, достаточно точный низкочастотный анализ сигналов должен производиться на больших интервалах его задания, а высокочастотный – на малых. Если частотный состав сигнала претерпевает существенные изменения на интервале его задания, то преобразование Фурье дает только усредненные данные частотного состава сигнала с усредненным частотным разрешением. Определенная частотно-временная локализация анализа создается применением оконного преобразования Фурье:

S(,m) =
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s(t) z(t-mb) exp(jt) dt,

при котором сигнал просматривается в пределах оконной функции z(t) с последовательными сдвигами b во времени, что дает семейства частотных спектров, локализованных во времени в пределах постоянной ширины окна оконной функции, а, следовательно, с постоянным значением частотного разрешения. 

В отличие от оконного преобразования Фурье, вейвлет-преобразование (12.1.2), при аналогичных дискретных значениях сдвигов b, дает семейства спектров масштабных коэффициентов а сжатия-растяжения

с(a,b) =
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s(t)|а|-1/2о[(t-b)/а]dt.


Если считать, что каждый вейвлет имеет определенную "ширину" своего временного окна, которому соответствует определенная "средняя" частота Фурье-образа вейвлета, обратная его масштабному коэффициенту а, то семейства масштабных коэффициентов вейвлет-преобразования можно считать аналогичными семействам частотных спектров оконного преобразования Фурье, но с одним принципиальным отличием. Масштабные коэффициенты действуют во времени, изменяя "ширину" вейвлетов и, соответственно, "среднюю" частоту их фурье-образов, а, следовательно, каждой частоте соответствует своя длительность временного окна анализа, и наоборот. Многоразмерное временное окно вейвлет-преобразования позволяет одинаково хорошо выявлять и низкочастотные, и высокочастотные характеристики сигналов.


Для произвольной оконной функции z(t) ( L2(R) ее центр и радиус определяются формулами:

to = ||z(t)||- 
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t |z(t)|2 dt,

z = ||z(t)||-[
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(t-to)2 |z(t)|2 dt]1/2.
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Рис. 12.1.2.

Если по этим функциям определить центры и радиусы вейвлетов (2.1.1) и их фурье-образов, то временная локализация происходит с центрами окон b+ato шириной wint = 4atа частотная – с центрами ωо/а и с шириной окна winω = 2/а, при этом значение отношения центральной частоты к ширине окна не зависит от местоположения центральной частоты. Частотно-временное окно wint·winω сужается при высокой центральной частоте и расширяется при низкой. Схематическое изображение частотно-временных окон преобразования приведено на рис. 12.1.2.
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Рис. 12.1.3.

Изменение частотно-временного окна вейвлета определяет угол влияния значений функции в произвольных точках ti на значения коэффициентов с(а,b). И наоборот, угол влияния из точки c(ai,bi) на ось t определяет интервал значений функции, которые принимают участие в вычислении данного коэффициента c(ai,bi) – область достоверности. Схематически это показано на рис. 12.1.3. По углу влияния наглядно видно, что высокочастотная (мелкомасштабная) информация вычисляется на основе малых интервалов сигналов, а низкочастотная – на основе больших. Поскольку анализируемые сигналы всегда конечны, то при вычислении коэффициентов на границах задания сигнала область достоверности выходит за пределы сигнала, и для уменьшения погрешности вычислений сигнал дополняется заданием начальных и конечных условий (средним значением, предполагаемым временных ходом и т. п.).

Образное представление преобразования. Представим себе длинный и узкий стеклянный ларь, произвольно заполненный прозрачными шарами трех разных диаметров, причем каждый диаметр имеет свой цвет. Для определенности и упрощения модели положим также, что шары имеют три размера диаметра: 5,10 и 15 см. Взглянем на ларь сбоку, и линию высоты насыпки будем считать значением сигнала в зависимости от расстояния от одного из торцов ларя (условно – нулевого).


Наложим на стеклянную стенку ларя вертикальное графление с интервалом 5 см (сдвиг x=5 см, счет интервалов по k начиная с 0, размер сдвига последовательных интервалов k·x см). Возьмем первый "вейвлет" – идеальное дифференциальное сито с диаметром отверстий d=5 см, через которое проходят только пятисантиметровые шары (аналог значения ao), и мысленно просеем через это сито шары в каждом интервале, т.е. подсчитаем количество центров шаров в каждом интервале графления с последовательным сдвигом по интервалам. На какой-нибудь поверхности (столе) нанесем три параллельных линии с последовательным графлением каждой по k и выложим на первой линии (масштабной линии первого "вейвлета") на каждом значении k столбики дисков (рублевых монет, можно долларов) в соответствии с их количеством по интервалам графления в ларе.


Сменим масштаб "вейвлета" – увеличим диаметр отверстий сита до 10 см, и повторим операцию. Линию монет для десятисантиметровых шаров выложим ниже линии пятисантиметровых. Аналогичную операцию выполним и для пятнадцатисантиметрового "вейвлета". В результате на трех расположенных друг за другом линиях столбиков монет мы получим дискретный масштабно-пространственный спектр нашей насыпки: изменение состава насыпки по текущим значениям k (сечения по kx) и для каждого типа шаров по длине ларя (сечения по диаметру шаров). Если один из диаметров шаров является преобладающим, то он создает "региональный" фон засыпки ("тренд"), другие – "локальные" неоднородности разного уровня.

Данная модель разложения является довольно грубой (счет по центрам шаров без учета их объема), но интуитивно понятно, что обратная сборка шаров последовательно по интервалам с определенной точностью восстановит структуру насыпки. Правда, без сохранения расположения шаров разных типов в сечениях х по толщине ларя. Но можно себе представить, что засыпка шаров в каждом интервале kx - также ларь, с которым можно провести аналогичную операцию и по координате у, что будет уже трехмерным анализом. 

Замените шары короткими фрагментами электронных сигналов произвольной, но одной и той формы в пределах диаметра шаров, например такими, как ((t) на рис.12.1.1, расположите их центры по центрам шаров с параллельными осями по t, сложите все значения сигналов по текущим значениям t (обратное вейвлет-преобразование), и Вы получите сложный суммарный сигнал. Используя прямое вейвлет-преобразование с вейвлетами этих же составляющих, Вы можете снова разложить суммарный сигнал (и любой другой произвольный сигнал) на составляющие в масштабно-временной плоскости. Замените масштабную ось (ширины вейвлетов) на обратную ей частотную ось, и Вы представите результаты в частотно-временной плоскости (рис. 12.1.2, где частотно-временные окна – аналог дифференциального сита). Заметим только, что точность, представительность и инфрмативность результатов анализа во многом будут зависеть как от формы и особенностей анализируемого сигнала, так и от формы выбранных вами вейвлетов и параметров масштабирования и сдвига. Это определяется тем, что дифференциальное сито в примере с шарами – идеальная операция разделения, в то время как при вейвлет-преобразовании по (12.1.2) "идентификация" составляющих выполняется по скалярному произведению сигнала и функции вейвлета, которое в принципе не может давать однозначного ответа типа "да-нет" даже при скалярном произведении вейвлета с самим собой, а только отмечает на масштабно-временной плоскости совпадение их формы и местоположения максимальным значением скалярного произведения. С одной стороны, это вносит определенную субъективность исследователя в методику исследования сигналов, но, с другой стороны, дает исследователю новые возможности и свободу в поиске наиболее эффективных и оптимальных методов обработки сигналов и извлечения из них целевой информации.






Практическое использование вейвлет-преобразований связано, в основном, с дискретными вейвлетами как в силу повсеместного использования цифровых методов обработки данных, так и в силу ряда различий дискретного и непрерывного вейвлет-преобразований.


Непрерывные вейвлеты дают несколько более наглядное представление результатов анализа в виде поверхностей вейвлет-коэффициентов по непрерывным переменным. Однако базисы на их основе, как правило, не являются строго ортонормированными, поскольку элементы базиса бесконечно дифференцируемы и экспоненциально спадают на бесконечности. У дискретных вейвлетов эти проблемы легко снимаются, что обеспечивает более точную реконструкцию сигналов.


Выбор конкретного вида и типа вейвлетов во многом зависит от анализируемых сигналов и задач анализа, при этом немалую роль играет интуиция и опыт исследователя. Для получения оптимальных алгоритмов преобразования разработаны определенные критерии, но их еще нельзя считать окончательными, т.к. они являются внутренними по отношению к самим алгоритмам преобразования и, как правило, не учитывают внешних критериев, связанных с сигналами и целями их преобразований. Отсюда следует, что при практическом использовании вейвлетов необходимо уделять достаточное внимание проверке их работоспособности и эффективности для поставленных целей по сравнению с известными методами обработки и анализа.

12.2. Базисные функции вейвлет-преобразования /л34, л35/.


Базисными функциями вейвлетов могут быть самые различные функции - модулированные импульсами синусоиды, функции со скачками уровня и т.п. , что и обеспечивает хорошее представление сигналов с локальными особенностями, в том числе со скачками, разрывами и перепадами значений с большой крутизной, при подборе соответствующего типа вейвлетов.

Определение вейвлета. С чисто математических позиций в качестве вейвлетов могут использоваться любые локализованные R-функции (t) ( L2(R), если для них существуют функции-двойники (парные функции) *(t) ( L2(R), такие, что семейства {ab(t)} и {*ab(t)}, построенные по (12.1.1), являются парными базисами функционального пространства L2(R). Вейвлеты, определенные таким образом, независимо от того, являются ли они ортогональными, позволяют представить любую функцию в пространстве L2(R) в виде ряда (12.1.3). Если вейвлет (t) обладает свойством ортогональности, то *(t) ≡ (t) и вейвлетный базис ортогонален.


Для многих практических целей достаточно, чтобы вейвлет (t) обладал свойством полуортогональности:

(mk(t),zp(t)) = 0   при m=z,  m,k,z,p ( I.


R-вейвлет может быть неортогональным, однако если он имеет двойника, и пара ((t), *(t)) дает возможность сформировать семейства {mk(t)} и {*zp(t)}, удовлетворяющие условию биортогональности:

(mk(t), *zp(t)) = mz·kp,  m,k,z,p ( I, 

то возможно разложение сигналов на вейвлетные ряды с построением обратной реконструкционной формулы. С точностью обратного вейвлет-преобразования связано большинство ограничений, накладываемых на вейвлеты.


Свойства вейвлета, которые принципиально важны для реализации вейвлетных преобразований:


· Локализация. Вейвлет должен быть локализован и во времени (в пространстве), и по частоте. Если вейвлет в пространстве сужается, то его "средняя" (доминирующая) частота повышается и спектр вейвлета перемещается в область более высоких частот и расширяется. Этот процесс должен быть линейным – сужение вейвлета вдвое должно повышать его доминирующую частоту и ширину спектра также вдвое.
· Нулевое среднее значение, т.е. выполнение условия для нулевого момента:
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(t) dt = 0.

Для игнорирования наиболее регулярных полиномиальных составляющих сигнала и анализа мелкомасштабных флюктуаций и особенностей высокого порядка, как правило, требуются и нулевые значения определенного количества последующих моментов:
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tm(t) dt = 0. 
· Ограниченность. Необходимое и достаточное условие: 
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|(t)|2 dt < ( 


Оценка хорошей ограниченности и локализации может выполняться с использованием выражений:

|(t)| < 1/(1+|t|n),     или  |(ω)| < 1/(1+|k-ωo|n).


Число n должно быть как можно больше.

· Автомодельность базиса или самоподобие. Форма базисной функции должна оставаться одной и той же при сдвигах и масштабировании.
Отображение преобразования. Результатом вейвлет-преобразования одномерного числового ряда (сигнала) является двумерный массив амплитуд – значений коэффициентов С(a,b). Распределение этих значений в пространстве (a,b) = (временной масштаб, временная локализация) дает информацию об изменении относительного вклада вейвлетных компонент разного масштаба во времени и называется спектром коэффициентов вейвлет-преобразования, масштабно-временным (частотно-временным) спектром или просто вейвлет-спектром (wavelet spectrum).

Спектр C(a,b) одномерного сигнала представляет собой поверхность в трехмерном пространстве. Способы визуализации спектра могут быть самыми различными. Наиболее распространенный способ – проекция на плоскость ab с изолиниями (изоуровнями), что позволяет проследить изменения амплитуд на разных масштабах во времени, а также выявить картину локальных экстремумов этих поверхностей ("холмов" и "впадин"), так называемый "скелет" (skeleton) структуры анализируемого процесса. При широком диапазоне масштабов применяются логарифмические координаты (log a, b).

По вертикальным сечениям (сечениям сдвига b) вейвлет-спектр отражает компонентный состав сигнала (из данного комплекта вейвлетов) в каждый текущий момент. По смыслу преобразования, как скалярного произведения сигнала с вейвлетом, ясно, что значения коэффициентов в каждой текущей временной точке по масштабным сечениям mi  тем больше, чем сильнее корреляция между вейвлетом данного масштаба и поведением сигнала в окрестностях этой точки. Соответственно, масштабные сечения демонстрируют изменения в сигнале компонент данного масштаба со временем. 
Заметим, что вейвлет-составляющие сигнала в сечениях его спектра не имеют ничего общего с синусоидами и представлены, как правило, сигналами достаточно сложной и не всегда понятной формы, что может затруднять их наглядное представление и понимание. Примеры отображения вейвлет-преобразований приводятся ниже.
Вейвлетные функции и отображение преобразования. 

Выбор анализирующего вейвлета во многом определяется тем, какую информацию необходимо извлечь из сигнала. С учетом характерных особенностей различных вейвлетов во временном и в частотном пространстве можно выявлять в анализируемых сигналах те или иные свойства и особенности, которые незаметны на графиках сигналов, особенно в присутствии сильных шумов. При этом задача реконструкции сигнала может и не ставится, что расширяет семейство используемых регулярных и симметричных вейвлетных функций.

Чистым гармоническим сигналам обычно соответствуют яркие горизонтальные полосы вейвлетных спектров на доминирующих частотах вейвлетов, совпадающих с частотой гармоник сигналов. Нарушения гладкости сигналов фиксируются вертикальными полосами, пики в сигналах выделяются выделяются максимумами, а впадины – минимумами вейвлетных коэффициентов. Чем резче выражены особенности сигналов, тем сильнее они выделяются на спектрограммах.

Для конструирования таких вейвлетов часто используются производные функции Гаусса . В общей форме:

n(t) = (-1)n dn[exp(-t2/2)]/dtn,    n ≥ 1,                           (12.2.1)
n(k) = n(jk)n exp(-k2/2).
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Рис. 12.2.1. Вейвлет WAVE.
WАVE-вейвлет вычисляется по первой производной (n=1) и приведен на рис. 12.2.1 во временной и частотной области для трех значений масштабных коэффициентов 'а'. Форма вейвлета относится к нечетным функциям и, соответственно, спектр вейвлета является мнимым. Уравнение вейвлета с единичной нормой:
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Рис. 12.2.2.

На рис. 12.2.2 приведен пример применения вейвлета для анализа двух однотипных сигналов, один из которых осложнен шумами с мощностью на уровне мощности самого сигнала. Как следует из  рисунка, контурная масштабно-временная картина вейвлетных коэффициентов, а равно и ее сечения на больших значениях масштабных коэффициентов 'а' (малых доминирующих частотах вейвлетов) очень точно и уверенно фиксирует положение вершины информационного сигнала сменой знака коэффициентов с(a,b). 
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Рис. 12.2.3. Вейвлет MHAT.
МНАТ-вейвлет (Mexican hat – мексиканская шляпа) вычисляется по второй производной (n=2) и приведен на рис. 12.2.3. Вейвлет симметричен, спектр вейвлета представлен только действительной частью и хорошо локализован по частоте, нулевой и первый моменты вейвлета равны нулю. Применяется для анализа сложных сигналов. Уравнение вейвлета:
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На рис. 12.2.4 приведен пример использования вейвлета для анализа сложного сигнала y(t). Модель сигнала образована суммой сигналов разной структуры. Сигналы у1-у2 представляют собой функции Гаусса разного масштабного уровня, сигнал у3 - прямоугольный импульс, сигнал у4 задан в виде тренда с постоянным значением дифференциала. На контурном графике вейвлет-коэффициентов можно видеть выделение всех трех основных структур сигнала при полном исключении тренда. Особенно четко выделяются границы скачков прямоугольной структуры. Справа на рисунке приведена полная трехмерная картина вейвлет-преобразования. 
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Рис. 12.2.4.
Вейвлет широко используется в двумерном варианте для анализа изотропных полей. На его основе возможно также построение двумерного неизотропного базиса с хорошей угловой избирательностью при добавлении к сдвигам и масштабированию вейвлета его вращения.
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Рис. 12.2.5.
При повышении номера производной функции (12.2.1) временная область определения вейвлета несколько увеличивается при достаточно существенном повышении доминирующей частоты вейвлета и степени его локализации в частотной области. Пример вейвлета по восьмой производной приведен на рис. 12.2.5. 
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Рис. 12.2.6.
Практическое следствие повышения степени локализации вейвлетов в частотной области наглядно видно на рис. 12.2.6 на примере преобразования той же функции, что и на рис. 12.2.4. Сравнение рисунков показывает существенное повышение чувствительности вейвлета к высокочастотным составляющим сигнала на малых масштабных коэффициентах.


12.3. Свойства вейвлет-преобразования /л34, л35/.







Результаты вейвлет-преобразования, как скалярного произведения вейвлета и функции, содержат комбинированную информацию об анализируемом сигнале и самом вейвлете. Получение определенной объективной информации об анализируемом сигнале базируется на свойствах вейвлет-преобразования, общих для вейвлетов всех типов. Рассмотрим основные из этих свойств. Для обозначения операции вейвлет-преобразования произвольных функций s(t) будем применять индекс TW[s(t)].


Линейность.  

    TW[·s1(t)+·s2(t)] = ·TW[s1(t)]+·TW[s2(t)].                      (12.3.1)

Для векторных функций из этого следует, что TW векторной функции есть вектор с компонентами TW каждой из компонент анализируемого вектора в отдельности.


Инвариантность относительно сдвига. 

TW[s(t-to)] = C(a,b-to).                                           (12.3.2)


Инвариантность относительно масштабирования. 

  TW[s(t/аo)] = (1/ао)·C(a/ао,b/аo).                                      (12.3.3)


Дифференцирование.

d{TW[s(t)]}/dt = TW[d(s(t))/dt].                                       (12.3.4)

TW[dn(s(t))/dt] = (-1)n
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Отсюда следует, что безразлично, дифференцировать ли функцию или анализирующий вейвлет. Если анализирующий вейвлет задан формулой, то это может быть очень полезным для анализа особенностей высокого порядка или мелкомасштабных вариаций сигналов , в том числе дискретных, с игнорированием крупномасштабных полиномиальных составляющих (тренда и регионального фона).


Аналог теоремы Парсеваля. 
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Отсюда следует, что энергия сигнала может вычисляться через коэффициенты вейвлет-преобразования.
Определения и свойства одномерного непрерывного вейвлет-преобразования обобщаются на многомерный и на дискретный случаи.

12.4. Вейвлет-преобразование простых сигналов.


Вейвлет-преобразование, выполняемое при анализе сигналов для выявления в них каких-либо особенностей и места их локализации без обратной реконструкции, допускает применение любых типов вейвлетов, как ортогональных, так и неортогональных. Чаще всего для этих целей используются симметричные вейвлеты типа MHAT. Ниже приводятся результаты применения вейвлета MHAT для анализа сигналов простых форм. Вычисления выполнены с вейвлетом (12.2.3) по формуле:

с(a,b) =
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s(t)(t,a,b),                                   (12.4.1)
где суммирование выполняется в растворе угла влияния (по области достоверности) с шагом t = b = a = 1. Так как при непрерывном разложении скейлинг-функция не используется, отсчет значений 'а' начинается с 1, а ряд коэффициентов c(0,b) в оставляется нулевым и определяет нулевой фон контурных графиков спектра.
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Рис. 12.4.1. Преобразование импульсов Кронекера.

Импульсы Кронекера (положительный и отрицательный), вейвлет-спектр импульсов и сечения спектра на трех значениях  параметра 'а' приведены на рис. 12.4.1. Цветовая гамма спектра здесь и в дальнейшем соответствует естественному цветоряду от красного (большие значения) к фиолетовому (малые значения коэффициентов).

На сечениях спектра видно, что свертка единичных импульсов с разномасштабными вейвлетами повторяет форму вейвлетов, как это и положено при операции свертки. Соответственно, линии максимальных экстремумов на сечениях ("хребты" и "долины", в зависимости от полярности) определяют временное положение импульсов, а боковые экстремумы противоположной полярности образуют характерные лепестки в конусе угла влияния, который хорошо выражен. 
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Рис. 12.4.2. Преобразование функций Лапласа.

Аналогичный характер спектра сохраняется и для любых локальных неоднородностей на сигналах в форме пиков (рис. 12.4.2) со смещением максимумов (минимумов) коэффициентов с(a,b) с а=1 в область больших значений 'а' (в зависимости от эффективной ширины пиков).
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Рис. 12.4.3. Преобразование функций Гаусса.


На рис. 12.4.3 приведен спектр функций Гаусса. При сглаживании вершин пиковых неоднородностей  форма цветовых конусов также сглаживается, но "хребтовые" ("долинные" линии достаточно точно фиксируют на временной оси положение центров локальных неоднородностей.
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Рис. 12.4.4. Преобразование перепада постоянного значения функций.


На рис. 12.4.4 приведены спектры двух разных по крутизне перепадов постоянных значений функции. Центры перепадов фиксируются по переходу через нуль значений коэффициентов c(a,b), а крутизна перепадов отражается, в основном, на значениях функции c(a,b) при малых значениях параметра 'а'.
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Рис. 12.4.5. Преобразование изломов функций.


При изломах функций спектрограммы уверенно фиксируют место изломов максимумами (минимумами) значений коэффициентов c(a,b), как это показано на рис. 12.4.5. При наложении на такие функции шумов точное определение места изломов по масштабным сечениям на малых значениях параметра 'а' становится невозможным, однако на больших значениях параметра 'а' такая возможность сохраняется, естественно, с уменьшением точности локализации. Аналогичный характер имеет влияние шумов и на другие локальные сигналы, приведенные на рис. 12.4.1-12.4.4, и если спектральные особенности сигналов достаточно глубоки по диапазону значений параметра 'а', то остается возможность идентификации этих локальных сигналов и их места на временной оси.
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Рис. 12.4.6. Преобразование гармонических функций.


Разделение гармонических функций на масштабной оси спектров, в том числе при наложении сильных шумовых процессов, приведено в примерах на рис. 12.4.6. Приведенный пример имеет чисто иллюстративный характер, так как для выделения гармонических процессов с постоянной частотой во времени целесообразно использовать спектральный анализ и частотные полосовые фильтры. Тем не менее для локальных сигналов, типа модулированных гармоник, вейвлет-спектры достаточно хорошо показывают место их локализации на временной оси.
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Рис. 12.4.7. Изменение фазы гармонического сигнала.


На рис. 12.4.7 приведен пример еще одной характерной особенности гармонического сигнала – изменение его фазы на 180о, которое хорошо фиксируется на всех масштабах вейвлета, а следовательно достаточно легко определяется даже в присутствии сильных шумовых сигналов.
[image: image48.png]



Рис. 12.4.8. Преобразование суммы трех сигналов.


При наложении синусоидальных сигналов на тренд вейвлет-преобразование на больших масштабах позволяет достаточно уверенно выделять характерные особенности тренда. Пример выделения изломов тренда приведен на рис. 12.4.8.

Форма вейвлета (четность или нечетность), доминирующая частота и степень ее локализации существенно влияют на вейвлет-спектры анализируемых сигналов и на возможности выделения его локальных особенностей. На нижеследующих рисунках приведены сравнительные спектры простых сигналов при использовании вейвлетов Wave (нечетный, рис. 12.2.1), Mhat (четный, рис. 12.2.3) и вейвлета по 8-й производной Гаусса (рис. 2-.2.5), который также является четным и имеет в 4 раза более высокую доминирующую частоту, чем вейвлет Mhat. 
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Рис. 12.4.9. Импульсы Кронекера.
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Рис. 12.4.10. Пики Лапласа.
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Рис. 12.4.11. Функции Гаусса.
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Рис. 12.4.12. Крутые скачки.
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Рис. 12.4.13. Сглаженные скачки.
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Рис. 12.4.14. Изломы функций
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Рис. 12.4.15. Фазовые скачки гармоник.
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Рис. 12.4.16. Сумма двух модулированных синусоид.
Заметим, что при анализе произвольных сигналов использование разнотипных вейвлетов позволяет повысить достоверность выделения локальных особенностей сигналов.
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