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Тема 13: Вейвлетный кратномасштабный анализ данных
Кто-то ради насмешки спросил философа: "Если я сожгу тысячу мин дерева, сколько получится мин дыма?". "Взвесь, - сказал Демонакт, - золу, все остальное - дым".


Лукиан из Самосаты.
Древнегреческий писатель, 2 век до новой эры.
Математики, это потомки философов, которые разучились отвечать на вопросы просто и понятно. Особый шик – ответить так, чтобы у спрашивающего отвисла челюсть. И скрыться в теоретическом тумане от практического вопроса: почему же все-таки дыма получается больше дров? 


Володя Кузмин.

 Новосибирский геофизик Уральской школы, 20 век новой эры.
Содержание: 13.1. Принцип кратномасштабного анализа. 13.2. Основы кратномасштабного анализа. Исходные условия. Масштабирующая функция. 13.3. Вейвлетные ряды. Разложение функций. 13.4. Ортогональные вейвлеты. Вейвлет Добеши. Биортогональные вейвлеты 13.5. Быстрое вейвлет-преобразование. Пакетные вейвлеты. 13.6. Двумерные вейвлеты.   Литература. 

13.1. Принцип кратномасштабного анализа /л36/.

Произвольный сигнал в теории цифровых информационных (временных) рядов обычно рассматривается в виде суммы разнотипных составляющих: региональной функции тренда - средних значений по большим интервалам усреднения, циклических компонент с определенным периодом повторения и, как правило, достаточно гладких по форме, локальных особенностей (аномалий) разного порядка, вплоть до интервенций – резких изменений в определенные редкие моменты, и флюктуаций значений более высокого порядка вокруг всех вышеперечисленных составляющих сигнала. Инструментом разделения сигналов на такие составляющие и анализа их порядка и является кратномасштабный анализ (КМА). Понятие КМА (Multiresolution analises) является фундаментальным в теории вейвлетов. Это определяется тем, что для КМА возможен каскадный алгоритм вычислений, подобный быстрому преобразованию Фурье. 

По существу, простейшие методы КМА, без всякой теоретической базы, использовались при обработке числовых данных уже достаточно давно. Рассмотрим один из таких методов на практическом примере анализа гистограмм.
Допустим, что мы анализируем определенную зависимость s(x) на интервале 0 ≤ х ≤ 1, представленную измерениями в 16-ти точках с равномерным интервалом дискретизации данных x = 1/16 = 1/2m при m=4 (рис. 13.1.1, m=4, ось ‘х’ с последовательной нумерацией интервалов x). 
Математически эту функцию можно представить в виде ряда с разложением по системе ортонормированных функций m,k(x), образованных прямоугольным весовым окном  (см. рис. 13.1.1) длительностью x=1/2m, ортогональность которых обеспечивается последовательным сдвигом функций друг относительно друга на величину x. Уравнение такой скейлинг-функции соответствует выражению:
m,k(x) = р·(2mx-k),                                             (13.1.1)

где р – коэффициент ортонормирования, который определяется по условию 
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|m,k(x)|2dx = 1 и равен р = 2m/2, что обеспечивает единичную норму скейлинг-функции. При сдвиговой ортогональности прямоугольных базисных функций разложения прямое преобразование (проекции сигнала на базис) выполняется по формуле:

cm,k = (1/p)
[image: image2.wmf]ò
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s(x)·(2mx-k) dx.                              (13.1.2)
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Рис. 13.1.1.

В данном случае, для дискретного задания функции по интервалам x=1/16=1/24 и значении m = 4, значения коэффициентов максимальной детальности равны с4,k = s(kx)/4. Восстановление сигнала соответственно выполняется по формуле:   
s(x) =
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c4,k·4,k(x).     (13.1.3) 

На следующем уровне разложения функции, при m=3, скейлинг-функция расширяется по x до 1/8, т.е. производится усреднение отсчетов по двум по двум соседним интервалам исходной гистограммы. Расчет коэффициентов c3,k может выполняться непосредственно по (13.1.2), но при известных значениях коэффициентов c4,k предшествующего уровня он может выполняться последовательно с учетом изменения нормировочного множителя (1/р) в формуле итерации:

       cm-1,k = (1/
[image: image5.wmf]2

)·(cm,2k+ cm,2k+1).      (13.1.4)

Результат усреднения, приведенный к масштабу исходной гистограммы, приведен на рис. 13.1.1 (m=3). Он является аппроксимацией (определенного уровня) исходной гистограммы, на основании чего скейлинг-функцию (13.1.1) называют также аппроксимирующей или масштабной функцией.


Кроме аппроксимирующих коэффициентов cm,k из исходной гистограммы могут быть выделены также коэффициенты изменения сигнала в пределах нового интервала усреднения, т.е. коэффициенты разности значений первой и второй половины интервала:

dm-1,k = (1/
[image: image6.wmf]2

)·(cm,2k - cm,2k+1),                                       (13.1.5)

которые называют детализирующими коэффициентами. Пример детализирующих коэффициентов приведен во втором столбце графиков на рис. 13.1.1. Нетрудно проверить, что пары коэффициентов cm-1,k и dm-1,k позволяют полностью восстановить значения коэффициентов более высокого уровня m:

      cm,2k = (1/
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)·(cm-1,k+ dm-1,k),      cm,2k+1 = (1/
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)·(cm-1,k - dm-1,k),             (13.1.6)

а, соответственно, и восстановить исходный сигнал. Заметим, что для восстановления значений в исходных интервалах при m=4, значение аппроксимирующего коэффициента на первой половине интервала при m=3 складывается с детализирующим коэффициентом, а на второй – вычитается. Для математического отображения этой операции введем функцию , форма которой также приведена на рис. 13.1.1, и обеспечим ее сдвиг по координате синхронно со скейлинг-функцией, с аналогичной нормировкой амплитудных значений:
m,k(x) = р·(2mx-k),     p=2m/2.                                      (13.1.7)

По существу, эта функция будет являться ортонормированным базисом разложения детализирующих коэффициентов. Именно она в связи со своей формой и получила название вейвлета (вейвлетной или детализирующей функции). С ее использованием уравнение (13.1.3) с входящими в него уравнениями (13.1.6) приводятся к следующей форме:
        s(x) =
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c3,k·3,k(x) +
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d3,k·3,k(x).                                  (13.1.8) 


Как и значения коэффициентов cm,k, значения детализирующих коэффициентов могут вычисляться непосредственно по формуле (13.1.2) с заменой скейлинг-функции на вейвлет-функцию.
Тем же способом можно последовательно выполнить усреднение данных по уровням m = 2, 1, 0. Результаты разложения приведены на рис. 13.1.1. На последнем уровне имеется только одно среднее значение аппроксимации c0,0 по всему интервалу 0 ≤ х ≤ 1, а функция "сборки" сигнала записывается в следующем виде:
      s(x)=c0,0·0,0(x)+d0,0·0,0(x)+
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d1,k·1,k(x)+
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d2,k·2,k(x)+
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d3,k·3,k(x).        (13.1.9) 


Примененный для разложения вейвлет является простейшим и известен под названием вейвлета Хаара. Обратим внимание, что полное количество коэффициентов разложения на всех масштабных уровнях равно количеству исходных отсчетов дискретного сигнала. Увеличение масштабного значение m разложения соответствует возрастанию временного разрешения сигнала (1/2m). Коэффициенты вейвлет-преобразования вскрывают флюктуационную структуру сигнала на разных масштабах и в разных временных точках. Приведенный простой пример нетрудно расширить на любой произвольный сигнал с произвольной длительностью и с произвольным временным разрешением, разложение которого может осуществляться до определенного уровня m аппроксимации сигнала по низкочастотным составляющим и с детализацией локальных высокочастотных особенностей сигнала на разных масштабных уровнях. Заметим также, в областях "гладких" значений сигнала коэффициенты детализации d близки к нулевым и ими можно пренебречь, что позволяет весьма эффективно осуществлять сжатие информации для хранения.
Реконструкция сигнала возможна по любому масштабному уровню разложения, причем, как это следует из (13.1.9) и может быть легко проверено, все особенности сигнала сохраняются без искажений с временным разрешением первого вейвлета. При выполнении разложения без скейлинг-функции (по 13.1.2 с вейвлет-функцией) картина детальных особенностей сигнала остается без изменений, но полная реконструкция сигнала невозможна. Без значения c0,0·0,0(x) при полном разложении сигнал центрируется, при реконструкции по другим масштабам искажается за счет отсутствия коэффициентов cm,k. 
При вейвлет-анализе произвольных сигналов выбор анализирующего вейвлета не определен заранее и во многом зависит от поставленных задач.






21.2. Основы кратномасштабного анализа /л34, л36, л37/.


Разложение сигнала на сумму аппроксимирующих и детализирующих составляющих  производится с использованием ортогональных  и биортогональных вейвлетов, которые отличаются возможностью реконструкции как локальных особенностей сигналов, так и сигналов в целом. Именно на таких вейвлетах выполняется быстрое вейвлет-преобразование. К недостаткам вейвлетов можно отнести отсутствие у них какого либо вида симметрии, и реализация итерационными формулами (за исключением вейвлета Хаара).
При выполнении КМА пространство сигналов L2(R) представляется в виде системы вложенных подпространств Vm, отличающихся друг от друга перемасштабированием независимой переменной. 

Исходные условия кратномасштабного анализа можно сформулировать следующим образом:

1. Пространство сигналов L2(R) может быть представлено в виде последовательности вложенных друг в друга замкнутых подпространств
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"размеры" которых непрерывно расширяются по мере роста значения m и объединение которых в пределе дает пространство L2(R), т.е.:

· условие полноты и плотности разбиения -
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Vm = L2(R),                           (13.2.1)
· условие ортогональности подпространств -
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Vm  = {0}.                  (13.2.2)

2. Для любой функции s(t) ( Vm ее масштабное преобразование по аргументу в 2 раза перемещает функцию в соседнее подпространство:

s(t) ( Vm ( s(2t) ( Vm+1,   s(t) ( Vm ( s(t/2) ( Vm-1                  (13.2.3)

3. Для пространства V0 существует phi-функция (t) ( V0, целочисленные сдвиги которой по аргументу образуют ортонормированный базис пространства V0:

0,k = (t-k),      k ( I   (k=0, ±1, ±2, ...).                           (13.2.4)

Из условий 2 и 3 непосредственно следует, что если пространство V0 имеет ортонормированный базис 0,k, то и все остальные пространства также имеют ортонормированные базисы, которые образуются масштабным преобразованием базиса 0,k:

    m,k(t) = 2m/2 (2mt-k),   m,k ( I.                                  (13.2.5) 

Условия 1 и 2 гарантируют, что если сигнал s(t) принадлежит пространству Vm, то одновременно он входит и в пространство Vm+1, и вместе с ним в этом пространстве находится и сигнал s(2t). Увеличение номера пространства позволяет изучать все более и более мелкие детали и особенности сигнала с более высокочастотными компонентами (как под микроскопом).
Все три условия в совокупности позволяют разложить произвольный сигнал s(t) ( L2(R) по подпространствам Vm, т.е. на множество разномасштабных и ортогональных друг другу функций sm(t) ( Vm, весовая сумма которых дает исходный сигнал s(t), или аппроксимирует сигнал с определенной точностью в зависимости от ограничения количества значений масштабирующего коэффициента m. Функции sm(t) являются ортогональными проекциями сигнала s(t) на подпространства Vm.

Кратность КМА, равную 2, в принципе, можно заменить любым целым числом, большим 1, но использование двоичной кратности оптимально, как и использование двоичного представления чисел в ЭВМ. Выбор функции 0 также достаточно произволен, но желательно стремиться к тому, чтобы спектр функций подпространства V0 был сконцентрирован в интервале (-, ).
Масштабирующая функция. Для того чтобы задать КМА, достаточно знать только одно из подпространств Vm, остальные определятся уравнением (13.1.5). Допустим, что это подпространство V0 с его масштабирующей функцией (t). Поскольку V0 ( V1, то функцию (t) можно представить линейной комбинацией сдвинутых и сжатых модификаций этой же функции с определенными весовыми коэффициентами hk. Так, при числе коэффициентов 2М и размере вейвлета 2М-1 (в единицах k), уравнение запишется в виде:
(t) =
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 hk(2t-k).                                      (13.2.6)

Это уравнение называется масштабирующим. Решение этого уравнения и дает скейлинг-функцию, которую иногда называют "отцовским" вейвлетом. Уравнение масштабирования может иметь и несколько иные формы записи. В частности, в пакете Wavelet Toolbox Matlab оно используется в виде:

0.5(t/2) =
[image: image23.wmf]k
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k (t-k),                                        (13.2.6')
где вместо коэффициентов hk используются коэффициенты k = hk /
[image: image24.wmf]2

 и более удобная для реализации на ПК нормировка вейвлетов.
Значения hk определяются из условия для ортонормальных базисов:

hk =
[image: image25.wmf]2
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(t)*(2t-k) dt.                                    (13.2.7) 
При дискретных значениях параметров сдвига масштабирующий вейвлет также дискретен и при задании функции (t) на конечном интервале имеет конечное число коэффициентов hk, отличных от нуля.  Условие нормировки масштабирующих коэффициентов:
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 (t) dt = 1,                                             (13.2.8)
откуда следует:
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å

(hk)2 = 1.                                              (13.2.9)
Если скейлинг-функция установлена, то базисный ("материнский") вейвлет определяется по формуле:

(t) =
[image: image29.wmf]2



 EMBED Equation.3  [image: image30.wmf]I
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gk (2t-k).                                     (13.2.10)

     gk = (-1)k h2M-1-k.                                             (13.2.11)
Простейший и самый короткий вейвлет соответствует M=1. Так, для рассмотренного выше разложения гистограммы, размер вейвлета 2М-1 = 1, число ненулевых коэффициентов 2М = 2, значения коэффициентов h0 = h1 = 1/
[image: image31.wmf]2

. Подставляя значения коэффициентов в (13.2.6), получаем:

(t) =(2t) + (2t-1).

Решение этого функционального уравнения:

     (t) =(t) + (1-t),                                         (13.2.12)
где (t) – функция Хевисайда:

(t) = 1 при t ≥ 0,   (t) = 0 при t < 0.

Соответственно, "материнский" вейвлет:

      (t) =(t)·(1-2t) - (2t-1)·(1-t),                          (13.2.13)

Именно этот вейвлет и известен, как вейвлет Хаара (рис. 13.1.1). В функциональном анализе он применяется с 1910 года. Масштабированные и смещенные версии скейлинг-функции и "материнского" вейвлета:
m,k = 2m/2 (2mt-k).

m,k = 2m/2 (2mt-k).


Вейвлет Хаара (13.2.13) знакопеременен, при этом
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(t) dt = 0,                                            (13.2.14)
Условие знакопеременности является общим условием для всех "материнских" вейвлетов, которое обеспечивает безусловную устойчивость базиса при восстановлении исходного сигнала. Это условие в сочетании с локальностью задания и породило термин "короткой волны" (или "всплеска", который иногда применяется в российской терминологии).

При масштабном множителе 2 фурье-образ "материнского" вейвлета при m=M сосредоточен в основном во второй высокочастотной половине частотного диапазона, "отцовского" – в первой низкочастотной его половине. Реализация более высокой частотной локализации может достигаться с использованием дробных масштабных множителей, но применяется редко, т.к. при этом возникают затруднения с использованием быстрого вейвлет-преобразования.


Выполним преобразование Фурье обеих частей равенства (13.2.6):
() =(1/
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)
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hkexp(-jk/2)().                      (13.2.15)


В это выражение может быть введен фурье-образ последовательности коэффициентов скейлинг-функции
      H() = (1/
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hkexp(-jk),                              (13.2.16)
с использованием которого получаем:

() = H(/2)().                                       (13.2.17)


Уравнение (13.2.17) является масштабирующим уравнением в частотной области и полностью определяется 2 периодической функцией H().
13.3. Вейвлетные ряды /л36/.

Разложение функций на вейвлетные ряды на заданном уровне разрешения m' выполняется по формуле:
    s(t) =
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cm',k m',k +
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dm,k m,k.                             (13.3.1)

Значения коэффициентов (которые обычно называют суммами и разностями):
   cm,k =
[image: image39.wmf]ò
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s(t) m,k(t) dt.                                       (13.3.2) 

   dm,k =
[image: image40.wmf]ò

t

s(t) m,k(t) dt.                                      (13.3.3) 


На практике значения коэффициентов определяются с помощью быстрого вейвлет-преобразования, которое будет рассмотрено ниже.

Первая сумма в (13.3.1) содержит усредненные (с весовыми функциями m,k) значения функции s(t) по диадным интервалам [k·2-m, (k+1)·2-m], вторая – значения флюктуаций на данных интервалах. По мере возрастания значения m длина интервалов уменьшается и уровень детализации (разрешения) функции s(t) увеличивается. 
На самом детальном уровне m = mmax = M ряд представлен только скейлинг-функцией и, в пределах точности разложения, практически совпадает с исходной функцией:

s(t) =
[image: image41.wmf]k

å

cM,k ,k.

На низшем уровне разрешения (на наиболее широких интервалах) первая сумма ряда (13.3.1) содержит всего одно усредненное взвешенное значение сигнала, а вторая сумма показывает флюктуации на всех без исключения уровнях. При каждом увеличении номера (значения) масштабного коэффициента m на 1 (m = 0,1,2, … M) число членов первой суммы ряда (13.3.1) увеличивается на 1, а второй суммы на 1 уменьшается, при сохранении общего числа членов разложения. Числовой ряд на каждом из уровней является "истинным" представлением сигнала с тем же объемом информации, но только в другом (вейвлетном) математическом представлении. Формально процедуру разложения можно продолжить и на уровни m < mo, при этом для финитных сигналов L2-норма будет стремиться к нулевой, и, соответственно, к нулю будет стремиться среднее значение функции s(t), т.е. первый член выражения (13.3.1). Именно поэтому вейвлет-преобразованием сигнала очень часто называют полную комбинацию рядов только второй суммы (13.3.1), дающей представление о локальных особенностях и флюктуациях сигнала на всех уровнях разрешения, которые обычно и являются предметом изучения. 

Таким образом, выражение (13.3.1) показывает возможность аппроксимации любой произвольной функции s(t) набором простых локальных функций m,k(t) и m,k(t), ортогональных на разных уровнях значений m и полностью покрывающих пространство L2(R) за счет смещений k. Переход от m к m+1 эквивалентен замене t на 2t, т.е. перемасштабированию функций m,k(t) и m,k(t). Первая сумма выражения (13.1.3), сумма скейлинг-функций,  дает "сглаженные средние" значения функции s(t) на разных масштабных уровнях, вторая сумма вейвлетных функций добавляет к "грубой" аппроксимации сигнала все более подробные детали на все меньших масштабных интервалах.
Функции m,k(t) образуют ортонормальный базис пространства Vm. При переходе из пространства Vm+1 в пространство Vm от пространства Vm+1 отделяется подпространство Wm функции m,k(t) – подпространство вейвлетов. Т.е. пространства Vm+1 могут быть представлены в виде суммы подпространств:
Vm+1 = Vm ( Wm,   m ( I.                                       (13.3.4)
В пределе, с учетом свойства ортогональности пространств:
       Vm+1 = 
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Wk.                                               (13.3.5)
Пространства Wm образуют взаимно ортогональный набор, в котором вейвлеты m,k(t) формируют ортонормальный базис при любом заданном значении m. 
[image: image43.bmp]
Рис. 13.3.1.
Физический смысл процесса разложения пространств, графическое представление которого приведено на рис. 13.3.1, достаточно прост. Исходное пространство (Vm+1 на рисунке) является пространством сигналов и функций с определенным частотным диапазоном. При разложении сигнала в пространство Wm отделяются высокочастотные составляющие пространства Vm+1, а в пространстве Vm остаются его низкочастотные составляющие. С этих позиций функции m,k(t) и m,k(t) играют роль высокочастотного и низкочастотного фильтров соответственно.
13.4. Ортогональные вейвлеты /л36/.


Значения коэффициентов hk и gk в рамках КМА определяются на основании общих свойств скейлинг-функций и вейвлетов. Уравнения функций:

(t) =
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 EMBED Equation.3 [image: image45.wmf]I
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hk(2t-k),   (t) =
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 EMBED Equation.3  [image: image47.wmf]I
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gk (2t-k).


Из свойства ортогональности масштабных функций следует первое уравнение на значения коэффициентов hk:
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(t) (t-х) dt = х
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hk hk+2х = х.                                            (13.4.1)

Из условий нормировки скейлинг-функции следует второе уравнение:
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(t) dt = 1.
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hk = 
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.                                            (13.4.2)

Из ортогональности вейвлетных и масштабных функций следует уравнение, решением которого являются значения коэффициентов gk:


[image: image53.wmf]ò
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(t) (t-n) dt = 0.
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hk gk+2х = 0.                                              (13.4.3)

      gk = (-1)k h2M-1-k.                                             (13.4.4)
Точность и масштабная разрешающая способность аппроксимации анализируемых функций вейвлетами зависит от их гладкости (регулярности), т.е. от порядка дифференцируемости. При использовании вейвлет-преобразования для сжатия информации (путем отбрасывания малозначимых коэффициентов разложения) вейвлеты с более высокой регулярностью обеспечивают более качественное восстановление сигнала. Для обеспечения знакопеременности и заданной гладкости до степени М-1 вейвлеты должны быть ортогональны полиномам соответствующих степеней: 
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tm (t) dt = 0,    m = 0, 1,…, M-1,
откуда следует:
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km gk = 0.                                               (13.4.5)


[image: image57.wmf]k
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(-1)k km hk = 0.                                       (13.4.6)

Пример расчета коэффициентов выполним при М=2.


Запишем уравнения (13.4.1, 2 и 6) в явном виде:




h0h2 + h1h3 = 0,

h0 + h1 + h2 + h3 = 
[image: image58.wmf]2

,




h0 - h1 + h2 - h3 = 0,

- h1 + 2h2 - 3h3 = 0.

Решение этой системы уравнений:



h0 = 2-3/2 – h3,


h1 = 2-1/2 – h3,                                  (13.4.7)



h2 = 2-3/2 + h3,


h3 = = 2-5/2 (1 ±
[image: image59.wmf]3

). 

Примем для коэффициента h3 знак минус в скобках, при этом:



h0 = 2-5/2 (1+
[image: image60.wmf]3

) = 0.483,
h1 = 2-5/2 (3 +
[image: image61.wmf]3

) = 0.837,



h2 = 2-5/2 (3 -
[image: image62.wmf]3

) = 0.224,
h3 = = 2-5/2 (1 -
[image: image63.wmf]3

) = -0.129.

Соответственно, значения коэффициентов gk, вычисленные по (13.4.4):

g0 = -0.129, 
g1 = -0.224, 
g2 = 0.837, 
g3 = -0.483.
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Рис. 13.4.1.

Вычислим спектры коэффициентов hk и gk:
Из рисунка можно видеть, что коэффициенты hk и gk, по существу, представляют собой коэффициенты операторов односторонних согласованных цифровых фильтров, низкочастотного и высокочастотного соответственно. 
[image: image65.png]



Рис. 13.4.2.
Вейвлет Добеши. Вычисленные коэффициенты hk и gk определяют простейший вейвлет D4 из известного семейства ортонормальных вейвлетов Добеши, приведенный на рис. 13.4.2. Выбор знака в (13.4.7) для h3 несколько изменяет форму вейвлета, особенно для вейвлетов более высокого порядка. При повышении порядка гладкость вейвлета повышается и, как правило, несколько увеличивается область его определения (2М-1). Область задания вейвлетов Добеши шире, чем вейвлетов Хаара, но при этом они обеспечивают при вейвлет-преобразовании большее количество малозначимых коэффициентов разложения и, при отбрасывании последних, более сильное сжатие данных.
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Рис. 13.4.3.
На рис. 13.4.3 приведены спектры вейвлета Добеши D4 при k=0 в трех последовательных масштабах, отображающих частотную локализацию вейвлета и сдвиг по частоте при изменении масштабирования.
В принципе, решением уравнений (13.2.6) и (13.2.10) можно определить явный вид скейлинг-функции и вейвлета. Однако обычно они вычисляются методом итераций, а в практических приложениях используются только вейвлет-коэффициенты hk без вычисления конкретной формы вейвлетов.
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Рис. 13.4.4.
На рис. 13.4.4 приведены три вектора коэффициентов k Добеши из системы Matlab (db2, db4 и db8) и спектры коэффициентов. Как видно из рисунка, по мере увеличения порядка векторов крутизна среза их частотных характеристик увеличивается, а, соответственно, качество разложения сигналов и их реконструкции также будут улучшаться. 

[image: image68.png]



Рис. 13.4.5.
За исключением вейвлетов Хаара, все вещественные ортогональные вейвлеты асимметричны. Наиболее близкую к симметричной форму имеет вейвлет Коифлетса, форма которого приведена на рис. 13.4.5. Частотная характеристика коэффициентов hk вейвлета по сравнению с коэффициентами Добеши такого же порядка имеет более высокую крутизну среза полосы пропускания. 

Биортогональные вейвлеты применяются для обеспечения симметрии и точной реконструкции сигналов одновременно. При этом используются два дуальных вейвлет-базиса m,k(t) и #m,k(t), удовлетворяющие требованию биортогональности скалярного произведения этих вейвлетов:

(m,k(t),#m',k'(t)) = m,k; m'k'.

Разложение функций при использовании биортогональных вейвлетов может производиться в двух эквивалентных формах:

          s(t) =
[image: image69.wmf]k
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(s(t),#m,k(t)) m,k.                                   (13.4.8)

          s(t) =
[image: image70.wmf]k
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(s(t),m,k(t)) #m,k.                                   (13.4.8')


Выбор формы определяется задачами разложения. Свойства регулярности биортогональных вейвлетов могут заметно отличаться. Если один из них обладает гладкостью порядка n, то дуальный ему вейвлет может иметь, по крайней мере, n нулевых моментов. Большое число нулевых моментов дает хорошие результаты при сжатии информации, а большая степень гладкости вейвлета обеспечивает более точную реконструкцию сигналов. При этом оба вейвлета можно выполнить симметричными.
13.5. Быстрое вейвлет-преобразование /л36, л37/.


Любую функцию s(t) можно рассматривать на любом m' - уровне разрешения. Для разделения функции на этом уровне между ее усредненными значениями и флюктуациями вокруг средних значений преобразуем формулу 13.3.1 к следующему виду:
   s(t) =
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dm,k m,k(t).                      (13.5.1)


При бесконечных пределах первая сумма в этом выражении стремится к нулю и может быть опущена, давая "чистое" вейвлет-преобразование. В общем случае коэффициенты cm,k и dm,k можно вычислять непосредственно по формулам (13.3.2) и (13.3.3). На практике мы обычно имеем дело с цифровыми данными в виде конечного набора отсчетов, а, соответственно, наилучший уровень разрешения определен интервалом, содержащим один отсчет, и суммирование выполняется в конечных пределах. Значение m=0 обычно принимается для этого наилучшего уровня разрешения.  Для принятой нами формы вейвлетов m,k = 2m/2 (2mt-k) усреднение отсчетов (расширение размеров вейвлетов) происходит при уменьшении значений m, т.е. при m = 0, -1, -2, .... Для исключения использования отрицательных индексов масштабирования знак "минус" обычно вводится непосредственно в функции вейвлетов, т.е. m,k = 2-m/2 (2-mt-k), при этом вейвлет-коэффициенты вычисляются для m>0.  


Кратномасштабный анализ при последовательном увеличении значений m приводит к естественной форме быстрых итерационных вычислений:

cm+1,k = 
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hn cm,2k+n,                                      (13.5.2)
dm+1,k = 
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gn сm,2k+n,                                              (13.5.3)
c0,k = 
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s(t)·(t-k) dt.                                   (13.5.4)
[image: image77.png]



Рис. 13.5.1.

Эти уравнения обеспечивают пирамидальный алгоритм вычисления вейвлет-коэффициентов (алгоритм Маллата), приведенный на рис. 13.5.1. Явный вид вейвлета требуется только для расчета коэффициентов hn и gn, при самом преобразовании он не используется, используются значения коэффициентов hn и gn. Уравнение (13.5.4) применяется при известной аналитической форме функции s(t). Для цифровых данных в качестве значений c0,k обычно принимаются исходные значения данных, т.е. c0,k = s(k). Обратное быстрое вейвлет-преобразование представляет собой последовательную сборку сигнала от больших m к малым: 
сm-1 =
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dm,n gk-2n,                                      (13.5.5)
и обеспечивает реконструкцию функции по значениям ее вейвлет-коэффициентов с любого уровня разрешения.

Сущность операций, выполняемых формулами (13.5.2) и (13.5.3), заключается в следующем. С учетом спектров коэффициентов hn и gn (рис. 13.4.1), на первом этапе преобразования первый цифровой фильтр hn из сигнала sk = c0,k выделяет низкие частоты || ≤ /2, а другой (октавный) фильтр gn выделяет верхние частоты /2 ≤ || ≤ . Поскольку на выходе фильтра hn отсутствует верхняя половина частот, то частота дискретизации выходного сигнала может быть уменьшена в 2 раза, т.е. выполнена децимация выходного сигнала, что и производится в формуле (13.5.2) сдвигами (2k+n) через 2 отсчета по входному сигналу. Соответственно, на выходе фильтра gn освобождается место в области низких частот, и аналогичное прореживание выходного сигнала приводит к транспонированию верхних частот на освободившееся место. Таким образом, каждый из выходных сигналов несет информацию о своей половине частот, при этом выходная информация представлена таким же количеством отсчетов, что и входная.

Точность реконструкции сигналов зависит от потерь информации при выполнении прореживания спектров, причем эти потери наблюдаются, в основном, на срезах полос пропускания фильтров низких и высоких частот, крутизна которых зависит от порядка фильтров (см. рис. 13.4.4), их согласованности, и типа вейвлетных функций. Естественно, что по мере декомпозиции сигнала суммарные потери информации увеличиваются, и погрешность реконструкции сигналов возрастает.
Разновидностью вейвлетов являются койфлеты, обладающие набором нулевых моментов:
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 tm  (t) dt = 0,    0<m<M,                                             (13.5.6) 

что дает возможность более эффективного сжатия информации. При расчете койфлетов к исходным функциям (13.4.1) и (13.4.2) добавляется условие:
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hk km = 0,   0<m<M,                                                  (13.5.7) 
при этом длина области задания койфлета расширяется до 3М-1, регулярность несколько уменьшается, но увеличивается точность восстановления исходных функций.
Пакетные вейвлеты. Основная информация обычно заключена в низкочастотной части сигнала, разложение которой может быть продолжено вплоть до нулевого уровня. Но аналогичная операция может применяться и к любой высокочастотной части разложения. Это соответствует замене вейвлета (t) на два новых вейвлета 

1(t) = 
[image: image82.wmf]n

å

hn(t-n),     2(t) = 
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gn(t-n),

которые тоже локализованы в пространстве, но на вдвое более широком интервале, чем исходный вейвлет. Бинарное дерево разложения (рис. 13.5.1) "расщепляется" и для коэффициентов 'd' любого уровня. Такое расщепление является адаптивным и легко приспосабливается к индивидуальным особенностям сигналов. Функции адаптивного преобразования называют вейвлет-пакетом.
13.6. Двумерные вейвлеты /л36/.


Двумерные вейвлеты являются функциями двух переменных, х и у, в двумерном пространстве V = x,y ( L2(R2), при этом параметры а и b могут быть индивидуальными для каждой переменной.  В общей форме для двумерного непрерывного вейвлета:

a1,b1; a2,b2(x,y) = (a1·a2)-1/2 0[(x-b1)/a1, (y-b2)/a2].                 (13.6.1)

При двумерном КМА двумерный ортонормальный базис пространства L2(R2) обычно строится на основе одномерного ортонормального вейвлет-базиса m,k(t) = 2m/2 (2mt-k) путем тензорного произведения двух одномерных базисов:
Фm1,k1; m2,k2(x,y) = m1,k1(x)·m2,k2(y).                            (13.6.2)


Если масштабирование двумерного вейвлет-базиса Ф(х,у) по обеим переменным производится синхронно, то базис задается следующим выражением:
        Фm,k,l(x,y) = 2m Ф(2mx-k, 2my-l),   m,k,l ( I,                         (13.6.3)

где функция Ф(х,у) в соответствии с тензорным произведением (13.6.2) представляет собой семейство трех функций (трех вейвлетов):

m,k,l(x,y) = 2m (2mx-k) 2my-l).                               (13.6.41)

m,k,l(x,y) = 2m (2mx-k) 2my-l).                               (13.6.42)

m,k,l(x,y) = 2m (2mx-k) 2my-l).                              (13.6.43)


В соответствии с этими вейвлетами двумерный сигнал в плоскости х,у анализируется по горизонталям, вертикалям и диагоналям с одинаковым разрешением. 

В общем случае n-мерного пространства ортонормальный базис образуют 2n-1 функций, при помощи которых осуществляется МКА любой функции их L2(Rn) пространства, при этом нормировочный множитель равен 2nm/2.
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