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§ 1. Ïðîáëåìà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà

1.1. Ïðîáëåìà ðåøåíèÿ è âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü. Ñòàòèñòè÷åñêîå
èññëåäîâàíèå íà÷èíàåòñÿ ñ îïèñàíèÿ îáúåêòà ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà, ôîðìàëèçàöèè ïðîñòðàíñòâà D ðåøåíèé d è ïåðâîíà÷àëüíîãî, äîñòà-
òî÷íî ãðóáîãî çàäàíèÿ ïîòåðü L(d ′, d), íà ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè D × D

ñî çíà÷åíèÿìè â Rk
+. Ïðèíÿòèåì íåêîòîðîãî ðåøåíèÿ d ∈ D çàâåðøàåòñÿ

ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå, è çíà÷åíèå L(d ′, d) ñîîòâåòñòâóåò ïîòåðÿì (â
îïðåäåëåííûõ åäèíèöàõ èçìåðåíèÿ), êîòîðûå îáóñëîâëåíû ïðèíÿòèåì ðå-
øåíèÿ d, êîãäà â äåéñòâèòåëüíîñòè �ïðàâèëüíûì� ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ d ′;

ïðàâèëüíûì ñ÷èòàåòñÿ òàêîå ðåøåíèå, êîòîðîå íå ïðèâîäèò ê êàêèì-ëèáî
ïîòåðÿì: L(d, d) = 0 ïðè ëþáîì d ∈ D.

Ðåøåíèå d ïðèíèìàåòñÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé íåêîòîðûõ
õàðàêòåðèñòèê èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Âñåâîçìîæíûå ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà â
ìîìåíò íàáëþäåíèÿ ôîðìàëèçóþòñÿ ââåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà Ω ýëåìåíòàð-
íûõ èñõîäîâ ω, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþùèõ çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìûõ õàðàê-
òåðèñòèê. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Ω, A) ñîñòî-
ÿíèé îáúåêòà ñóùåñòâóåò âåðîÿòíîñòü P (A ), A ∈ A.
Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Ω, A, P ), ïðè âñåé åãî çíà÷èìîñòè êàê åäè-

íîãî ïðîñòðàíñòâà, ãàðàíòèðóþùåãî ñóùåñòâîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé íàáëþ-
äàåìûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, âðÿä ëè ìîæåò ïðåòåíäîâàòü íà ñîñòàâëÿ-
þùóþ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ ê
âû÷èñëåíèþ âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü. Äåëî â òîì, ÷òî òîëüêî â êðàéíå
ðåäêèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî òî÷íî îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñ-
õîäîâ, íå ãîâîðÿ óæ î çàäàíèè ðàñïðåäåëåíèé íà A. Îáû÷íî ñòàòèñòèê
îïåðèðóåò ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê îáúåêòà, è òà-
êèìè ìîãóò áûòü èçìåðèìûå äåéñòâèòåëüíûå èëè âåêòîðíûå ôóíêöèè îò ω
èëè òðàåêòîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ, êàòåãîðèéíûå âåëè÷èíû è ò.ï. Ïðè
òàêîì ðàçíîîáðàçèè òèïîâ íàáëþäàåìûõ õàðàêòåðèñòèê ðàçóìíåå íàçâàòü
èõ ñëó÷àéíûìè ýëåìåíòàìè. Äàëåå, âåëè÷èíà ñðåäíèõ ïîòåðü ìîæåò ñó-
ùåñòâåííî çàâèñåòü îò òîãî, êàêîé èìåííî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò íàáëþäàåò-
ñÿ â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå íà êàæäîì åãî øàãå, è åñëè ñòàòèñòèê
ðàñïîëàãàåò íàáîðîì ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, òî îí ìîæåò óïðàâëÿòü íàáëþ-
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äåíèÿìè â ïðîöåññå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà, íàáëþäàÿ íà
ðàçíûõ ýòàïàõ âûáîðà ðàçíûå ñëó÷àéíûå ýëåìåíòû. Èòàê, çàäàíèå âåðîÿò-
íîñòíîé ìîäåëè íà÷èíàåòñÿ ñ âûáîðà ñåìåéñòâà Υ = {ξi = ξi(ω), i ∈ I}
ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ ïðåòåíäóåò áûòü íàáëþäàåìûì
íà íåêîòîðîì ýòàïå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà; çàòåì îïðåäåëÿåòñÿ ïî
âîçìîæíîñòè óçêîå ñåìåéñòâî Fi = {Fi( · | θ), θ ∈ Θ} ðàñïðåäåëåíèé êàæ-
äîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξi íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Xi, Ai) åãî çíà-
÷åíèé, i ∈ I.
Ìíîæåñòâî Θ íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì ; â îáùåì

ñëó÷àå ýòî àáñòðàêòíîå ïðîñòðàíñòâî èíäåêñîâ; âûáîð íåêîòîðîãî θ èç Θ

îçíà÷àåò ôèêñèðîâàíèå ðàñïðåäåëåíèé {Fi} ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ {ξi}.
Â êëàññè÷åñêîé (íåáàéåñîâñêîé) ñòàòèñòèêå âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü îáû÷-

íî îïðåäåëÿåòñÿ êàê êëàññ ñåìåéñòâ

F = {Fi, i ∈ I} = {{Fi( · | θ), θ ∈ Θ}, i ∈ I}.

Îäíàêî ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ìíîãî ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåì (íàïðèìåð,
ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü êà÷åñòâà, ñòàòèñòè÷åñêàÿ äèàãíîñòèêà, êëàññè-
ôèêàöèÿ è ò.ï.), ãäå çàäàíèå òîëüêî êëàññà F íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì
äëÿ êîððåêòíîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñóùåñòâà ïðîáëåìû îïðåäåëåíèÿ âåëè-
÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü. Äåëî â òîì, ÷òî çíà÷åíèå (íåèçâåñòíîå) ïàðàìåòðà
θ â ìîìåíò ïðîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ìîæåò áûòü ðåàëè-
çàöèåé íåêîòîðîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ϑ, è âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â
îïðåäåëåíèè ñåìåéñòâà G = {Gλ, λ ∈ Λ} âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ϑ íà
èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå (Θ, B) åãî çíà÷åíèé. Åñòåñòâåííî, åñëè ϑ=const,
òî G îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñåìåéñòâî âûðîæäåííûõ (ñîñðåäîòî÷åíûõ â êàæäîé
òî÷êå θ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàΘ) ðàñïðåäåëåíèé.
Ïàðà (F, G) íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ.
Ñäåëàåì íåñêîëüêî îãðàíè÷åíèé íà ââåäåííûå âûøå ïðîñòðàíñòâà è ñå-

ìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé. Òàê, ïðîñòðàíñòâà D, Θ, è âñå Xi, i ∈ I, áó-
äóò ñ÷èòàòüñÿ ïîëüñêèìè (ïîëíûìè, ñåïàðàáåëüíûìè, ìåòðè÷åñêèìè ïðî-
ñòðàíñòâàìè). Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ I íå äîëæíî áûòü áîëåå ÷åì ñ÷åò-
íûì (îãðàíè÷åíèå, íå ñëèøêîì îáðåìåíèòåëüíîå ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðàêòè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèé, íî çíà÷èòåëüíî óïðîùàþùåå íåêîòîðûå äîêàçàòåëüñòâà).
Òàêèì îáðàçîì, âñå íàáëþäàåìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξi çàíóìåðîâàíû:
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i = 1, 2, . . . . Êàæäîå èç ñåìåéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð Fi = {Fi( · | θ), θ ∈
Θ} ïðåäïîëàãàåòñÿ äîìèíèðîâàííûì ñîîòâåñòâóþùåé σ -êîíå÷íîé ïîëî-
æèòåëüíîé ìåðîé µi, i ∈ I, à ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé G =

{Gλ, λ ∈ Λ} äîìèíèðîâàííûì σ -êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé χ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå Ðàäîíà�Íèêîäèìà

fi(x | θ) =
dFi

dµi
(x | θ), x ∈ Xi, i ∈ I, θ ∈ Θ ; gλ(θ) =

dGλ

dχ
( θ ), θ ∈ Θ, λ ∈ Λ,

ãäå fi(x | θ) òðàêòóåòñÿ êàê ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ξi îòíî-
ñèòåëüíî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ϑ, i ∈ I, à gλ( θ ) � êàê ïëîòíîñòü ìàð-
ãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϑ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàíîì λ ∈ Λ. Åñòå-
ñòâåííî, òàêàÿ òðàêòîâêà âîçìîæíà ëèøü ïðè B -èçìåðèìîñòè ôóíêöèé
Fi(A | θ), θ ∈ Θ, ïðè ëþáûõ A ∈ A è i ∈ I, òî åñòü Fi( · | · ) äîëæíà
áûòü ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ.
Äîìèíèðóåìîñòü ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, îïðåäåëÿþùèõ âåðîÿòíîñòíóþ

ìîäåëü, ïîçâîëÿåò çàäàòü åå ïîñðåäñòâîì ïàðû ñåìåéñòâ ôóíêöèé ïëîòíî-
ñòè {fi} è {gλ} èëè ñåìåéñòâîì ñîâìåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé Hλ, i(A, B), A ∈
Ai, B ∈ B, ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ξi è θ ñ ïëîòíîñòÿìè

hλ, i(x, θ) = fi(x | θ) gλ( θ ), x ∈ Xi, θ ∈ Θ, λ ∈ Λ,

ïî ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ ìåð µi è χ, i ∈ I.
Ââåäåíèå ïàðàìåòðà θ ñâÿçàíî ñ îñîáîé ñïåöèôèêîé ñòàòèñòè÷åñêîãî âû-

âîäà: åñëè èçâåñòíî èñòèííîå çíà÷åíèå θ (ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé â
ìîìåíò íàáëþäåíèÿ), òî ñòàòèñòèê âñåãäà ìîæåò ïðèíÿòü ïðàâèëüíîå ðå-
øåíèå d = dθ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîáëåìó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ âñåãäà ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà θ, è ýòà îñîáåííîñòü
ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ïîçâîëÿåò çàäàòü ôóíêöèþ ïîòåðü íå íà D×D, à
íà ïðîèçâåäåíèè ïðîñòðàíñòâ Θ × D. Ñîõðàíÿÿ ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå (L)

äëÿ ôóíêöèè ïîòåðü, ïîëîæèì L(θ, d)
df
= L(dθ, d), θ ∈ Θ, d ∈ D.

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî ïîñëå ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè
ôóíêöèÿ ïîòåðü îáû÷íî óòî÷íÿåòñÿ (èëè âîîáùå ââîäèòñÿ èçíà÷àëüíî).
Íàïðèìåð, â çàäà÷å ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñëîæíûõ ãèïîòåç, êàñàþùèõñÿ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ, ïåðâîíà÷àëüíàÿ ôóíêöèÿ ïîòåðü òèïà 1 - 0 èíîãäà âè-
äîèçìåíÿåòñÿ è ñòàíîâèòñÿ çàâèñÿùåé îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó θ è ãðàíèöåé,
ðàçäåëÿþùåé ïàðàìåòðè÷åñêèå ãèïîòåçû.
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Çàäàíèå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé D è ôóíêöèè ïîòåðü L(θ, d), θ ∈ Θ,

d ∈ D, îïðåäåëÿåò ïðîáëåìó ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

1.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Ïîñòðîåíèåì âåðîÿòíîñòíîé ìî-
äåëè çàêàí÷èâàåòñÿ òà ÷àñòü ðàáîòû ñòàòèñòèêà, êîòîðàÿ ïðåäøåñòâóåò ïî-
ñòàíîâêå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà � íàáëþäåíèþ êîïèé ñëó÷àéíûõ
ýëåìåíòîâ èç êëàññà Υ.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî ÷èñëà øàãîâ. Êàæ-
äîìó øàãó ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð k = 0, 1, 2, . . . . Íà ëþáîì øàãå ñ íîìåðîì
k 6= 0 íàáëþäàåòñÿ òîëüêî îäíà íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ (ñ òî÷êè çðåíèÿ ñîâ-
ïàäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé) Xik ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξik ∈ Υ è ôèêñèðóåòñÿ
ðåçóëüòàò xik åå íàáëþäåíèÿ, ïîñëå ÷åãî ðåøàåòñÿ âîïðîñ î âûïîëíåíèè
îäíîãî èç àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé: ac � ïðîäîëæèòü íàáëþäåíèÿ èëè as

� îñòàíîâèòü ýêñïåðèìåíò. Åñëè âûáðàíî äåéñòâèå ac, òî ñòàòèñòèê îïðåäå-
ëÿåò èíäåêñ ik+1 ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà êëàññà Υ, íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ êîòî-
ðîãî áóäåò íàáëþäàòüñÿ íà ñëåäóþùåì k + 1 -ì øàãå ýêñïåðèìåíòà, ïîñëå
÷åãî ïåðåõîäèò ê íàáëþäåíèÿì íà ýòîì øàãå. Åñëè âûáðàíî äåéñòâèå as,

òî ýêñïåðèìåíò ñ÷èòàåòñÿ çàâåðøåííûì è ñòàòèñòèê ïðèíèìàåò íåêîòîðîå
ðåøåíèå d ∈ D. Ýòîò ïîñëåäíèé ýòàï ñòàòèñòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàñ-
ñìàòðèâàåòñÿ îòäåëüíî � îí íå îòíîñèòñÿ ê ðàáîòå ñòàòèñòèêà, ñâÿçàííîé ñ
ïîñòàíîâêîé ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Îñîáî îïðåäåëÿåòñÿ íóëåâîé øàã (k = 0) ýêñïåðèìåíòà. Íà ýòîì øàãå íå

íàáëþäàåòñÿ êàêîé-ëèáî ñëó÷àéíûé ýëåìåíò êëàññà Υ; ñòàòèñòèê òîëüêî
âûáèðàåò îäíî èç àëüòåðíàòèâíûõ äåéñòâèé as è ac : èëè îòêàçàòüñÿ îò
ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé âîîáùå, èëè íà÷àòü ýêñïåðèìåíò è âûáðàòü ñëó-
÷àéíûé ýëåìåíò, ïîäëåæàùèé íàáëþäåíèþ íà ïåðâîì øàãå. Äëÿ òîãî ÷òî-
áû íå ðàññìàòðèâàòü êàæäûé ðàç îòäåëüíî íóëåâîé øàã ýêñïåðèìåíòà, áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ýòîì øàãå îñóùåñòâëÿåòñÿ �íàáëþäåíèå� ôèêòèâíîãî
ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà Xi0(= X0), êîòîðûé ïðèíèìàåò åäèíñòâåííîå �çíà-
÷åíèå� xi0; ýòî çíà÷åíèå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñîâîêóïíîñòü àïðèîðíûõ
ñâåäåíèé îá èññëåäóåìîì îáúåêòå, ïîçâîëÿþùèõ ñòàòèñòèêó ðåøàòü âîïðîñ
î öåëåñîîáðàçíîñòè ïðîâåäåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Èçìåðèìîå
ïðîñòðàíñòâî �çíà÷åíèé� Xi0 áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ (Xi0, Ai0), ãäå Xi0 = {xi0}
� îäíîòî÷å÷íîå ìíîæåñòâî, à Ai0 = {Xi0, ∅}. �Ðàñïðåäåëåíèå� Xi0 îïðåäå-
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ëÿåòñÿ ôîðìàëüíûì ðàâåíñòâîì Fi0(Xi0 | θ) = fi0(xi0 | θ) = 1 ïðè ëþáîì
θ ∈ Θ.

Íàáëþäåíèå ëþáîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξi èç êëàññà Υ ñîïðÿæåíî ñ
îïðåäåëåííûìè çàòðàòàìè ci, i ∈ I, ïðè÷åì ñòîèìîñòü �íàáëþäåíèÿ� X0,

åñòåñòâåííî, ðàâíà íóëþ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ci 6 1 ïðè ëþáîì i ∈ I. Åñëè âñå ci = 1, i ∈ I, òî çàòðàòû íà ïîñòà-
íîâêó ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâíû ÷èñëó ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ,
íàáëþäàåìûõ â ýêñïåðèìåíòå, òî åñòü îáúåìó âûáîðêè. Â äàëüíåéøåì áó-
äóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêèå ïðîáëåìû, ãäå çàòðàòû íà ïîñòàíîâêó
ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿþòñÿ òîëüêî ÷èñëîì øàãîâ (îáú-
åìîì íàáëþäåíèé), � îáîáùåíèå íà ñëó÷àé çàâèñèìîñòè öåíû íå òîëüêî îò
èíäåêñà íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà, íî è îò íîìåðà øàãà ÿâëÿåòñÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîé è äîâîëüíî ñëîæíîé çàäà÷åé.
Ðåøåíèå îá îñòàíîâêå ýêñïåðèìåíòà è âûáîð ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, ïîä-

ëåæàùèõ íàáëþäåíèþ íà êàæäîì øàãå, â îáùåì ñëó÷àå çàâèñÿò îò ðå-
çóëüòàòîâ ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé xi0, xi1, . . . è îñóùåñòâëÿþòñÿ ââåäåíè-
åì ñïåöèàëüíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, êîòîðûå áóäóò îïðåäåëåíû íèæå.
Îäíàêî ñàì ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ êîïèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èç êëàññà Υ

îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ òàê íàçûâàåìîãî ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà ñ
óïðàâëåíèåì íàáëþäåíèÿìè. Äëÿ òîãî ÷òîáû ôîðìàëèçîâàòü ýòî ïîíÿòèå,
ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñ ôèêñèðîâàííîé ñõåìîé
âûáîðà, â êîòîðîé èíäåêñû i0, i1, i2, . . . , in è ìîìåíò îñòàíîâêè n ýêñïåðè-
ìåíòà ôèêñèðîâàíû a priori.
Ïóñòü tn = (i0, i1, . . . , in) � íàáîð èíäåêñîâ èç I ñ ïðîñòðàíñòâîì çíà÷å-

íèé I n, n = 0, 1, . . . , I 0 = {i0}, è T =
∑∞

n=0 I n. Ýëåìåíò t ïðîñòðàíñòâà
T îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèåì n (= 0, 1, . . .) è íàáîðîì èíäåêñîâ tn. Íà ýòîì
ïðîñòðàíñòâå ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê: tm < tn, åñëè m < n è ïåðâûå
m êîìïîíåíò âåêòîðà tn ñîâïàäàþò ñ êîìïîíåíòàìè âåêòîðà tm. Äàëåå, íà
ïðÿìîì ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ (Ω n, A n, P n) îïðåäå-
ëèì âåêòîð èç íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ X(tn) = (Xi0, Xi1, . . . , Xin)

� íåçàâèñèìûõ êîïèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ èç êëàññà Υ,

ïîäëåæàùèõ íàáëþäåíèþ â ýêñïåðèìåíòå. Âåêòîð X(tn) ñ èçìåðèìûì ïðî-
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ñòðàíñòâîì çíà÷åíèé

(Xtn, Atn) =
(∏n

k=0
Xik,

⊗n

k=0
Aik

)
íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêîé ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n. Ðàñïðåäåëåíèå
âåêòîðà X(tn) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ ∈ Θ îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p tn(x
(n) | θ) =

n∏
k=0

fik(xk | θ), x(n) ∈ Xtn,

ïî ìåðå µtn = µi1 × · · · × µin.

Ïî àíàëîãèè ñ ââåäåíèåì ïðîñòðàíñòâà T îïðåäåëèì èçìåðèìîå ïðî-
ñòðàíñòâî çíà÷åíèé âñåâîçìîæíûõ âûáîðîê

(X, A) =
∑

t∈T
(Xt, At) =

∞∑
n=0

∑
tn∈In

(Xtn, Atn).

Ýëåìåíò x(tn) = (xi0, xi1, . . . , xin) ïðîñòðàíñòââà X ïðåäñòàâëÿåò âûáîðî÷-
íûå äàííûå, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ ôèêñèðîâàííîé ñõåìû ïðîñòîãî ñëó÷àé-
íîãî âûáîðà. Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ è ïðîñòðàíñòâà ïîçâîëÿþò ââåñòè áîëåå
ñëîæíóþ ñõåìó ïîëó÷åíèÿ âûáîðî÷íûõ äàííûõ.

1.3. Óïðàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì è ñòàòèñòè÷å-
ñêàÿ ñòðóêòóðà. Ïðîöåññ íàáëþäåíèÿ íåçàâèñèìûõ êîïèé ñëó÷àéíûõ ýëå-
ìåíòîâ èç êëàññà Υ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðè-
ìåíåíèÿ äâóõ ïðàâèë.
Ïðàâèëî îñòàíîâêè ϕs = {ϕs

(
a |X(tn)

)
, a = as, ac; tn < tn+1, n =

0, 1, . . .} îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé
c âûáîðî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ {Xtn, tn < tn+1, n = 0, 1, . . . , } íà àëãåáðó,
ïîðîæäåííóþ äâóìÿ ñîáûòèÿìè: as � îñòàíîâêà ýêñïåðèìåíòà (ïðåêðàùå-
íèå íàáëþäåíèé) è ac � ïðîäîëæåíèå íàáëþäåíèé. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðå-
çóëüòàòà x(tn) íà n -ì øàãå ýêñïåðèìåíòà c âåðîÿòíîñòüþ ϕs

(
as |x(tn)

)
=

1− ϕs

(
ac |x(tn)

)
íàáëþäåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ.

Ïðàâèëî âûáîðà ϕc = {ϕc

(
i |X(tn)

)
, tn < tn+1, n = 0, 1, . . . , i ∈ I} îïðå-

äåëÿåòñÿ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ñ âûáîðî÷íûõ
ïðîñòðàíñòâ {Xtn, tn < tn+1, n = 0, 1, . . . , } íà ôàçîâóþ àëãåáðó ïîäìíî-
æåñòâ ïðîñòðàíñòâà èíäåêñîâ I. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà x(tn) íà n -ì
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øàãå ýêñïåðèìåíòà c âåðîÿòíîñòüþ ϕc

(
i |x(tn)

)
âûáèðàåòñÿ èíäåêñ i ñëó-

÷àéíîãî ýëåìåíòà ξi, íåçàâèñèìàÿ êîïèÿ Xi êîòîðîãî áóäåò íàáëþäàòüñÿ
íà (n+ 1) -ì øàãå.
Â ñëó÷àå ðàíäîìèçèðîâàííûõ ïðàâèë ϕs è ϕc, êîãäà ïåðåõîäíûå âåðî-

ÿòíîñòè îòëè÷íû îò íóëÿ è åäèíèöû, âûáîð ñîîòâåòñòâóþùèõ äåéñòâèé â
ýêñïåðèìåíòå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû ðàíäîìèçàöèè.
Åñòåñòâåííî, ýòè ïðàâèëà ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíî ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ

ρ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, îïðåäåëèâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåõîä-
íûõ âåðîÿòíîñòåé ñ óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðî÷íûõ ïðîñòðàíñòâ íà ôàçîâóþ
àëãåáðó ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà I = {I, as}. Êàæäàÿ ïåðåõîäíàÿ âåðîÿò-
íîñòü ýòîãî ïðàâèëà îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ρ
(
i |X(tn)

)
= ϕc

(
i |X(tn)

)
· ϕs

(
ac |X(tn)

)
, i ∈ I;

ρ
(
as |X(tn)

)
= ϕs

(
as |X(tn)

)
.

Ïàðà ïðàâèë ρ = (ϕs, ϕc) èëè îáùåå ïðàâèëî ρ íàçûâàåòñÿ óïðàâëåíèåì
ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì.
Ñ ïðàâèëàìè ϕs è ϕc ñâÿçûâàþòñÿ äâå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëåíèÿ: ìî-

ìåíò îñòàíîâêè ν è óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ τν = (ι1, . . . , ιν). Ðåàëè-
çàöèÿ n ìîìåíòà îñòàíîâêè ν îïðåäåëÿåò îáúåì âûáîðêè, à ðåàëèçàöèÿ
tn = (i1, . . . , in) óïðàâëÿþùåé ïåðåìåííîé τν � èíäåêñû ñëó÷àéíûõ ýëå-
ìåíòîâ, íàáëþäàåìûõ â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Óïðàâëÿþùàÿ ïåðå-
ìåííàÿ îïðåäåëÿåò îáúåìû âûáîðîê

νi, i ∈ I,
∑

i∈I
νi = ν,

èç ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàñïðåäåëåíèé Fi, i ∈ I.
Ðàñïðåäåëåíèÿ ν è τν, ñîãëàñîâàííûõ ñ ñîîòâåñòâóùèìè ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòÿìè ñèãìà-àëãåáð, îïðåäåëÿþòñÿ óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè

P
{
ν = n |X(tn)

}
= ϕs

(
as |X(tn)

) n−1∏
k=1

ϕs

(
ac |X(tk)

)
,

P
{
τν = tn |X(tn)

}
= ϕs

(
as |X(tn)

) n−1∏
k=1

ϕs

(
ac |X(tk)

)
ϕc

(
ik+1 |X(tk)

)
,

tn ∈ I n, n = 0, 1, . . . ,

11



êîòîðûå îïðåäåëÿþò èõ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè êàæäîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà
θ ∈ Θ ïîñðåäñòâîì èõ óñðåäíåíèÿ ïî ðàñïðåäåëåíèÿì íàáëþäàåìûõ ñëó-
÷àéíûõ ýëåìåíòîâ:

Pθ(ν = n) =∑
tn∈In

∫
Xtn

ϕs

(
as |x(n)

)[n−1∏
k=1

ϕs

(
ac |x(n)

)]
p tn

(
x(n) | θ

)
dµtn

(
x(n)
)
,

Pθ(τν = tn) =∫
Xtn

ϕs

(
as |x(n)

)[n−1∏
k=1

ϕs

(
ac |x(k)

)
ϕc

(
ik+1 |x(k)

)]
p tn

(
x(n) | θ

)
dµtn

(
x(n)
)
,

tn ∈ I n, n = 0, 1, . . .

Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîèò â íàáëþäåíèè ñëó-
÷àéíîãî âåêòîðà (ñëó÷àéíîé âûáîðêè) X = X(τν) = (Xι1, . . . , Xιν) ñ èç-
ìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé (âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì) (X, A).

Ðàñïðåäåëåíèå X îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè

p ρ,tn

(
x(n)|θ

)
= ϕs

(
as|x(n)

)[n−1∏
k=0

ϕs

(
ac|x(k)

)
ϕc

(
ik+1|x(k)

)]
p tn

(
x(n)|θ

)
,

x(n) ∈ Xtn, tn ∈ I n, n = 0, 1, . . . ; θ ∈ Θ,

ïî ìåðå µtn. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòèì ïëîòíîñòÿì êëàññ

Pρ = {Pρ,t, t ∈ T} = {{Pρ,t( · | θ), θ ∈ Θ}, t ∈ T}

ñåìåéñòâ (ïî ïàðàìåòðó θ ∈ Θ) ðàñïðåäåëåíèé íà (X, A) îáû÷íî íàçûâàåò-
ñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, îäíàêî â äàííîì êîíòåêñòå ýòî ìî-
æåò ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìåíèÿì ñ ïîíÿòèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåí-
òà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäåëåííûõ äåéñòâèé ïî íàáëþäåíèÿì ñëó-
÷àéíûõ ýëåìåíòîâ. Êëàññ Pρ áîëåå åñòåñòâåííî íàçâàòü ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëüþ. Òîãäà ïàðà ñåìåéñòâ (Pρ, G) áóäåò íàçûâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé
ñòðóêòóðîé.
Åñëè àïðèîðíûå ðàïðåäåëåíèÿ Gλ ∈ G íå âûðîæäåíû, òî â ðàìêàõ ñòà-

òèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðû îñîáî âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìàðãèíàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè X, îïðåäåëÿåìîå ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè

p λ,tn

(
x(n)
)

=

∫
Θ
pρ,tn

(
x(n) | θ

)
gλ( θ )dχ(θ), x(n) ∈ Xtn, tn ∈ I n,
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à òàêæå àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

hλ (θ |X) =
pρ,τν

(X | θ) gλ( θ )

p λ,τν
(X)

.

1.4. Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è ñòðàòåãèÿ. Ïîñëå îñòàíîâêè
ýêñïåðèìåíòà ñòàòèñòèê ïðèñòóïàåò ê ïðèíÿòèþ îïðåäåëåííîãî ðåøåíèÿ
d (∈ D).

Îïðåäåëèì ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd êàê ïåðåõîäíóþ âå-
ðîÿòíîñòü ϕd(D |X), D ∈ C, ñ âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íà ôàçîâóþ
ñèãìà-àëãåáðó C ïîäìíîæåñòâ ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé D.

Ïðàâèëî ϕd ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ðåçóëüòàòå x(tn) ñòàòèñòè÷åñêî-
ãî ýêñïåðèìåíòà îïðåäåëÿåò íà C ðàñïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòåé ϕd

(
· |x(tn)

)
,

òàê ÷òî ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ ϕd îñóùåñòâëÿåòñÿ íàáëþäåíèåì ñëó÷àé-
íîãî ýëåìåíòà δtn = δtn

(
x(tn)

)
, èìåþùåãî äàííîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñòàòèñòè-

êà δτν
= δτν

(X) íàçûâàåòñÿ ðåøàþùåé ôóíêöèåé.
Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì

ïðèìåíåíèÿ òðîéêè ïðàâèë ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd), è äàííûé òðèïëåò îáû÷íî íà-
çûâàåòñÿ ñòðàòåãèåé èëè ïðîöåäóðîé ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.
Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ ∈ Θ ïðàâèëî ϕd ïîðîæäàåò

ñòîõàñòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå èç (X, A, Fρ,τν
( · | θ)) â (D, C, Ψ( · | θ)) , ãäå

Ψ (D | θ) =

Eθ ϕd (D |X) =
∞∑

n=1

∑
tn∈In

∫
Xtn

ϕd(D |x(n)) pρ,tn(x
(n) | θ) dµtn(x

(n)), D ∈ C.

Ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòíûõ ìåð {Ψ( · | θ), θ ∈ Θ} íà èçìåðèìîì ïðîñòðàí-
ñòâå (D, C) íàçûâàåòñÿ îáðàçîì ñòðàòåãèè ϕ.

Ïîñêîëüêó äîìèíèðóåìîñòü âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
ñâîéñòâàìè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ, òî {Ψ( · | θ), θ ∈ Θ} òàê-
æå äîìèíèðîâàíî íåêîòîðîé ñèãìà-êîíå÷íîé ïîëîæèòåëüíîé ìåðîé γ íà
(D, C). Ñëåäóÿ À.Âàëüäó íàçîâåì ñåìåéñòâî ïëîòíîñòåé {ψ( · | θ), θ ∈ Θ},
ãäå

ψ(a | θ) =
dΨ

dγ
(a | θ), a ∈ D,

îïåðàòèâíîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòðàòåãèè ϕ.
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Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ϑ âàæíóþ ðîëü áó-
äóò èãðàòü òàêèå õàðàêòåðèñòèêè ñòðàòåãèè ϕ, êàê àïðèîðíûé îáðàç

Ψλ(D ) =

∫
Θ

Ψ(D | θ)gλ(θ) dχ(θ), D ∈ C, λ ∈ Λ,

è d -àïîñòåðèîðíûé îáðàç (d -àïîñòåðèîðíàÿ îïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòè-
êà ϕ), îïðåäåëÿåìûé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

πλ(θ | d) =
ψ(d | θ)gλ( θ )

ψλ(d)
, θ ∈ Θ, d ∈ D,

ãäå ψλ(d), d ∈ D, � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ψλ( · ) ïî ìåðå γ.
Åñòåñòâåííî, òàêàÿ çàïèñü ôóíêöèè ïëîòíîñòè π( · | · ) îïðàâäûâàåòñÿ âû-
ñêàçàííûì ðàíåå óòâåðæäåíèåì î B -èçìåðèìîñòè ðàñïðåäåëåíèé íàáëþäà-
åìûõ ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ è îíà îïðåäåëåíà òîëüêî äëÿ òåõ d ∈ D, ãäå
ψλ(d) > 0.

1.5. Ðèñê ïðîöåäóðû è åå ãàðàíòèéíîñòü. Çàäàíèå ðàçëè÷íûõ
ðàñïðåäåëåíèé è èõ ïëîòíîñòåé, îïðåäåëÿåìûõ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé
è ñòðàòåãèåé ϕ, íåîáõîäèìî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ϕ

� âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü �â äëèííîì ðÿäó ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåí-
òîâ�. Íåñìîòðÿ íà âñþ ýâðèñòè÷íîñòü ïîñëåäíåé, âçÿòîé â êàâû÷êè, ôðàçû,
èìåííî òàêîå îñìûñëåíèå âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïîòåðü ïðèâîäèò ê êîððåêòíî-
ìó, îòâå÷àþùåìó ñóùåñòâó äåëà îïðåäåëåíèþ ãàðàíòèéíîñòè ïðîöåäóð ñòà-
òèñòè÷åñêîãî âûâîäà. Ñðåäíèå ïîòåðè, îáóñëîâëåííûå ìíîãîêðàòíûì ïðè-
ìåíåíèåì ñòðàòåãèè ϕ, îáû÷íî íàçûâàþòñÿ ðèñêîì äàííîé ñòðàòåãèè, è
ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî îïðåäåëåíèé ýòîé îñíîâíîé õàðàêòåðèñòèêè ñòðàòå-
ãèè.
Èñòîðè÷åñêè ïåðâîå îïðåäåëåíèå ñîîòíîñèòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàìè, â êî-

òîðûõ θ íå ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Íåèçâåñòíîå ñòà-
òèñòèêó çíà÷åíèå θ ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîé �ìèðîâîé� êîíñòàíòîé, íàïðèìåð
ñêîðîñòüþ ñâåòà â ïóñòîòå, çàðÿäîì ýëåêòðîíà, âåðîÿòíîñòüþ íàñëåäîâàíèÿ
äîìèíàíòíîãî ïðèçíàêà è ò.ï., õîòÿ îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ òàêîãî ïîäõîäà
ê îïðåäåëåíèþ ðèñêà áûëà íåñðàâíåííî øèðå. Âåëè÷èíà ñðåäíèõ ïîòåðü
îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì ôîðìàëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
íåçàâèñèìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ çíà÷åíèå θ îäíî è
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òî æå. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ïîòåðü

R(ϕ | θ) = EθL
(
θ, δτν

(
X(τν)

))
=

∫
D
L(θ, a)ψ(a | θ)dγ(a), θ ∈ Θ,

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ðèñêà. ×òîáû îòìåòèòü â äàííîì îïðåäåëåíèè îñîáóþ
ðîëü ôèêñèðîâàííîãî çíà÷åíèÿ θ, â äàëüíåéøåì R(ϕ | θ), θ ∈ Θ, áóäåò
íàçûâàòüñÿ òàêæå θ -ðèñêîì.
Èíîé ïîäõîä ê ðèñêó ñïåöèôè÷åí äëÿ ñèòóàöèé, êîãäà ñóùåñòâóåò ðå-

àëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, â êîòîðûõ çíà-
÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ äîïóñêàþò èíòåðïðåòàöèþ êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðå-
àëèçàöèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ýòî çàäà÷è êîíòðîëÿ êà÷åñòâà âûïóñêàåìîé
ïðîäóêöèè, ìåäèöèíñêîé äèàãíîñòèêè, ñîöèîëîãè÷åñêèõ èññëåäîâàíèé ïî
òàê íàçûâàåìûì ìàëûì îáëàñòÿì è ò.ï. Òàê, íàïðèìåð, â çàäà÷àõ êîíòðî-
ëÿ êà÷åñòâà ïðîèçâîäèòåëü ïðîâîäèò êîíòðîëü êà÷åñòâà êàæäîé ïàðòèè âû-
ïóñêàåìîé ïðîäóêöèè, ïðèíèìàÿ ðåøåíèå î åå ðåàëèçàöèè (ïîñòàâêè ïîòðå-
áèòåëþ), èëè ðåøåíèå îòêëîíèòü ïàðòèþ îò ïðèåìêè ñ îñîáûì ðåøåíèåì î
åå äàëüíåéøåé ñóäüáå. Âåëè÷èíà θ -ðèñêà ïðè ôóíêöèè ïîòåðü òèïà 0�1 ñî-
ñòîèò èç äâóõ êîìïîíåíò: ðèñêà èçãîòîâèòåëÿ è ðèñêà ïîñòàâùèêà. Ïåðâàÿ
êîìïîíåíòà îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ êîíäèöèîííîãî ïðîäóêòà
ïðè åãî êîíòðîëå, à âòîðàÿ � âåðîÿòíîñòü ïîñòàâêè ïîòðåáèòåëþ íå òî-
ãî, ÷åãî áû îí õîòåë. Ñ òî÷êè çðåíèÿ, ñêàæåì, ïîòðåáèòåëÿ, âòîðîé ðèñê
åìó íå ñëèøêîì èíòåðåñåí � åãî â áîëüøîé ñòåïåíè âîëíóåò äîëÿ íåêîí-
äèöèîííîé ïðîäóêöèè, êîòîðóþ îí ïîëó÷àåò îò çàâîäà�èçãîòîâèòåëÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, êàê ïîòðåáèòåëþ, òàê è èçãîòîâèòåëþ âàæíî çíàòü âåëè÷èíó
ñðåäíèõ ïîòåðü ñðåäè òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå çàêîí÷èëèñü ïðèíÿòè-
åì òîëüêî îäíîãî èç ðåøåíèé: ïðèíÿòèåì ïðîäóêöèè äëÿ ïîòðåáèòåëÿ è
åå îòêëîíåíèåì äëÿ ïîñòàâùèêà. Òàê êàê â ýòîé è àíàëîãè÷íûõ ïðîáëåìàõ
çíà÷åíèÿ θ1, θ2, . . . â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïî
êîíòðîëþ ïåðèîäè÷åñêè âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ðå-
çóëüòàòû ðåàëèçàöèè ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà èç àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ G, òî ñðåäíèå ïîòåðè îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíîé d-ðèñêà � çíà÷åíèåì
Rλ(ϕ | d), d ∈ D, óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

Rλ(ϕ | δ) = E {L(ϑ, δ) | δ} =

∫
Θ
L(θ, δ)πλ(θ | δ)dχ(θ)
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ôóíêöèè L (êàê ôóíêöèè ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ϑ) îòíîñèòåëüíî ñèãìà-
àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé δ = δτν

(
X(τν)

)
.

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü, ÷òî d-ðèñê çàâèñèò òàêæå îò ïàðàìåòðà λ ∈ Λ,

îïðåäåëÿþùåãî ðàñïðåäåëåíèå ϑ. Èìåííî íàëè÷èå ðåàëüíîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè èñõîäîâ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîñòàâëÿåò èíôîðìàöèþ
îá èñòèííîì �çíà÷åíèè� λ â êîíêðåòíîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå è ïîçâî-
ëÿåò îïðåäåëèòü (õîòÿ áû ïðèáëèæåííî) àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå.
Íàêîíåö, ââåäåì îïðåäåëåíèå ðèñêà ñòðàòåãèè ϕ, êîòîðîå îáû÷íî èñ-

ïîëüçóåòñÿ â òàê íàçûâàåìîé áàéåñîâñêîé ñòàòèñòèêå. Ýòî èíòåãðàëüíàÿ
õàðàêòåðèñòèêà, óñðåäíÿþùàÿ ïîòåðè êàê ïî çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà, òàê è
ïî ïðèíÿòûì ðåøåíèÿì, íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðèñêîì ñòðàòåãèè ϕ :

Rϕ(λ) = EL(ϑ, δ) =

∫
Θ

∫
D
L(θ, a)ψ(a | θ)gλ(θ)dχ(θ)dγ(a), λ ∈ Λ.

Äàííàÿ õàðàêòåðèñòèêà ñòðàòåãèè èñïîëüçóåòñÿ â ïðîáëåìàõ ìèíèìèçà-
öèè θ -ðèñêà, êîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå G òðàêòóåòñÿ êàê íåêîòîðàÿ
âåñîâàÿ ôóíêöèÿ è â îáùåì ñëó÷àå G íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ðàñïðåäåëå-
íèåì âåðîÿòíîñòåé. Ñ òî÷êè æå çðåíèÿ d-ðèñêà àïðèîðíûé ðèñê ÿâëÿåòñÿ
íåêîòîðîé îãðóáëåííîé õàðàêòåðèñòèêîé ñòðàòåãèè ϕ.

Â ïðîáëåìàõ ìèíèìèçàöèè d-ðèñêà è àïðèîðíîãî ðèñêà îñíîâíóþ ðîëü
èãðàåò àïîñòåðèîðíûé ðèñê � óñëîâíîå ñðåäíåå ïîòåðü ïî ϑ îòíîñèòåëüíî
ñèãìà-àëãåáðû, ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíîé âûáîðêîé:

Rλ(d |X) = E{L(ϑ, d) |X} =

∫
Θ
L(θ, d)hλ(θ |X)dχ(θ), d ∈ D.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî àïðèîðíûé ðèñê ðàâåí ñðåäíåìó çíà÷åíèþ àïîñòåðè-
îðíîãî ðèñêà ïî ìàðãèíàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ X, à d-ðèñê ðàâåí óñëîâ-
íîìó ìàòåìàòè÷åñêîìó îæèäàíèþ àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà îòíîñèòåëüíî
ðåøàþùåé ôóíêöèè δ, ÷òî, ñîáñòâåííî, è ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðè ïîñòðîåíèè
ñòðàòåãèé, ìèíèìèçèðóþùèõ âåëè÷èíó ðèñêà.
Ñòðàòåãèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ ãàðàíòèéíîé, åñëè åå ðèñê îãðàíè÷åí ñâåðõó

íåêîòîðîé ôóíêöèåé r( · ) îò, ñîîòâåòñòâåííî, θ, d èëè λ, � ðàçíûì îïðå-
äåëåíèÿì ðèñêà ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ïîíÿòèÿ ãàðàíòèéíîñòè ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî âûâîäà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì òðè âèäà íîðìèðîâàííûõ ôóíêöèé
ïîòåðü L(θ, d)/r(θ), L(θ, d)/r(d), L(θ, d)/r(λ) è ñîîòâåòñòâóþùèå èì
íîðìèðîâàííûå ðèñêè R(ϕ | θ), Rλ(ϕ | d), Rϕ(λ ).
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Ñòðàòåãèÿ ϕ íàçûâàåòñÿ
θ -ãàðàíòèéíîé, åñëè R(ϕ | θ) 6 1, ∀ θ ∈ Θ;

d-ãàðàíòèéíîé, åñëè Rλ(ϕ | d) 6 1, ∀d ∈ { d : ψλ(d) > 0, d ∈ D }, ∀λ ∈ Λ;

λ-ãàðàíòèéíîé, åñëè Rϕ(λ ) 6 1, ∀λ ∈ Λ.

Ñ ââåäåííûìè îïðåäåëåíèÿìè ðèñêà ñòðàòåãèè è åå ãàðàíòèéíîñòè ñâÿ-
çàíû äâå îñíîâíûå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.
(I) Ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè ρ = (ϕs, ϕc) ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïå-

ðèìåíòîì â ðàìêàõ ôóíêöèè ïîòåðü îïðåäåëåííîãî âèäà è â çàäàííîì êëàñ-
ñå ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd ñòðîèòñÿ ïðàâèëî ϕ∗d, êîòîðîå äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì ðèñêà ïðè ëþáîì çíà÷åíèè åãî àðãóìåíòà: ðàâíîìåðíî ïî âñåì
θ ∈ Θ ìèíèìèçèðóåò âåëè÷èíó θ -ðèñêà, äîñòàâëÿåò ìèíèìóì çíà÷åíèþ d-
ðèñêà ïðè ëþáûõ d ∈ D è ëþáûõ λ ∈ Λ, ìèíèìèçèðóåò àïðèîðíûé ðèñê
(λ -ðèñê) ïðè êàæäîì λ ∈ Λ. Îäèí èç âàðèàíòîâ ýòîé çàäà÷è � ïîñòðîå-
íèå ìèíèìàêñíûõ ïðàâèë ϕd, ìèíèìèçèðóþùèõ íàèáîëüøåå èç âîçìîæíûõ
çíà÷åíèé ðèñêà.
(II) Ïîñòðîåíèå ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà êàê òà-

êîâûõ è îòûñêàíèå ñðåäè íèõ ñòðàòåãèé, ìèíèìèçèðóþùèõ îïðåäåëåííûå
ôóíêöèîíàëû îò ñðåäíèõ çàòðàò íà ïîñòàíîâêó ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà, â ÷àñòíîñòè, ìèíèìèçèðóþùèõ ôóíêöèîíàë îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ
îáúåìà âûáîðêè (ìîìåíòà îòñòàíîâêè ν ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà). Â
òàêèõ çàäà÷àõ îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò òàêèå õàðàêòåðèñòèêè óïðàâëåíèÿ ρ

ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, êàê

C(θ) =
∑
i∈I

Eθ νi, θ ∈ Θ; Cλ = EλC(ϑ), λ ∈ Λ;

Cλ(d) =
∑
i∈I

Eλ{νi | δ(X) = d}, d ∈ D.

Ïðèìåðû çàäà÷è (I): ïîñòðîåíèå íåñìåùåííûõ îöåíîê ïàðàìåòðà θ ñ ðàâ-
íîìåðíî ìèíèìàëüíûì θ -ðèñêîì ïðè âûïóêëûõ ôóíêöèÿõ ïîòåðü è îöå-
íîê ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì d-ðèñêà; ïîñòðîåíèå ðàâíîìåð-
íî íàèáîëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ â êëàññå êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α è
àíàëîãè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ d-ðèñêà; áàéåñîâñêèå ðåøåíèÿ è èõ ýìïèðè÷åñêèå
àíàëîãè ðàâíîìåðíîé ïî λ ∈ Λ ìèíèìèçàöèè àïðèîðíîãî ðèñêà â àñèìïòî-
òè÷åñêîì ñìûñëå (ïðè áîëüøèõ àðõèâàõ äàííûõ).
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Ïðèìåð çàäà÷è (II) � îïðåäåëåíèå íåîáõîäèìîãî îáúåìà âûáîðêè: â êëàñ-
ñå ãàðàíòèéíûõ ñòðàòåãèé ñ ôèêñèðîâàííûìè îáúåìàìè íàáëþäåíèé n (=

0, 1, . . .) íàéòè ñòðàòåãèþ c ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì n. Áîëåå ñëîæíàÿ
çàäà÷à � ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëîâ îò ñðåäíèõ çàòðàò C(θ) èëè Cλ íà
ïîñòàíîâêó ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Â äàëüíåéøåì íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü, â îñíîâíîì, çàäà÷è ïîñëåäíåãî òè-

ïà, òî åñòü ïðîáëåìû ïëàíèðîâàíèÿ îáúåìà íàáëþäåíèé (èëè, áîëåå îáùî,
ïîñòðîåíèå ïðàâèëà îñòàíîâêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà), îáåñïå÷èâà-
þùåãî ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèéíîé ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

Âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî ( θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîâîäèòñÿ â äâà ýòàïà.
Íàçíà÷àþòñÿ äâå êîíñòàíòû c1 è c2, c1 < c2. Ñíà÷àëà áåðåòñÿ âûáîðêà
îáúåìà n1 = 2. Åñëè ðåçóëüòàòû (x1, x2) íàáëþäåíèé (X1, X2) îêàçàëèñü
áîëüøå c2, òî íàáëþäåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ. Åñëè c1 < min{x1, x2 } 6 c2, òî
íàáëþäåíèÿ ïðîäîëæàþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5, åñëè æå min{x1, x2 } 6 c1,

òî � ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà. Â ñëó÷àå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ïðîäîëæåíèÿ
íàáëþäåíèé íà âòîðîì ýòàïå áåðåòñÿ âûáîðêà îáúåìà 4, òî åñòü íàáëþ-
äàþòñÿ íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (X3, . . . , X6) è ñòàòèñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò çàâåðøàåòñÿ.

1. Îïðåäåëèòü ïðàâèëî îñòàíîâêè ϕs ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.

2. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ìîìåíòà îñòàíîâêè ν.

3. Îïðåäåëèòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âûáîðêè X(ν).

4. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X = 1
ν

∑ν
k=1Xk.

5. Ðàññìàòðèâàÿ X êàê íåðàíäîìèçèðîâàííóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ θ, îïðå-
äåëèòü ïðàâèëî ϕd ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ è íàéòè åãî θ -ðèñê ïðè êâàäðà-
òè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü L( θ, d) = ( θ − d )2.

6∗ . Ïóñòü θ åñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ ñ íîðìàëüíûì (µ, τ 2)

ðàñïðåäåëåíèåì. Âû÷èñëèòü d-ðèñê X ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïî-
òåðü.
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§ 2. Ñòàòèñòè÷åñêèå ñòðóêòóðû,

îáëàäàþùèå äîñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè

Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå ìû ðàññìàòðèâàëè ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðè-
ìåíò, êîòîðûé ñîñòîèò â íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ñëó÷àéíîé âû-
áîðêè) X = X(τν) = (Xι1, . . . , Xιν) ñ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì çíà÷å-
íèé (âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì) (X, A). Ðàñïðåäåëåíèå X îïðåäåëÿ-
åòñÿ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè

p ρ,tn

(
x(n)|θ

)
= ϕs

(
as|x(n)

)[n−1∏
k=0

ϕs

(
ac|x(k)

)
ϕc

(
ik+1|x(k)

)]
p tn

(
x(n)|θ

)
,

x(n) ∈ Xtn, tn ∈ I n, n = 0, 1, . . . ; θ ∈ Θ,

ïî ìåðå µtn. Ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ïëîòíîñòè êëàññ

Pρ = {Pρ,t, t ∈ T} = {{Pρ,t( · | θ), θ ∈ Θ}, t ∈ T}

ñåìåéñòâ (ïî ïàðàìåòðó θ ∈ Θ) ðàñïðåäåëåíèé íà (X, A) îáû÷íî íàçûâà-
åòñÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, íî, ÷òîáû íå áûëî íåäîðàçóìåíèé
ñ ïîíÿòèåì ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïðåäå-
ëåííûõ äåéñòâèé ïî íàáëþäåíèÿì ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ, ìû äîãîâîðèëèñü
íàçûâàòü êëàññ Pρ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëüþ. Òîãäà ïàðà ñåìåéñòâ (Pρ, G)

áóäåò íàçûâàòüñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ñòðóêòóðîé.
Â äàííîì ïàðàãðàôå, çà èñêëþ÷åíèåì íåêîòîðûõ èëëþñòðàòèâíûõ ïðè-

ìåðîâ, íå áóäåò èãðàòü îñîáîé ðîëè óïðàâëåíèå ρ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðè-
ìåíòîì. Ïîýòîìó ìû óïðîñòèì îáîçíà÷åíèÿ: ïóñòü X îçíà÷àåò ñëó÷àéíóþ
âûáîðêó, p (x | θ) � åå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ïî ìåðå µ, P (A | θ), A ∈ A, �
ðàñïðåäåëåíèå X íà èçìåðèìîì âûáîðî÷íîì ïðîñòðàíñòâå (X, A), à P =

{P ( · | θ), θ ∈ Θ} � ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü.
Ñåé÷àñ ìû èçó÷èì îñîáûé êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûé äî-

ïóñêàåò çíà÷èòåëüíóþ ðåäóêöèþ âûáîðî÷íûõ äàííûõ áåç ïîòåðè èíôîð-
ìàöèè ïóòåì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ òîëüêî ïî çíà÷åíèþ íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè
T (X) � èçìåðèìîé ôóíêöèè îò ñëó÷àéíîé âûáîðêè X.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñòàòèñòèêà T = T (X) íàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íîé äëÿ
ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé (ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè) P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ},
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åñëè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè X îòíîñèòåëüíî ñòàòè-
ñòèêè T (òî÷íåå, îòíîñèòåëüíî σ -ïîäàëãåáðû AT ⊂ A, ïîðîæäåííîé ñòà-
òèñòèêîé T ) íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ (∈ Θ).

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü ϕd = ϕd(D |X), D ∈ C, íåêîòîðîå ïðàâèëî ïðè-
íÿòèÿ ðåøåíèÿ â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå ñ èçìåðèìûì ïðîñòðàíñòâîì
ðåøåíèé (D, C). Åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü P îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ñòà-
òèñòèêîé T, òî ñóùåñòâóåò ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕ̃d = ϕ̃d(D |T ),

D ∈ C, çàâèñÿùåå îò âûáîðî÷íûõ äàííûõ òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèå ñòàòè-
ñòèêè T è èìåþùåå òîò æå îáðàç (ðàñïðåäåëåíèå ðåøàþùåé ôóíêöèè)
{Ψ( · | θ), θ ∈ Θ} , ÷òî è ïðàâèëî ϕd.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Óêàçàííîå â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû ïðàâèëî ϕ̃d íà-
õîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ϕd

îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T :

ϕ̃d(D |T (X)) = E {ϕd(D |X) |T (X) } .

Ýòî äåéñòâèòåëüíî ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ïîñêîëüêó óñðåäíåíèå íå
èçìåíÿåò îáëàñòü çíà÷åíèé [ 0, 1 ] ïðàâèëà ϕd è, â ñèëó äîñòî÷íîñòè T,

ïðàâèëî ϕ̃d íå çàâèñèò îò θ. Îíî èìååò òîò æå îáðàç, ïîñêîëüêó

Ψ̃( · |θ) = Eθϕ̃d( · |T (X)) =

Eθ [E {ϕd( · |X) |T (X) } ] = Eθϕd( · |X) = Ψ( · | θ)

(êàê èçâåñòíî, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò óñëîâíîãî ñðåäíåãî ðàâíî áåç-
óñëîâíîìó ñðåäíåìó). 2

Çàìåòèì, ÷òî ñîâïàäåíèå îáðàçîâ ïðàâèë ϕd è ϕ̃d âëå÷åò ñîâïàäåíèå èõ
θ -, λ - è d -ðèñêîâ.
Íàéòè äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó, åñëè îíà ñóùåñòâóåò, ìîæíî ñ ïîìîùüþ

ñëåäóþùåãî êðèòåðèÿ ôàêòîðèçàöèè Íåéìàíà.

Òåîðåìà 2.2. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñòàòèñòèêà T áûëà äîñòàòî÷íîé äëÿ ñå-
ìåéñòâà P, äîìèíèðîâàííîãî σ -êîíå÷íîé ìåðîé µ, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî ñóùåñòâîâàíèÿ òàêèõ íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé gθ è h, ÷òîáû ïëîò-
íîñòü p (x | θ) äîïóñêàëà ïðåäñòàâëåíèå

p (x | θ) = g θ(T (x ) )h(x) (2.1)
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ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ.

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ ïðîñòîãî ñëó÷àéíîãî âûáîðà
èç äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ áûëî äàíî â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ñåìåéñòâ ðàñïðå-
äåëåíèé äîñòàòî÷íî ñëîæíî è ïðèâîäèòñÿ â ó÷åáíèêå À.À. Áîðîâêîâà �Ìà-
òåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà�, Ì.: Íàóêà, 1984, ñ. 431-434.
Îäíî ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå ê ýòîé òåîðåìå. Åñëè P � ñòàòèñòè÷åñêàÿ

ìîäåëü ñ óïðàâëåíèåì íàáëþäåíèÿìè, äëÿ êîòîðîé èìååò ìåñòî ôàêòî-
ðèçàöèîííîå òîæäåñòâî (2.1), òî äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé áóäåò òðèïëåò(
ν, τν, T (X(τν))

)
, ñîñòîÿùèé èç ìîìåíòà îñòàíîâêè ν, óïðàâëÿþùåé ïåðå-

ìåííîé τν è ñòàòèñòèêè T (X(τν)).

Ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû ñåìåéñòâ ðàñïðåäåëåíèé, îáëàäàþùèõ äîñòà-
òî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè, áûëè äàíû â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòè-
ñòèêè. Âñå îíè ïðèíàäëåæàëè îäíîìó çàìå÷àòåëüíîìó êëàññó ñåìåéñòâ, êî-
òîðîå èìååò ñëåäóþùèé âèä.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ},
îáðàçóåò k -ïàðàìåòðè÷åñêîå ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî, åñëè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P ( · | θ) èìåþò ïëîòíîñòè âèäà

p (x | θ) = C( θ ) exp

[
k∑

i=1

Qi( θ )Ti(x)

]
h(x) (2.2)

îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé îáùåé ìåðû µ.

Â ïðåäñòàâëåíèè (2.2) Qi è C ñóòü âåùåñòâåííîçíà÷íûå ôóíêöèè îò
ïàðàìåòðîâ, Ti � âåùåñòâåííîçíà÷íûå ñòàòèñòèêè.
Ê ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâàì ïðèíàäëåæàò òàêèå ðàñïðåäåëåíèÿ, êàê

áèíîìèàëüíîå, ïóàññîíîâñêîå, ìóëüòèíîìèàëüíîå, íîðìàëüíîå (âêëþ÷àÿ
ìíîãîìåðíîå), ãàììà è ðÿä äðóãèõ. Èçâåñòåí òàêæå ñëåäóþùèé çàìå÷àòåëü-
íûé ðåçóëüòàò, ïðèíàäëåæàùèé Êóïìàíó è Äàðìóà: åñëè íîñèòåëü ðàñïðå-
äåëåíèÿ P ( · | θ) ñëó÷àéíîé âûáîðêè ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n íå çàâèñèò
îò θ, òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ ðåãóëÿðíîñòè ñóùåñòâîâàíèå äîñòàòî÷-
íîé ñòàòèñòèêè ðàçìåðíîñòè k < n âëå÷åò ýêñïîíåíöèàëüíîñòü ñåìåéñòâà
P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ}. Ïðèìåð ñåìåéñòâà, êîòîðîå îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêîé, íî íå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì, � ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
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ñëó÷àéíîé âûáîðêè ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n èç ðàâíîìåðíîãî íà èíòåð-
âàëå ( θ1, θ2 ) ðàñïðåäåëåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóåò äâóìåðíàÿ äîñòà-
òî÷íàÿ ñòàòèñòèêà (X(1), X(n)), � êðàéíèå ÷ëåíû âàðèàöèîííîãî ðÿäà.
Êðèòåðèé ôàêòîðèçàöèè (2.1) íåîäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò äîñòàòî÷íóþ ñòà-

òèñòèêó. Íàïðèìåð,
∑n

1 Xk � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ïðè âûáîðå â ñõåìå
Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ θ. Èç ïðåäñòàâëåíèÿ (2.1)
ñëåäóåò, ÷òî äâóìåðíàÿ ñòàòèñòèêà

(∑m
1 Xk,

∑n
m+1Xk

)
áóäåò òàêæå äîñòà-

òî÷íîé, íî ýòà ñòàòèñòèêà îñóùåñòâëÿåò ìåíüøóþ ðåäóêöèþ äàííûõ. Áîëåå
îáùî, åñëè T äîñòàòî÷íà è T = h(S), òî S òàêæå äîñòàòî÷íà, � çíàíèå çíà-
÷åíèÿ S âëå÷åò çíàíèå T. Êðîìå òîãî, T îáåñïå÷èâàåò á�îëüøóþ ðåäóêöèþ
äàííûõ, ÷åì S, åñëè òîëüêî h íå åñòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, è
òîãäà T è S ýêâèâàëåíòû ñ òî÷êè çðåíèÿ ïîñòóïàþùåé èç íàáëþäåíèé èí-
ôîðìàöèè. Åñòåñòâåííî, ñðåäè âñåõ äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê ïðåäïî÷òåíèå
äîëæíî îòäàâàòüñÿ òîé, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò íàèáîëåå ïîëíóþ ðåäóêöèþ
äàííûõ.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëü-
íîé, åñëè äëÿ ëþáîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè S ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ h,

òàêàÿ, ÷òî T = h(S ).

Îáû÷íî íàéòè ìèíèìàëüíóþ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó äîâîëüíî ëåãêî,
åñëè âñå ðàñïðåäåëåíèÿ èç ñåìåéñòâà P èìåþò îáùèé íîñèòåëü. Ìåòîä åå
ïîñòðîåíèÿ óêàçûâàþò ñëåäóþùèå ïðîñòî óñòàíàâëèâàåìûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 2.1.Ïóñòü P � êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñ ïëîòíîñòÿìè p 0, p 1,

. . . , pm, èìþùèìè îäèí è òîò æå íîñèòåëü. Òîãäà m -ìåðíàÿ ñòàòèñòèêà
îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

T (X) =

(
p 1(X)

p 0(X)
, . . . ,

pm(X)

p 0(X)

)
áóäåò ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Èç ôàêòîðèçîâàöèîííîãî òîæäåñòâà (2.1) ñëåäóåò,
÷òî T åñòü ôóíêöèÿ ëþáîé äðóãîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé. 2

Ïðåäëîæåíèå 2.2. Ïóñòü P � ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñ îáùèì íî-
ñèòåëåì è P0 � ïîäñåìåéñòâî P. Åñëè T åñòü ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ
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ñòàòèñòèêà äëÿ P0 è äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ P, òî T � ìèíèìàëüíàÿ
äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà è äëÿ P.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Åñëè S � ëþáàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ P, òî
îíà, â ñèëó êðèòåðèÿ ôàêòîðèçàöèè, äîñòàòî÷íà è äëÿ áîëåå óçêîãî ñå-
ìåéñòâà P0. Òàê êàê T ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ P0, òî
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ h, ÷òî T = h(S). Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòèêà T,
áóäó÷è äîñòàòî÷íîé äëÿ âñåãî ñåìåéñòâà P, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëþáîé äî-
ñòàòî÷íîé äëÿ ýòîãî ñåìåéñòâà ñòàòèñòèêè, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé
äîñòàòî÷íîé äëÿ P. 2

Îáùèé ïîäõîä ê èñïîëüçîâàíèþ ýòèõ ïðåäëîæåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ ìè-
íèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè âèäåí íà ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð 2.1. Ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ñòàòèñòè-
÷åñêîé ìîäåëè ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ} � ñåìåé-
ñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) ôèêñèðîâàííîãî
îáúåìà n èç äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x | θ) =
1

aλ Γ(λ)
xλ−1 exp

{
− x

a

}
, x > 0; θ = (a, λ) ∈ Θ = R2

+.

Äëÿ îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè ðàññìîòðèì ïîä-
ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç òðåõ ðàñïðåäåëåíèé, ïàðàìåòðû êîòîðûõ ôèêñèðî-
âàíû è ðàâíû íåêîòîðûì θ0, θ1, θ2. Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
èç ïðåäëîæåíèÿ 2.1 â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ñîñòîèò èç äâóõ êîìïî-
íåíò: T = (T1, T2), ãäå

T1(X) =
anλ0

0 Γn(λ 0)

anλ
1 Γn(λ 1)

[
n∏

k=1

Xk

]λ1−λ0

exp

{
−
(

1

a1
− 1

a0

) n∑
k=1

Xk

}
,

T2(X) =
anλ0

0 Γn(λ0 0)

anλ
2 Γn(λ 2)

[
n∏

k=1

Xk

]λ2−λ0

exp

{
−
(

1

a2
− 1

a0

) n∑
k=1

Xk

}
.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòàòèñòèêà T ýêâèâàëåíòíà (ïîðîæäàåò òó æå σ -ïîäàë-
ãåáðó) ñòàòèñòèêå (

n∏
k=1

Xk,

n∑
k=1

Xk

)
,

êîòîðàÿ â ñèëó ïðåäëîæåíèÿ 2.2 ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé.
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Êðîìå ìèíèìàëüíîñòè äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äîëæíà îáëàäàòü åùå îä-
íèì, íå ìåíåå âàæíûì ñâîéñòâîì, íåîáõîäèìûì â ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ
ïðîöåäóð ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñòàòèñòèêà T = T (X) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé äëÿ ñåìåé-
ñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ}, åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðèìîé
ôóíêöèè g ðàâåíñòâî Eθ g(T (X)) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Θ âëå÷åò g(t) = 0

ïî÷òè âñþäó ïî ëþáîé ìåðå èç ñåìåéñòâà P.

Êàê áóäåò âèäíî ïîçæå, ïîëíîòà ïðèíîñèò ñ ñîáîé çíà÷èòåëüíîå óïðî-
ùåíèå ñòàòèñòè÷åñêîé ñèòóàöèè. Ïîëíûå äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè îñîáåí-
íî ýôôåêòèâíû ïðè ðåäóêöèè äàííûõ, ïîñêîëüêó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà âñåãäà ìèíèìàëüíà èëè
(áîëåå òî÷íàÿ ôîðìóëèðîâêà), åñëè ìèíèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòè-
ñòèêà ñóùåñòâóåò, òî äëÿ òîãî, ÷òîáû äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà áûëà
ïîëíîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû îíà áûëà ìèíèìàëüíîé. Èäåþ ïðîñòîãî äîêàçà-
òåëüñòâà ýòîãî óòâåðæäåíèÿ ìîæíî íàéòè íà ñ. 68 êíèãè Ý.Ëåìàíà �Òåîðèÿ
òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ�.
Ïðèâåäåì íåñêîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ ïîëíûìè äî-

ñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè.

Ïðèìåð 2.2. Ïîëíîòà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè â ñõåìå èñïûòàíèé
Áåðíóëëè. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç äâóõòî÷å÷íîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ: êàæäîå Xi, i = 1, . . . , n, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 ñ âåðîÿòíî-
ñòüþ θ è çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ 1− θ. Ñåìåéñòâî P ðàñïðåäåëåíèé X
îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p(x | θ) = fn(x
(n) | θ) = θ

∑n
1 xi(1− θ)n−

∑
xi,

à ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T =
∑n

1 Xi � ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

h(t | θ) = Ct
n θ

t(1− θ)n−t, t = 0, 1, . . . , n, θ ∈ (0; 1).

Ïî àíàëîãèè ñ ïîñòðîåíèÿìè ïðèìåðà 2.1 ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî T � ìè-
íèìàëüíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. Äîêàæåì, ÷òî T ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ
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ñòàòèñòèêà: èç ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà
n∑

t=0

g(t)Ct
n θ

t(1− θ)n−t = 0 (2.3)

äëÿ âñåõ θ ∈ (0; 1) ñëåäóåò g(t) = 0 â òî÷êàõ t = 0, 1, . . . , n íîñèòåëÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè T.

Ïîëîæèâ z = θ/(1− θ), ïðåäñòàâèì (2.3) â ýêâèâàëåíòíîì âèäå
n∑

t=0

g(t)Ct
n z

t = 0.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé z ∈
R+ ñòåïåíè n. Ðàâåíñòâî íóëþ ìíîãî÷ëåíà ïðè âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ
ïåðåìåííîé z èç èíòåðâàëà (0, ∞) âîçìîæíî ëèøü ïðè íóëåâûõ çíà÷åíèÿõ
åãî êîýôôèöèåíòîâ, òî åñòü êîãäà g(t) = 0 ïðè ëþáîì t = 0, 1, . . . , n.

Ñëåäîâàòåëüíî, T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà.

Ïðèìåð 2.3. Ïîëíîòà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè äëÿ ñåìåéñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü
X = (X1, . . . , Xn) ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïëîòíîñòüþ f(x | θ) = θ e−θ x, x > 0, θ > 0. Ñåìåéñòâî P ðàñïðåäåëåíèé
ñëó÷àéíîé âûáîðêè X îïðåäåëÿåòñÿ n -ìåðíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p (x(n) | θ ) = θ n exp

{
− θ

n∑
1

xi

}
,

òàê ÷òî, â ñèëó òåîðåìû ôàêòîðèçàöèè, T =
∑n

1 Xi � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòè-
êà. Ìèíèìàëüíîñòü T äîêàçûâàåòñÿ ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 2.1. Óñòàíîâèì
ïîëíîòó T, èñïîëüçóÿ íåïîñðåäñòâåííî îïðåäåëåíèå ïîëíîé ñòàòèñòèêè.
Ñòàòèñòèêà T èìååò ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

h(t | θ) =
θ n

Γ(n)
tn−1e−θ t.

Ðàâåíñòâî
θ n

Γ(n)

∞∫
0

g(t) tn−1e−θ t dt = 0 (2.4)

ïðè âñåõ θ ∈ R+ âëå÷åò g(t) = 0 äëÿ ïî÷òè âñåõ ïî ìåðå Ëåáåãà t > 0,

ïîñêîëüêó èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè (2.4) ïðåäñòàâëÿåò ïðåîáðàçîâàíèå Ëà-
ïëàñà, äëÿ êîòîðîãî, êàê è äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, ñóùåñòâóåò ôîðìóëà
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îáðàùåíèÿ, ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî ïðîîáðàçîì ôóíêöèè, ðàâíîé íóëþ, ìîæåò
áûòü òîëüêî ôóíêöèÿ, òàêæå ðàâíàÿ íóëþ.

Ïðèìåð 2.4. Ïîëíîòà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè äëÿ ñåìåéñòâà ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè èç ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü X =

(X1, . . . , Xn) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå (0, θ), θ >

0, ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(x | θ) = I(0, θ)(x)/θ, x ∈ R+, ãäå I(0, θ)(x)

� èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ, òàê ÷òî f îòëè÷íà îò íóëÿ è ðàâíà 1/θ òîëü-
êî íà èíòåðâàëå (0, θ). Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà X èìååò n -ìåðíóþ ôóíêöèþ
ïëîòíîñòè

p (x(n) | θ ) =

∏n
i=1 I(0, θ)(xi)

θ n
,

êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, êîãäà êðàéíèé ÷ëåí âàðèàöèîííîãî ðÿäà X(n) 6

θ. Â ñèëó òåîðåìû ôàêòîðèçàöèè X(n) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé.
Óñòàíîâèì ïîëíîòó ýòîé ñòàòèñòèêè.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñòàòèñòèêà T = X(n) èìååò ðàñïðåäåëåíèå, ñî-

ñðåäîòî÷åííîå íà èíòåðâàëå (0, θ), ñ ïëîòíîñòüþ h(t | θ) = n tn−1/θ n. Ðà-
âåíñòâî

n θ −n

θ∫
0

g(t) tn−1dt = 0

ïðè âñåõ θ > 0 âëå÷åò, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (a, b) ⊂ (0,∞)

b∫
a

g(t) tn−1dt = 0. (2.5)

Ïóñòü g(t) = g+(t)−g−(t), ãäå g+(t) è −g−(t) îáîçíà÷àþò ïîëîæèòåëüíóþ
è îòðèöàòåëüíóþ ÷àñòè g(t) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ðàçëîæåíèå â
ïðàâóþ ÷àñòü (2.5), ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî èíòåðâàëà (a, b)

b∫
a

g+(t) tn−1dt =

b∫
a

g−(t) tn−1dt.

Èç ïîñòðîåíèé ïðè îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà ñëåäóåò, ÷òî àíàëîãè÷íîå
ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A íà ïîëîæè-
òåëüíîé ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äâå ïîëîæèòåëüíûå ìåðû

µ+(A) =

∫
A

g+(t) tn−1dt è µ− =

∫
A

g−(t) tn−1dt
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ñîâïàäàþò íà âñåõ áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâàõ, ÷òî ñ íåîáõîäèìîñòüþ âëå÷åò
g+(t) = g−(t) ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå Ëåáåãà. Ïîýòîìó g(t) = 0 äëÿ ïî÷òè
âñåõ t.
Èòàê, X(n) � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíè-

ìàëüíàÿ.

Ïðèìåð 2.5 íåïîëíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè. Ïóñòü X1, . . . , Xn è
Y1, . . . , Ym � ñëó÷àéíûå âûáîðêè èç íîðìàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ïàðà-
ìåòðàìè (µ, σ1) è (µ, σ2) ñîîòâåòñòâåííî (ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ðàñïðåäåëå-
íèé ñîâïàäàþò, à äèñïåðñèè ðàçíûå). Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îïðåäåëÿåòñÿ
(n+m) -ìåðíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

fn+m(x(n), y(m) | θ) =

C(θ) exp

{
− 1

2σ2
1

n∑
1

x2
i +

µ

σ2
1

n∑
1

xi −
1

2σ2
2

m∑
1

y2
i +

µ

σ2
2

m∑
1

yi

}
,

θ = (µ, σ1, σ2).

Â ñèëó òåîðåìû ôàêòîðèçàöèè ñòàòèñòèêà

T =

(
n∑
1

Xi,

n∑
1

X2
i ,

m∑
1

Yi,

m∑
1

Y 2
i ,

)
ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé. Îäíàêî îíà íåïîëíà, ïîñêîëüêó

E

(
1

n

n∑
1

Xi −
1

m

m∑
1

Yi,

)
= 0

ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ òðåõìåðíîãî ïàðàìåòðà θ.

Ðàññìîòðèì åùå îäèí êëàññ ñòàòèñòèê, êîòîðûé ïðèâîäèò ê âåñüìà èí-
òåðåñíûì ðåçóëüòàòàì, êîãäà ñóùåñòâóþò ïîëíûå äîñòàòî÷íûå ñòàòèñòèêè.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñòàòèñòèêà V = V (X) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé,
åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, èíäåêñèðóþùåãî ñòàòè-
ñòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Íàïðèìåð, ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äèñïåðñèè σ2 îáëàäàåò ïîëíîé
(ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîé) äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé X (âûáîðî÷íîå
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ñðåäíåå). Ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S2 íå çàâèñèò îò θ, ïîýòî-
ìó S2 � ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà.
Êàê áûëî ïîêàçàíî â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, X è S2

� íåçàâèñèìûå ñòàòèñòèêè. Ýòîò ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåð-
æäåíèÿ, íîñÿùåãî áîëåå îáùèé õàðàêòåð.

Òåîðåìà 2.2. (òåîðåìà Áàñó) Åñëè T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà
äëÿ ñåìåéñòâà P, òî ëþáàÿ ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà V íå çàâèñèò îò T .

Äîêàçàò åëü ñòâî. Åñëè V � ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà, òî âåðîÿòíîñòü
pA = Pθ(V ∈ A) íå çàâèñèò îò θ äëÿ âñåõ A. Ïóñòü ηA(T ) = P(V ∈
A |T ). Òîãäà Eθ ηA(T ) = pA è, ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó ïîëíîòû ñòàòèñòèêè
T ðàâåíñòâî Eθ [ ηA(T )− pA ] = 0 äëÿ âñåõ θ ∈ Θ âëå÷åò

ηA(T ) = P(V ∈ A |T ) = pA = P(V ∈ A).

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî åñòü íå ÷òî èíîå, êàê îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè ñòà-
òèñòèê T è V. 2

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Íàéòè ìèíèìàëüíóþ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìî-
äåëè (âûáîðêà ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n) äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî ñ ïëîòíîñòüþ

f(x | θ) =
a

λ

( a
x

)λ+1
, x > a; θ = ( a, λ ), a > 0, λ > 0.

2. Ïóñòü h(x), x > 0, � ïîëîæèòåëüíàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåò ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè:

f(x | θ ) =

 c( θ )h(x), åñëè 0 < x < θ ,

0, åñëè x 6∈ [ 0, θ ] .

Äîêàæèòå, ÷òî X(n) = max16k6nXk � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ñòà-
òèñòè÷åñêîé ìîäåëè ñëó÷àéíîé âûáîðêè ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n èç
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f( · | · ).

3. Ïóñòü X(n) = (X1, . . . , Xn), n > 2, � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç íîðìàëüíî-
ãî (θ, θ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, â êîòîðîì ñðåäíåå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì
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îòêëîíåíèåì. Íàéäèòå ìèíèìàëüíóþ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó è äîêà-
æèòå, ÷òî îíà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé.

4∗ . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïëîò-
íîñòüþ

f(x | θ ) =
1

π [ 1 + (x− θ)2 ]
, x ∈ R, θ ∈ R,

ìèíèìàëüíîé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé ÿâëÿåòñÿ âàðèàöèîííûé ðÿä
(X(1), . . . , X(n)). Óêàçàíèå: âîñïîëüçóéòåñü äîêàçàòåëüñòâîì àíàëîãè÷-
íîãî óòâåðæäåíèÿ äëÿ ëîãèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íà ñòð. 47 êíèãè
Ý.Ëåìàíà �Òåîðèÿ òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ�.

5. Ïóñòü X(n) = (X1, . . . , Xn), n > 2, � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ãàììà-
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû λ è ïàðàìåòðîì ìàñøòàáà θ. Èñ-
ïîëüçóÿ òåîðåìó Áàñó äîêàæèòå, ÷òî ñòàòèñòèêè

T1(X
(n)) =

n∑
k=1

Xk è T2(X
(n) =

n∑
k=1

ln Xk − n ln

(
n∑

k=1

Xk

)
íåçàâèñèìû.
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§3∗ . Ìåðû èíôîðìàöèè, èõ ñâîéñòâà

è íèæíèå ãðàíèöû

äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé

3.1. Ìåðû èíôîðìàöèè. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå êîëè÷åñòâî
èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîé âûáîðêè X, îáû÷-
íî èçìåðÿåòñÿ ôóíêöèîíàëàìè îò êîìïîíåíò ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè P =

{P ( ·| θ ), θ ∈ Θ}. Ìû ðàññìîòðèì äâå ìåðû èíôîðìàöèè ïîäîáíîãî òèïà.
Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî P äîìèíèðîâàíà ïîëîæèòåëüíîé ñèãìà-êîíå÷íîé ìåðîé
µ, îïðåäåëèì ðàçëè÷àþùóþ èíôîðìàöèþ èëè èíôîðìàöèþ ïî Êóëüáàêó�
Ëåéáëåðó êàê ôóíêöèþ íà Θ2, ðàâíóþ

I (θ, ϑ |X) =

∫
X
p (x | θ) ln

p (x | θ)
p (x |ϑ)

dµ(x), θ, ϑ ∈ Θ.

Èíòåãðàë ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ íà ìíîæåñòâå

{x : p (x | θ) = 0}
⋃
{x : p (x | θ) = p (x |ϑ)},

è èíôîðìàöèÿ ïîëàãàåòñÿ ðàâíîé áåñêîíå÷íîñòè, åñëè ìåðà µ ìíîæåñòâà
{x : p (x | θ) 6= 0, p (x |ϑ) = 0} îòëè÷íà îò íóëÿ. ×òîáû èçáåæàòü â äàëüíåé-
øåì îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ òàêèõ òðèâèàëüíûõ ñèòóàöèé, êàñàþùèõñÿ
èçìåðåíèÿ èíôîðìàöèè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî íîñèòåëè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé
ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè îäèíàêîâû.
Äðóãîé òèï èíôîðìàöèè, íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â ìàòåìàòè÷å-

ñêîé ñòàòèñòèêå, íàçûâàåòñÿ èíôîðìàöèåé ïî Ôèøåðó èëè òî÷å÷íîé èí-
ôîðìàöèåé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ ýâêëè-
äîâî: Θ ⊆ Rm, θ = (θ1, . . . , θm), è ïëîòíîñòü p(x | θ) äèôôåðåíöèðóåìà
ïî ïàðàìåòðó θ äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ X ïî ìåðå µ. Òî÷å÷íàÿ èíôîðìàöèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ìàòðèöåé i (θ |X), ñ ýëåìåíòàìè

i ij( θ |X ) =

∫
X

∂ ln p (x | θ)
∂θi

· ∂ ln p (x | θ)
∂θj

p (x | θ) dµ(x), i, j = 1, . . . ,m.

Ïðè ñóùåñòâîâàíèè âòîðîé ïðîèçâîäíîé ó ïëîòíîñòè

i ij(θ |X) = −
∫

X

∂2 ln p (x | θ)
∂θi ∂θj

p (x | θ) dµ(x), i, j = 1, . . . ,m.
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Â ÷àñòíîñòè, êîãäà θ � âåùåñòâåííûé ïàðàìåòð,

i ( θ |X ) =

∫
X

(
∂ ln p (x | θ)

∂θ

)2

p (x | θ) dµ(x) =

−
∫

X

∂ 2 ln p (x | θ)
∂θ 2 p (x | θ) dµ(x).

Òî÷å÷íàÿ èíôîðìàöèÿ îïðåäåëÿåò ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðàçëè÷àþùåé èí-
ôîðìàöèè ïðè ϑ→ θ.

Ïðè èññëåäîâàíèè ñîîòíîøåíèé ìåæäó ðàçëè÷àþùåé è òî÷å÷íîé èíôîð-
ìàöèÿìè, êîãäà Θ ⊆ Rm, îïðåäåëÿþùóþ ðîëü èãðàþò òàê íàçûâàåìûå
óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè P = {P ( ·| θ ), θ ∈ Θ}, ïðè
âûïîëíåíèè êîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò (òî÷íåå, ñåìåéñòâî P)
íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì. ×òîáû ñôîðìóëèðîâàòü ýòè óñëîâèÿ, ââåäåì ñíà-
÷àëà íîâîå îïðåäåëåíèå äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðèðóåìîé ñ êâàäðàòîì
(ïî ìåðå µ) ôóíêöèè g(x; θ), x ∈ X,

t ∈ Θ.

Ôóíêöèÿ g íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðóåìîé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ èíòåãðèðóåìàÿ ñ êâàäðàòîì âåêòîðíîçíà÷íàÿ
ôóíêöèÿ g ′ : X×Θ → Rm, ÷òî∫

X
[ g(x ; θ + ∆θ)− g(x ; θ)− ( g ′(x ; θ), ∆θ ) ]

2
dP = o( ‖∆θ ‖2 ), ∆θ → 0.

Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íàçûâàåòñÿ ðåãóëÿðíûì, åñëè ôóíêöèÿ
ln p(x |ϑ) äèôôåðåíöèðóåìà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì è ìàòðè÷íàÿ ôóíê-
öèÿ i(ϑ |X) íåâûðîæäåíà è íåïðåðûâíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
ϑ = θ,

Çàìå÷àíèå 3.1. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äàííîå îïðåäåëåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåò îäèí èç âàðèàíòîâ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà. Ýòè óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþò âîçìîæíîñòü äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî
ïàðàìåòðó θ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ëþáîé ñòàòèñòèêè T (X ), îáëà-
äàþùåé êîíå÷íûì ìîìåíòîì âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ëåììà 3.1. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ðåãóëÿðåí, òî ïðè ϑ→ θ
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ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ

I ( θ, ϑ |X ) =
1

2

∫
X

[
m∑

i=1

(θi − ϑi)
∂ ln p (x | θ)

∂θi

]2

p (x | θ) dµ(x) + o(‖ θ− ϑ ‖).

(3.1)

Àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëà èìååò ìåñòî äëÿ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â íà-
áëþäåíèè ñòàòèñòèêè T (X ).

Äîêàçàò åëü ñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîñòè èíôîðìàöè-
îííîé ìàòðèöû Ôèøåðà ïðîèçâîäíàÿ â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì ñîâïàäàåò ñ
îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ïî÷òè âñåõ x ïî ìåðå µ èìååò
ìåñòî ðàâåíñòâî

D(x; θ, ϑ) =
p (x | θ)− p (x |ϑ)

p (x | θ)
=

m∑
i=1

(θi − ϑi)
∂ ln p (x | θ)

∂θi
+ o( ‖ θ − ϑ ‖ 1/2 ).

(3.2)

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå Òåéëîðà

ln(1− x) = −x− x2

2
− x3

3(1− λx)3 , 0 < λ < 1, x→ 0,

ïðåäñòàâèì ðàçëè÷àþùóþ èíôîðìàöèþ â âèäå

I (θ, ϑ |X) = −
∫

X
ln(1−D(x; θ, ϑ)) p (x | θ) dµ(x) =∫

X

[
D 2(x; θ, ϑ)

2
+

D 3(x; θ, ϑ)

3(1− λD(x; θ, ϑ)) 3

]
p (x | θ) dµ(x).

Òåïåðü (3.1) ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé â ñðåäíåì êâàäðàòè÷-
íîì è ôîðìóëû (3.2).
Òî ÷òî àíàëîãè÷íîå ñîîòíîøåíèå âåðíî äëÿ èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåé â

íàáëþäåíèè ñòàòèñòèêè, ñëåäóåò èç óïîìÿíóòîé â Çàìå÷àíèè 2.1 âîçìîæ-
íîñòè äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. 2

Â ñâÿçè ñ óòâåðæäåíèåì Ëåììû 3.1 óìåñòíî íàïîìíèòü, ÷òî Ð.À.Ôèøåð
èçìåðÿë êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè ïîñðåäñòâîì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

J ( θ, θ + ∆θ |X ) =
1

2

m∑
i=1

m∑
j=1

i ij(θ) ∆θ i ∆θ j.

Ïðè ñïðàâåäëèâîñòè óñëîâèé Ëåììû 2.1 è ‖∆θ ‖ → 0 ðàçëè÷àþùàÿ èí-
ôîðìàöèÿ

I ( θ, θ + ∆θ |X ) = J ( θ, θ + ∆θ |X ) + o( ‖∆θ ‖ ). (3.3)
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Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ èìåííî ýòîò âèä J ( θ, θ+ ∆θ |X ) òî-
÷å÷íîé èíôîðìàöèè.

3.2. Ñâîéñòâà ìåð èíôîðìàöèè. Ñôîðìóëèðóåì è äîêàæåì íåñêîëü-
êî ïðåäëîæåíèé, ïîñâÿùåííûõ çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâàì ââåäåííûõ ìåð
èíôîðìàöèè (íàïîìíèì, ÷òî íîñèòåëè âñåõ ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëè ïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè).

Ïðåäëîæåíèå 3.1. Ôóíêöèè I (θ, ϑ |X) > 0 è J (θ, ϑ |X) > 0 ïðè ëþ-
áûõ θ, ϑ ∈ Θ. Ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ I (θ, ϑ |X) = 0 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà p (x | θ) = p (x |ϑ) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ïî ìåðå µ. Ôèøåðîâñêàÿ
èíôîðìàöèÿ J (θ, ϑ |X) = 0 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
îêðåñòíîñòü U (θ) òî÷êè ϑ = θ, ÷òî p (x |ϑ) ïðèíèìàåò îäíî è òî æå çíà-
÷åíèå C(x) ïðè ëþáîì ϑ ∈ U (θ) ñ âîçìîæíûì íåðóøåíèåì ýòîãî óñëîâèÿ
òîëüêî ïðè çíà÷åíèÿõ x, èìåþùèõ â ñîâîêóïíîñòè íóëåâóþ µ ìåðó.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ñôîðìóëèðîâàííûõ óòâåðæäåíèé,
îòíîñÿùèõñÿ ê ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè, î÷åâèäíà. Äëÿ ðàçëè÷àþùåé
èíôîðìàöèè âñ¼ ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà, ïðèìåíåííîãî ê ñðåä-
íåìó çíà÷åíèþ ïî ðàñïðåäåëåíèþ P ( · |ϑ) ê âûïóêëîé ôóíêöèè η ln η, ãäå
η = p (X | θ)/p (X |ϑ). 2

Ïðåäëîæåíèå 3.2. Ïóñòü T = T (X) � ñòàòèñòèêà íà (X, A) ñ èçìåðè-
ìûì ïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé (T, C). Ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ I(θ, ϑ |X)

> I(θ, ϑ |T ), ïðè÷åì çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè P. Â ñëó÷àå
ðåãóëÿðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ (âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Ëåììû
3.1) àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè
J (θ, ϑ |X) ïðè âñåõ ϑ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (θ) òî÷êè
ϑ = θ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ïðåäëîæåíèÿ
òîëüêî äëÿ ðàçëè÷àþùåé èíôîðìàöèè, èáî äëÿ ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè
àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç Ëåììû 3.1 (ñì. Çàìå÷àíèå 3.1 è ôîð-
ìóëó (3.3)).
Ïóñòü q(t), t ∈ T, � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòàòèñòèêè T ïî íåêîòîðîé ìåðå
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γ íà C. Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

I(θ, ϑ |X) − I(θ, ϑ |T ) =

∫
X
p (x | θ) ln

p (x | θ) q(T (x) |ϑ)

p (x |ϑ) q(T (x) | θ)
dµ(x) > 0. (3.4)

Â îáîçíà÷åíèÿõ

η(x) =
p (x | θ) q(T (x) |ϑ)

p (x |ϑ) q(T (x) | θ)
, h(x) =

p(x |ϑ) q(T (x) | θ)
q(T (x) |ϑ)

ðàçíîñòü èíôîðìàöèé ïðèíèìàåò âèä∫
X

[ η(x) ln η(x) ]h(x) dµ(x).

Ïîêàæåì, ÷òî h(x), x ∈ X, � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ïî ìåðå µ. Î÷åâèäíî,
h(x) > 0, è îñòàåòñÿ òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë îò h ïî ìåðå µ ðà-
âåí åäèíèöå. Ïðåäñòàâëÿÿ ýòîò èíòåãðàë â òåðìèíàõ ôóíêöèè ïëîòíîñòè q
ñòàòèñòèêè T, ïîëó÷àåì∫

X
h(x) dµ(x) =

∫
T

q(t | θ)
q(t |ϑ)

· q(t |ϑ) dγ(t) = 1.

Èòàê, èíòåãðàë â (3.4) åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E η(X ) ln η(X )

ïî ðàñïðåäåëåíèþ ñ ïëîòíîñòüþ h. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ
âûïóêëîé ôóíêöèè η ln η è ó÷èòûâàÿ, ÷òî

E η =

∫
X

p (x | θ) q(T (x) |ϑ)

p (x |ϑ) q(T (x) | θ)
· p (x |ϑ) q(T (x) | θ)

q(T (x) |ϑ)
dµ(x) = 1,

ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî (3.4).
Çíàê ðàâåíñòâà â íåðàâåíñòâå Éåíñåíà äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η ðàâíà êîíñòàíòå, òî åñòü

p (x | θ) q(T (x) |ϑ)

p (x |ϑ) q(T (x) | θ)
= C(θ, ϑ)

ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ϑ ýòî ðà-
âåíñòâî åñòü ôàêòîðèçàöèîííîå òîæäåñòâî Íåéìàíà äëÿ ïëîòíîñòè p :

p (x | θ) = C(θ, ϑ)
q(T (x) | θ)
q(T (x) |ϑ)

· p (x |ϑ), θ ∈ Θ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî T � äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà. 2

Ïðåäëîæåíèå 3.3. Ïóñòü X = X(τν) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ P ( · | θ) â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå ñ óïðàâëåíèåì ρ = (ϕs, ϕc),
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ìîìåíò îñòàíîâêè ν êîòîðîãî êîíå÷åí: Eθ ν <∞. Òîãäà

I
(
θ, ϑ |X(τν)

)
=
∑
i∈I

Eθ νi · I(θ, ϑ | ξi). (3.5)

Â ñëó÷àå ðåãóëÿðíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ àíàëîãè÷íîå óòâåð-
æäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ôèøåðîâñêîé èíôîðìàöèè J (θ, ϑ |X) ïðè âñåõ
ϑ, ïðèíàäëåæàùèõ íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U (θ) òî÷êè ϑ = θ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Êàê è â ïðåäëîæåíèè 3.2, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñïðà-
âåäëèâîñòü ôîðìóëû (3.5) òîëüêî äëÿ ðàçëè÷àþùåé èíôîðìàöèè.
Äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñ óïðàâëåíèåì ρ

p (X | θ ) = p ρ,τν

(
X(τν) | θ

)
=

ϕs

(
as |X(τν)

) ν−1∏
k=0

ϕs

(
ac |X(τk)

)
ϕc

(
τk+1 |X(τk)

)
·

ν∏
k=0

fιk(Xιk | θ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ

I
(
θ, ϑ |X(τν)

)
= Eθ ln

p ρ,τν

(
X(τν) | θ

)
p ρ,τν

(
X(τν) |ϑ

) = Eθ

ν∑
k=0

ln
fιk(Xιk | θ , )
fιk(Xιk |ϑ )

.

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñåìåéñòâ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé

{χ
(
i |x(τn−1)

)
, i ∈ I}, n = 1, 2, . . .

ïîëàãàÿ χ
(
i |x(tn−1)

)
= 1, åñëè ýêñïåðèìåíò íå áûë îñòàíîâëåí äî (n−1) -ãî

øàãà âêëþ÷èòåëüíî ñ ðåçóëüòàòîì x(tn−1) è áûëî ïðèíÿòî ðåøåíèå íà n -ì
øàãå íàáëþäàòü êîïèþ Xi ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξi, è ïîëàãàÿ χ

(
i |x(tn−1)

)
=

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â òåðìèíàõ èíäèêàòîðíûõ ôóíêöèé χ ðàçëè÷àþùàÿ
èíôîðìàöèÿ ïðèíèìàåò âèä

I
(
θ, ϑ |X(τν)

)
=

∞∑
n=1

∑
i∈I

Eθ χ
(
i |X(tn−1)

)
ln
fi(Xi | θ)
fi(Xi |ϑ)

=

∑
i∈I

∞∑
n=1

Eθ χ
(
i |X(tn−1)

)
Eθ ln

fi(Xi | θ)
fi(Xi |ϑ)

=
∑
i∈I

∞∑
n=0

Pθ (νi > n) · I(θ, ϑ | ξi)

(â ñèëó êîíå÷íîñòè ìîìåíòà îñòàíîâêè ñóììû â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåí-
ñòâà ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü).
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Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî
∞∑

n=0

Pθ (νi > n) = Eθ νi

è, òåì ñàìûì, óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (3.5). 2

3.3. Íèæíèå ãðàíèöû äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè. Èç óñòàíîâ-
ëåííûõ â Ïðåäëîæåíèÿõ 3.1 - 3.3 ñâîéñòâ ìåð èíôîðìàöèè ñëåäóþò îñíîâ-
íûå ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà.
Ââåäåì ìíîæåñòâî

W (θ) = {wi(θ) = Eθ νi/Eθ ν, i ∈ I,
∑
i∈I

wi(θ) = 1}

îòíîñèòåëüíûõ ñðåäíèõ îáúåìîâ íàáëþäåíèé â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåí-
òå êàæäîé èç ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êëàññà Υ. Ïóñòü Φ � êëàññ ãàðàíòèéíûõ
(ïî θ, d èëè λ) ñòðàòåãèé ϕ ñ ðåøàþùèìè ôóíêöèÿìè δϕ = δϕ (X) è
ìíîæåñòâîì Wϕ(θ) = {wϕ,i(θ), i ∈ I} îòíîñèòåëüíûõ ñðåäíèõ îáúåìîâ íà-
áëþäåíèé.

Òåîðåìà 3.1. Äëÿ ëþáîé ãàðàíòèéíîé ñòðàòåãèè ñ ìîìåíòîì îñòàíîâêè
ν ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Eθ ν > inf
ϕ∈Φ

sup
ϑ∈Θ

I(θ, ϑ | δϕ)∑
i∈I

wϕ,i(θ) I(θ, ϑ | ξi)
. (3.6)

Åñëè Θ ⊆ Rm è ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ðåãóëÿðåí, òî

Eθ ν > inf
ϕ∈Φ

sup
ϑ∈Θ

I(θ, ϑ | δϕ)∑
i∈I

wϕ,i(θ) I(θ, ϑ | ξi)
> inf

ϕ∈Φ
λm(θ; ϕ) >

inf
ϕ∈Φ

lim
‖∆θ ‖→0

J(θ, θ + ∆θ | δϕ)∑
i∈I

wϕ,i(θ) J(θ, θ + ∆θ | ξi)
, (3.7)

ãäå λm(θ; ϕ) � íàèáîëüøèé êîðåíü óðàâíåíèÿ

det

[
i (θ | δϕ) − λ

∑
i∈I

wϕ,i(θ) i (θ | ξi)

]
= 0. (3.8)

Äëÿ äîñòèæåíèÿ íèæíèõ ãðàíèö Eθ ν íåîáõîäèìî, ÷òîáû
(
τν, δτν

(
X(τν)

))
áûëà äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Pρ.
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Íåðàâåíñòâî (3.6) ñëåäóåò íåìåäëåííî èç ñâîéñòâ
ìåðû ðàçëè÷àþùåé èíôîðìàöèè, äîêàçàííûõ â Ïðåäëîæåíèÿõ 3.1 � 3.3.
Îñëàáëåíèÿ (3.7) ýòîãî íåðàâåíñòâà ïîëó÷àþòñÿ ïðèìåíåíèåì Ëåììû 3.1
ê îòíîøåíèþ èíôîðìàöèé â ïðàâîé ÷àñòè (3.6). Íåîòðèöàòåëüíî îïðåäå-
ëåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ìîæíî åäèíûì
îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðèâåñòè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó, ïðè÷åì
÷èñëèòåëþ ìîæíî ïðèäàòü âèä λ1u

2
1 + · · ·+ λmu

2
m, à çíàìåíàòåëü çàïèñàòü

êàê u2
1 + · · ·+ u2

m. Â òàêîé çàïèñè λ1, . . . , λm ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (3.8), à u1, . . . , um � ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ∆θ = (∆θ1, . . . ,∆θm). Óñòðåìëÿÿ ýòè êîìïîíåíòû ê íóëþ
òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû â ïðåäåëå îñòàëñÿ íàèáîëüøèé êîðåíü λm, ïîëó÷àåì
ïðåäïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (3.7). Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (3.7) î÷åâèäíî.
2

Ñëåäóþùåå îñëàáëåíèå íåðàâåíñòâà (3.6) ïðèìåíèìî ê ñòàòèñòè÷åñêèì
ïðîáëåìàì ñ ôóíêöèåé ïîòåðü òèïà 1� 0:

L(θ, d) =

 0, åñëè d ∈ Dθ,

1, åñëè d ∈ Dc
θ .

Ýòà ôóíêöèÿ ïîòåðü ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ â ïðîáëåìàõ îöåíêè ïàðàìåòðà
ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ, à òàêæå â çàäà÷àõ ðàçëè-
÷åíèÿ ãèïîòåç, êëàññèôèêàöèè, îòáîðà è óïîðÿäî÷èâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ïîïóëÿöèé, ãäå ñîîòâåòñòâóþùàÿ òàêèì ïîòåðÿì ôóíêöèÿ ðèñêà îáû÷íî
íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ �íåêîððåêòíîãî ðåøåíèÿ�.

Ñëåäñòâèå 3.1. Äëÿ ëþáîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîöåäóðû ñ ãàðàíòèðîâàí-
íûì îãðàíè÷åíèåì p (θ) 6 r(θ) < 1/2, θ ∈ Θ, íà âåðîÿòíîñòü p (θ) =

Pθ(δ ∈ Dc
θ) íåêîððåêòíîãî ðåøåíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Eθ ν > sup
ϑ∈B(θ)

ω(r(θ), r(ϑ))

sup
Wϕ(θ)

∑
i∈I

wϕ,i(θ) I(θ, ϑ | ξi)
, (3.9)

ãäå B(θ) = {ϑ : Dθ

⋂
Dϑ = ∅} è

ω(x, y) = x ln
x

1− y
+ (1− x) ln

1− x

y
,

åñëè x+ y < 1 è ω(x, y) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïîëîæèì p (θ |ϑ) = Pϑ(δ ∈ Dc
θ), p (θ | θ) = p (θ).

Åñëè Dθ

⋂
Dϑ = ∅, òî

1− p (ϑ) = Pϑ(δ ∈ Dc
ϑ) 6 Pϑ(δ ∈ Dc

θ) = p (θ |ϑ). (3.10)

Êàê èçâåñòíî, ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ óáûâàåò ïðè ãðóïïèðîâêå çíà÷å-
íèé íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî,

I(θ, ϑ | δϕ) > p (θ) ln
p (θ)

p (θ |ϑ)
+(1−p (θ)) ln

1− p (θ)

1− p (θ |ϑ)
= ω( p (θ), 1−p (θ |ϑ) ).

Òàê êàê ω(x, y) óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó, òî â ñèëó íåðàâåíñòâà
(3.10) äëÿ ëþáîãî ϑ ∈ B(θ) è ëþáîé ãàðàíòèéíîé ïðîöåäóðû

ω( p (θ), 1− p (θ |ϑ) ) > ω( p (θ), p (ϑ)) > ω(r(θ), r(ϑ) ).

Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (3.9) ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà (3.6) ñ çàìå-
íîé Θ íà B(θ) (⊂ Θ) è çàìåíîé ðàçëè÷àþùåé èíôîðìàöèè I(θ, ϑ | δ) íà,
âîîáùå ãîâîðÿ, ìåíüøóþ âåëè÷èíó ω(r(θ), r(ϑ)), ϑ ∈ B(θ). 2

Äàëüíåéøåå îñëàáëåíèå íåðàâåíñòâ (3.7) ñâÿçàíî ñ èõ ïðèìåíåíèåì ê
ïðîáëåìå ãàðàíòèéíîé îöåíêè ôóíêöèè îò ïàðàìåòðà θ. Âíå ïðîáëåìû ãà-
ðàíòèéíîñòè ðåçóëüòàòû ïîñëåäóþùèõ òåîðåì ìîæíî òðàêòîâàòü êàê íåêî-
òîðîå îáîáùåíèå èçâåñòíîãî íåðàâåíñòâà Ðàî�Êðàìåðà�Âîëüôîâèöà, ïðåä-
ñòàâëåííîå â âèäå íèæíåé ãðàíèöû íå äëÿ êâàäðàòè÷íîãî ðèñêà îöåíêè, à
äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé.

Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü δϕ = (δϕ,1, . . . , δϕ,k) � ãàðàíòèéíàÿ íåñìåùåííàÿ
îöåíêà âåêòîðíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè γ(θ) = (γ1(θ), . . . , γk(θ)), òî
åñòü Eθ δϕ(X) = γ(θ) ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ⊆ Rm. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñ-
ïåðèìåíò ðåãóëÿðåí è ôóíêöèÿ γ äèôôåðåíöèðóåìà, òî äëÿ ëþáîé ãàðàí-
òèéíîé ñòðàòåãèè ñ ìîìåíòîì îñòàíîâêè ν ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå îñëàáëåíèå íåðàâåíñòâà (3.7):

Eθ ν > inf
ϕ∈Φ

lim
‖∆θ ‖→0

max
16i6k

[∑m
j=1

∂γi(θ)
∂θj

∆θj

]2
varθ δϕ,i(X)

∑
i∈I

wϕ,i(θ) J(θ, θ + ∆θ | ξi)
. (3.11)

Äëÿ äîñòèæåíèÿ íèæíèõ ãðàíèö Eθ ν íåîáõîäèìî, ÷òîáû ñòàòèñòèêà(
ν, τν, δτν

(
X(τν)

))
áûëà äîñòàòî÷íîé äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Pρ.
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ê ïðàâîé
÷àñòè (3.7) ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî Øâàðöà[∫

X
( δϕ,i(x)− γi(θ) )

(
m∑

j=1

∂ ln p (x | θ)
∂θj

∆θj

)
p (x | θ) dµ(x)

]2

6

varθ δϕ,i(X) · J(θ, θ + ∆θ |X) . 2

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà i (θ |X) ñîñòîèò èç êîýôôèöèåíòîâ êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû

J(θ, θ + ∆θ |X) =
∑
i∈I

Eθ νi J(θ, θ + ∆θ | ξi),

òî íåðàâåíñòâó (3.11) ñîîòâåñòâóåò ñëåäóþùèé ìíîãîìåðíûé àíàëîã íåðà-
âåíñòâà Âîëôîâèöà.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ðåãóëÿðåí è èíôîðìà-
öèîííàÿ ìàòðèöà Ôèøåðà íåâûðîæäåíà, òî

Eθ ν >
det [ D(θ)D ′(θ) ]

det

[ ∑
i∈I

wϕ,i(θ) i(θ | ξi)
] .

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
(
ν, τν, δτν

(
X(τν)

))
�

äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé Pρ è ñóùåñòâóåò òà-
êàÿ ìàòðèöà B(θ) ôóíêöèé bij(θ), θ ∈ Θ; i = 1, . . . , k, j = 1, . . . ,m, ÷òî
ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ

grad
[
ln p

(
X(τν) | θ

)]
= B(θ)

[
δτν

(
X(τν)

)
− θ

]
.

Ïîëó÷åííûå â òåîðåìàõ 3.1�3.3 ãðàíèöû äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè
ìîãóò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñëóæèòü ýòàëîíîì äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâ-
íîñòè ïðîöåäóð ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ñ òî÷êè çðåíèÿ ñòîèìîñòè ïðîâåäå-
íèÿ íàáëþäåíèé â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå. Åñëè ðàññìàòðèâàòü ðèñê
êîíêðåòíîé ïðîöåäóðû êàê íåêîòîðîå îãðàíè÷åíèå íà ðèñêè âñåâîçìîæíûõ
ñòðàòåãèé, äàþùèõ ðåøåíèå äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìû, òî îòíîøå-
íèå ïîëó÷åííîé ïðè ýòèõ îãðàíè÷åíèÿõ ãðàíèöû ê ñðåäíåìó îáúåìó âû-
áîðêè ýòîé ïðîöåäóðû åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà ìåðó åå ýôôåêòèâíîñòè. Ïî
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êðàéíåé ìåðå èìåííî òàê îïðåäåëÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðîöåäóð ñ òî÷êè
çðåíèÿ ãðàíèö äëÿ ðèñêà.
Äðóãîå, áîëåå ñóùåñòâåííîå â àñïåêòå ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ ïðè-

ìåíåíèå ïîëó÷åííûõ ãðàíèö ñîñòîèò â èõ òðàêòîâêå êàê íåêîòîðîãî êðèòå-
ðèÿ íåäîñòàòî÷íîñòè îáúåìà ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãà-
ðàíòèéíîé ïðîöåäóðû. Ðàñïîëàãàÿ ñîáðàííûì ñòàòèñòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì,
íà îñíîâå êîòîðîãî ñòàòèñòèê ïðåäïîëàãàåò ñäåëàòü ãàðàíòèéíûé ñòàòèñòè-
÷åñêèé âûâîä ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðèñê, îí ìîæåò ñðàâíèâàòü
îáúåì ïðîâåäåííûõ íàáëþäåíèé ñ åãî âîçìîæíîé íèæíåé ãðàíèöåé è, òà-
êèì îáðàçîì, â ñëó÷àå íåáëàãîïðèÿòíîãî äëÿ íåãî èñõîäà èñêàòü ïðîöåäóðó
ñ áîëåå ñëàáûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ðèñê. Åñòåñòâåííî, ïîñòðîåíèå ãàðàí-
òèéíûõ ñòðàòåãèé ñî ñðåäíèì îáúåìîì âûáîðêè, ðàâíûì íèæíåé ãðàíèöå,
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì òåîðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.
Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, ñâÿçàííûõ ñ âû÷èñëåíèåì

íèæíèõ ãðàíèö äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè, ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì øàãîì â
èõ ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè.

3.4. Ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøåíèé.
Ñëîæíîñòü çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, ñîäåðæàùèõñÿ â ôîðìóëèðîâêàõ òåîðåì
3.1 è 3.2, âî ìíîãîì îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôèêîé ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé D.

Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò êîíêðåòèçèðîâàíû çàäà÷è íà ýêñòðåìóì, êîãäà
D ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷ècëà òî÷åê d1, . . . , dm. Ñîîòâåòñòâóþùèå òàêî-
ìó ïðîñòðàíñòâó ðåøåíèé ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ
êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ãèïîòåç (êðèòåðèè ñîãëàñèÿ è îäíîðîäíîñòè), à òàêæå
ïðîöåäóð èäåíòèôèêàöèè, êëàññèôèêàöèè, îòáîðà �íàèëó÷øåé� ïîïóëÿöèè
èëè óïîðÿäî÷èâàíèÿ ïîïóëÿöèé ïî îïðåäåëåííîìó ïðèçíàêó, òðàêòóåìîìó
â òåðìèíàõ ýëåìåíòîâ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè. Îáùèé ïîäõîä ê òðàêòîâêå
ðåøåíèé ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ íà m ïîä-
ìíîæåñòâ Θ1, . . . ,Θm, è åñëè èñòèííîå çíà÷åíèå θ ∈ Θk, òî ïðàâèëüíûì
(êîððåêòíûì) ðåøåíèåì ñ÷èòàåòñÿ dk, k = 1, . . . ,m.

Â òàêèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ îáû÷íî èñïîëüçóþòñÿ ôóíêöèè ïî-
òåðü òèïà 1� 0. Åñëè êîððåêòíûì ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå dk, à ïðèíèìàåòñÿ ðå-
øåíèå dj, òî ïîòåðè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè åäèíèöå ïðè k 6= j è ðàâíû-
ìè íóëþ, êîãäà k = j. Ñëåäîâàòåëüíî, θ -ãàðàíòèéíîñòü ñòðàòåãèè ñâÿçà-
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íà ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñâåðõó íà âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íûõ ðåøåíèé akj(θ) =

Pθ

(
δτν

(
X(τν)

)
= dj

)
, θ ∈ Θk, à d - è λ -ãàðàíòèéíîñòè � ñ îãðàíè÷åíè-

ÿìè íà d -ðèñêè îøèáî÷íûõ ðåøåíèé bkj = P
(
ϑ ∈ Θk | δτν

(
X(τν)

)
= dj

)
,

k 6= j; k, j = 1, . . . ,m, èëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñíèçó íà âåðîÿòíîñòè êîð-
ðåêòíûõ ðåøåíèé akk(θ), θ ∈ Θk, (ñîîòâåòñòâåííî, bkk ), k = 1, . . . ,m.

Òî÷íîå ðåøåíèå çàäà÷ íà ýêñòðåìóì óäàåòñÿ ïîëó÷èòü òîëüêî äëÿ ïðî-
áëåìû ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. Â îñòàëüíûõ ñëó÷à-
ÿõ ïðåäëàãàåòñÿ íå ñòîëüêî ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé çàäà÷è, ñêîëüêî îñëàá-
ëåíèå íåðàâåíñòâà (3.6). Ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ íèæíÿÿ ãðàíü ÷èñëèòåëÿ ïî
îáëàñòè, îïðåäåëÿåìîé îãðàíè÷åíèÿìè íà ðèñê, à ïîòîì íèæíÿÿ ãðàíü çíà-
ìåíàòåëÿ ïî íåêîòîðîìó ïîäìíîæåñòâó ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ,

êîòîðîå íå ñîäåðæèò îáëàñòè �áåçðàçëè÷èÿ� (òàêîå ñóæåíèå Θ íåîáõîäèìî
äåëàòü ïðè ïëàíèðîâàíèè îáúåìà èñïûòàíèé â θ -ãàðàíòèéíûõ ñòðàòåãèÿõ),
à òàêæå ïî àëëîêàöèÿì íàáëþäåíèé ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà I. Â
ïðîáëåìàõ d - è λ -ãàðàíòèéíîñòè òàêîå ñóæåíèå Θ, î÷åâèäíî, ëèøåíî ñìûñ-
ëà, íî çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ÷èñëèòåëÿ
â ïðàâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (3.6).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåì ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ðåøå-

íèé ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé îñëàáëåííûé âàðèàíò íåðàâåíñòâà (3.6):

Eθ ν > sup
ϑ∈Θ

inf
ϕ∈Φ

m∑
i=1

ψϕ(di | θ) ln [ψϕ(di | θ)/ψϕ(di |ϑ) ]∑
i∈I

wϕ,i(θ) I(θ, ϑ | ξi)
. (3.12)

3.5. Ðàçëè÷åíèå m ïðîñòûõ ãèïîòåç. Â äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé
ïðîáëåìå ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò èç m òî÷åê θ1, . . . , θm,

ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèÿì d1, . . . , dm; ïðèíÿòèå ðåøåíèå dj ðàâíîñèëü-
íî óòâåðæäåíèþ, ÷òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà â ðàñïðåäåëåíèÿõ íàáëþäàåìûõ
ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ ðàâíî θk, k = 1, . . . ,m.

Ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà A = ‖ akj ‖, ãäå akj = ψ(dj | θk), ÷àñòî íàçûâà-
åòñÿ ñèëîé ïðîöåäóðû ϕ ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç. Â ïðîáëåìå θ -ãàðàíòèéíîñòè
îãðàíè÷åíèÿ íà ñèëó ïðîöåäóðû çàäàþòñÿ â âèäå ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðè-
öû Ā = ‖αkj ‖; θ -ãàðàíòèéíîñòü ϕ îçíà÷àåò, ÷òî akj 6 αkj, k 6= j, akk >

αkk, k, j = 1, . . . ,m, èëè, êîðîòêî, A 6 Ā. Â äàííûõ îáîçíà÷åíèÿõ íèæíèå
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ãðàíèöû (3.12) äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé θ -ãàðàíòèéíîé ïðîöåäóðû
ïðèíèìàþò âèä

Eθk
ν > max

j 6=k

min
A6Ā

m∑
l=1

ak l ln ( ak l/aj l )

sup
Wϕ(θk)

∑
i∈I

wϕ,i(θk) I(θk, θj | ξi)
, k = 1, . . . ,m. (3.13)

Â ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ λ - è d -ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð ðàçëè÷åíèÿ ãè-
ïîòåç ðîëü ñèëû èãðàåò ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà B = ‖ bkj ‖, ãäå â ñèëó
ôîðìóëû Áàéåñà

bkj =
akj g(θk)

m∑
l=1

alj g(θl)
. (3.14)

Ñîîòâåòñòâóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà “d -ñèëó� ïðîöåäóðû ϕ çàäàþòñÿ ïîñðåä-
ñòâîì ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû B̄ = ‖ βkj ‖, êîòîðàÿ ÷åðåç ôîðìóëó Áàéåñà
ïîðîæäàåò îãðàíè÷åíèÿ íà ýëåìåíòû ìàòðèöû A. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðàíè-
öû äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé èìåþò òîò æå âèä (3.13) ñ çàìåíîé
îãðàíè÷åíèÿ A 6 Ā íà B 6 B̄.

Ïîíÿòíî, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà îñòàþòñÿ ñïðà-
âåäëèâûìè è ïðè áîëåå ñëàáûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñèëó ïðîöåäóðû, êîãäà
êîíòðîëèðóþòñÿ òîëüêî âåðîÿòíîñòè êîððåêòíûõ ðåøåíèé, òî åñòü çíà÷å-
íèÿ äèàãîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B.

Òàêèì îáðàçîì, â ïîñòðîåíèè íèæíèõ ãðàíèö äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íà-
áëþäåíèé â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ðåøèòü äâå çàäà÷è íà ìèíèìóì.
Çàäà÷à A : âû÷èñëèòü

M (Ā) = min
A6Ā

m∑
l=1

ak l ln ( ak l/aj l ) .

Çàäà÷à B : âû÷èñëèòü

M (B̄) = min
B6B̄

m∑
l=1

ak l ln ( ak l/aj l ) .

Íà÷íåì ñ áîëåå ïðîñòîé çàäà÷è A. Òðèâèàëüíîå ðåøåíèå âîçìîæíî â
äâóõ ñëó÷àÿõ. Ôóíêöèÿ

Lm(A) =
m∑

l=1

ak l ln
ak l

aj l
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ìîíîòîííî óáûâàåò ïî êàæäîìó àðãóìåíòó akj ïðè k 6= j. Â òàêîì ñëó÷àå
ðåøåíèå çàäà÷è äàåò ïðîñòàÿ çàìåíà êàæäîãî akj íà åãî ìàêñèìàëüíîå çíà-
÷åíèå αkj. Ñòîëü æå ïðîñòîå ðåøåíèå âîçìîæíî è â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ
ñòðàòåãèè ñ ëþáîé íàïåðåä çàäàííîé ñèëîé Ā.

Ê ñîæàëåíèþ, ñòîëü òðèâèàëüíîå ðåøåíèå âîçìîæíî ëèøü äëÿ ðàçëè÷å-
íèÿ äâóõ ãèïîòåç. Åñëè m > 2, òî ïðîñòîå èññëåäîâàíèå ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-
íûõ Lm(A) ïîêàçûâàåò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî óáûâàþ-
ùåé ïî âñåì åå àðãóìåíòàì. ×òî êàñàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòðàòåãèè íàïåðåä
çàäàííîé ñèëû, òî ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê, åñëè çàäà÷à èäåíòèôèêàöèè ãèïî-
òåç äîïóñêàåò ñîñòîÿòåëüíîå ðåøåíèå. Îäíàêî ïðèåì �äîïîëíèòåëüíîé ðàí-
äîìèçàöèè�, èñïîëüçóåìûé ïðè äîêàçàòåëüñòâå ýòîé òåîðåìû, íå ïîçâîëÿåò,
âîîáùå ãîâîðÿ, äàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò ïðè ëþáîì óïðàâëåíèè ñòàòè-
ñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò ãàðàíòèéíàÿ ñòðàòåãèÿ
çàäàííîé ñèëû Ā.

×òîáû çàäàííóþ ãàðàíòèéíóþ ñòðàòåãèþ ïðåîáðàçîâàòü ñ ïîìîùüþ ïðè-
åìà �äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè�, íåîáõîäèìî íàëîæèòü äîïîëíèòåëü-
íûå óñëîâèÿ íà Ā. Âî-ïåðâûõ, ìàòðèöà Ā äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ
ñëàáîé íåñìåùåííîñòè: αkk > αkj ïðè âñåõ j 6= k, k = 1, . . . ,m. Â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé íà ñèëó ìîæíî äîñòè÷ü áåç ïðîâåäåíèÿ
íàáëþäåíèé. Íî è óñëîâèå ñëàáîé íåñìåùåííîñòè íå ãàðàíòèðóåò óñïåøíîãî
ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé ïðîáëåìû äîñòèæåíèÿ çàäàííîé ñèëû Ā. Ïîòðåáó-
åòñÿ íàëîæèòü óñëîâèå ñèëüíîé íåñìåùåííîñòè: αkk >

∑
k 6=j

αkj.

Ïðèåì �äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè� ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè âåê-
òîðà ϕd = (ϕd(d1 |X), . . . ϕd(dm |X), ) (ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ) ñ ïî-
ìîùüþ ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû Γ = ‖ γkj ‖. Åñëè A � ñèëà ãàðàíòèéíîé
ñòðàòåãèè ϕ ñ ïðàâèëîì ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd, òî ñòðàòåãèÿ ϕΓ ñ òåì æå
óïðàâëåíèåì è ïðàâèëîì ϕΓ

d = ϕd · Γ èìååò ñèëó AΓ. Îñòàåòñÿ âûÿñíèòü
óñëîâèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ðåøåíèå ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ AΓ = Ā â êëàññå
ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö Γ.

Èòàê, ïóñòü A 6 Ā. Óñëîâèå ñèëüíîé íåñìåùåííîñòè ðàâíîñèëüíî óñëî-
âèþ Àäàìàðà íåâûðîæäåííîñòè ñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû Ā, ñëåäîâàòåëü-
íî, è ìàòðèöû A, ÷òî îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøå-
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íèÿ Γ = A−1Ā óðàâíåíèÿ AΓ = Ā. Ýëåìåíòû ìàòðèöû Γ

γkj =
m∑

l=1

Alk αlj

|A |
,

ãäå Alk � àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå ýëåìåíòà alk â îïðåäåëèòåëå |A | ìàò-
ðèöû A, l, k = 1, . . . ,m.

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî Γ ïñåâäîñòîõàñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà:
m∑

j=1

γkj =
m∑

l=1

Alk

∑m
j=1 αlj

|A |
=

m∑
l=1

Alk

∑m
j=1 alj

|A |
= 1

ïðè ëþáîì k = 1, . . . ,m; îñòàåòñÿ òîëüêî âûÿñíèòü çíàê åå ýëåìåíòîâ.
Ñèëüíàÿ íåñìåùåííîñòü âëå÷åò ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ñòîõà-

ñòè÷åñêîé ìàòðèöû (êðèòåðèé Àäàìàðà), òàê ÷òî |A | > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
çíàê γkj ñîâïàäàåò ñî çíàêîì îïðåäåëèòåëÿ

C(k, j) =
m∑

l=1

Alk αlj

ìàòðèöû A, â êîòîðîé k -é ñòîëáåö çàìåíåí j -ì ñòîëáöîì ìàòðèöû Ā. Çíàê
C(k, j) ìîæåò áûòü ëþáûì, åñëè ìàòðèöû A è Ā áëèçêè äðóã ê äðóãó.
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ýëåìåíòû A ñîâïàäàþò ñ ýëåìåíòàìè Ā çà èñêëþ-

÷åíèåì îäíîé ñòðîêè ñ íîìåðîì k0. Òîãäà C(k, j) = (αk0j − ak0j)Āk0k ïðè
ëþáûõ k è j ñ k 6= j è k 6= k0. Òàê êàê A 6 Ā, òî ïðè j = k0 îïðåäåëèòåëü
C(k, k0) > 0, åñëè Āk0k > 0, à ïðè j 6= k0, � åñëè Āk0k 6 0. Ñëåäîâàòåëü-
íî, óðàâíåíèå AΓ = Ā íå èìååò ðåøåíèÿ â êëàññå ñòîõàñòè÷åñêèõ ìàòðèö,
êîëü ñêîðî Āk0k 6= 0.

Èòàê, ïðè m > 2 ïðèåì �äîïîëíèòåëüíîé ðàíäîìèçàöèè� íå âñåãäà ïîç-
âîëÿåò ïîñòðîèòü ñòðàòåãèþ òðåáóåìîé ñèëû Ā, � äëÿ ýòîãî ìàòðèöà A

äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî �äàëåêà� îò ìàòðèöû Ā (áëèçêà, ñêàæåì, ê åäè-
íè÷íîé). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ðàçëè÷åíèè áîëåå ÷åì äâóõ ãèïîòåç íèæíþþ
ãðàíèöó äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé ìîæíî íàéòè ðàçâå ëèøü ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè. Îäíàêî â ñëó÷àå m = 2 ôóíêöèÿ L2(A) ïðè óñëîâèè
ñëàáîé íåñìåùåííîñòè A óáûâàåò ìîíîòîííî ñ ðîñòîì a12 è a21, ÷òî ïðè-
âîäèò ê ñëåäóþùèì, áîëåå �ñëàáûì� ãðàíèöàì äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîð-
êè ãàðàíòèéíîãî êðèòåðèÿ ðàçëè÷åíèÿ áîëåå ÷åì äâóõ ãèïîòåç, è òî÷íûì
(àñèìïòîòè÷åñêè äîñòèæèìûì) ãðàíèöàì ïðè m = 2.
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Òåîðåìà 3.4. Åñëè ν � ìîìåíò îñòàíîâêè, äîñòàòî÷íûé äëÿ ðàçëè÷å-
íèÿ m ãèïîòåç ñ ãàðàíòèðîâàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè Ā, óäîâëåòâîðÿþùèìè
óñëîâèþ ñëàáîé íåñìåùåííîñòè, òî

Eθk
ν > max

j 6=k
max
l=k,j

ω(αkl, 1− αjl)

sup
Wϕ(θk)

∑
i∈I

wϕ,i(θk) I(θk, θj | ξi)
>

max
j 6=k

max
l=k,j

ω(αkl, 1− αjl)

max
i∈I

I(θk, θj | ξi)
, k = 1, . . . ,m. (3.15)

Äîêàçàò åëü ñòâî. Äàííûå ãðàíèöû âûòåêàþò èç Ñëåäñòâèÿ 3.1, åñëè
ïîëîæèòü Dθ = di, D

c
t = dj, j 6= i. 2

Ñëåäñòâèå 3.2. Åñëè ν � ìîìåíò îñòàíîâêè, äîñòàòî÷íûé äëÿ ðàçëè-
÷åíèÿ m ãèïîòåç ñ ãàðàíòèðîâàííûìè âåðîÿòíîñòÿìè αkk > 1/2, k =

1, . . . ,m, êîððåêòíûõ èäåíòèôèêàöèé, òî

Eθk
ν > max

j 6=k

ω(αkk, 1− αjj)

sup
Wϕ(θk)

∑
i∈I

wϕ,i(θk) I(θk, θj | ξi)
>

max
j 6=k

ω(αkk, 1− αjj)

max
i∈I

I(θk, θj | ξi)
, k = 1, . . . ,m. (3.16)

Äîêàçàò åëü ñòâî. Äîñòàòî÷íî â ïðàâîé ÷àñòè (3.15) íå âû÷èñëÿòü ìàê-
ñèìóì ïî l = k, j, à ïðîñòî ïîëîæèòü l = k è çàìåíèòü αjk íà αjj. 2

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ïðîáëåìàì d - è λ -ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷åíèÿ ïðî-
ñòûõ ãèïîòåç. Ê ñîæàëåíèþ, çäåñü íå óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ÿâíóþ çàïèñü ãðà-
íèö ÷åðåç çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ {βkj}j 6=k íà d -ðèñêè {bkj}j 6=k èëè çàäàí-
íîå îãðàíè÷åíèå 1− γ íà âåðîÿòíîñòü êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ (λ -ãàðàíòèé-
íîñòü) (åñòåñòâåííî, äëÿ ñëó÷àÿ ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ãèïîòåç ÿâ-
íîå âûðàæåíèå âîçìîæíî). Çàìåòèì òàêæå, ÷òî â äàííîé áàéåñîâñêîé ñèòó-
àöèè ñòàòèñòèê â áîëüøîé ñòåïåíè ìîæåò èíòåðåñîâàòüñÿ íèæíåé ãðàíèöåé
äëÿ àïðèîðíîãî ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé

E ν =
m∑

k=1

Eθk
ν g(θk),

è, â òàêîì ñëó÷àå, ïåðåä îòûñêàíèåì ìèíèìóìà ïî îãðàíè÷åíèÿì íà ðèñê
ïðàâóþ ÷àñòü íåðàâåíñòâà (3.13) (èëè íåðàâåíñòâ (3.15), (3.16), â êîòîðûõ
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α ñëåäóåò ÷èòàòü êàê a) íåîáõîäèìî ïðîñóììèðîâàòü ñ âåñàìè g(θk), k =

1, . . . ,m.

Èòàê, äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ ãðàíèö ñëåäóåò ðåøàòü çàäà÷è íà îòûñ-
êàíèå ìèíèìóìà ïðàâûõ (âîçìîæíî, ïðîñóììèðîâàííûõ ñ âåñàìè) ÷àñòåé
íåðàâåíñòâ (3.13) èëè (3.15) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (ñì. ôîðìóëó (3.14))

bkj =
akj g(θk)

m∑
l=1

alj g(θl)
6 βkj, j 6= k,

åñëè ðåøàåòñÿ ïðîáëåìà d -ãàðàíòèéíîñòè, è ìèíèìóìà ïðîñóììèðîâàííîé
ñ âåñàìè ïðàâîé ÷àñòè (3.16) ïðè îãðàíè÷åíèè

m∑
k=1

akkg(θk) > 1− γ,

åñëè çàäàííîå îãðàíè÷åíèå 1−γ íàêëàäûâàåòñÿ íà àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü
êîððåêòíîãî ðåøåíèÿ.
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§ 4. Áàéåñîâñêèå ðåøåíèÿ

4.1. Áàéåñîâñêîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ìû ïðèñòóïàåì
ê ðåøåíèþ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ϕd, ìèíèìèçèðóþùå-
ãî ðèñê ïðîöåäóðû ϕ = (ϕρ, ϕd) ïðè ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè ϕρ =

(ϕs, ϕc) ýêñïåðèìåíòîì: ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïðàâèëà îñòàíîâêè ϕs è âû-
áîðà ϕc çàäàíû. Íà÷íåì ñ ïðîáëåìû ìèíèìèçàöèè àïðèîðíîãî ðèñêà, êîãäà
àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå G îïðåäåëåíî ïîëíîñòüþ.
Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì àïðèîðíî-

ãî ðèñêà, íàçûâàåòñÿ áàéåñîâñêèì, à ñîîòâåòñòâóþùèé åìó àïðèîðíûé ðèñê
� áàéåñîâñêèì ðèñêîì. Åñòåñòâåííî, ìîãóò âîçíèêàòü ñèòóàöèè, êîãäà íèæ-
íÿÿ ãðàíü àïðèîðíîãî ðèñêà íå äîñòèæèìà. Â òàêîì ñëó÷àå èñïîëüçóåòñÿ
òàê íàçûâàåìîå ε -áàéåñîâñêîå ïðàâèëî, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì àïðèîðíî-
ìó ðèñêó ïðèáëèæåííî, ñ çàäàííîé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè.
Â äàëüíåéøåì áóäåò ïîêàçàíî, êàê íà ïðàêòèêå ïîñòðîèòü àíàëîã áàéå-

ñîâñêîãî ïðàâèëà, îöåíèâàÿ íåèçâåñòíîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî èìå-
þùåìóñÿ àðõèâó äàííûõ, ñîñòîÿùåìó èç ñîâîêóïíîñòè âûáîðîê, â êîòîðûõ
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåàëèçàöèé íåçà-
âèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíííûõ ïî àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ G

ñëó÷àéíûõ ýëåìåíòîâ.
Ïðåäïîëàãàÿ ϕρ çàäàííûì, ìû ìîæåì óïðîñòèòü îáîçíà÷åíèÿ. Âìåñòî ϕd

áóäåì ïèñàòü ïðîñòî ϕ, ïîñêîëüêó çàäàíèå ïðîöåäóðû ñâîäèòñÿ ê îïðåäå-
ëåíèþ òîëüêî ïðàâèëà ϕd. Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ áóêâîé
X, åå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè çàïèñûâàòüñÿ êàê p(x | θ), x ∈ X, θ ∈ Θ. Ïóñòü
µ � äîìèíèðóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò P ìåðà, à g(θ), θ ∈ Θ, �
ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G ïî ìåðå χ.
Àïðèîðíûé ðèñê R(ϕ) ïðîöåäóðû, êîòîðóþ ìîæíî ñ÷èòàòü çàäàííîé,

åñëè çàäàíà ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ = δ(X), îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòåìàòè÷å-
ñêîå îæèäàíèå EL(ϑ, δ(X)) îò ôóíêöèè ïîòåðü ïî ñîâìåñòíîìó ðàñïðå-
äåëåíèþ ϑ è X ñ ïëîòíîñòüþ p (x | θ)g(θ) ïî ìåðå µ × χ. Èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå àïðèîðíîãî ðèñêà èìååò âèä

R(ϕ) =

∫
Θ

[ ∫
X

[ ∫
D
L(θ, a)ϕ(da |x)

]
p (x | θ) d µ(x)

]
g(θ) dχ(θ).
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Ïåðåñòàâëÿÿ ïîðÿäîê èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ è x, çàïèøåì àïðèîðíûé
ðèñê ñ ïîìîùüþ ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ñ
ïëîòíîñòüþ

p G(x) =

∫
Θ
p (x | θ) g(t) dχ(t)

è àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϑ ñ ïëîòíîñòüþ

h(θ |X) =
p (X | θ) g( θ )

p G (X)
,

òî åñòü ïðåäñòàâèì åãî â âèäå

R(ϕ) =

∫
X

[ ∫
Θ

[ ∫
D
L(θ, a)ϕ(da |x)

]
h (θ |x) dχ(θ)

]
p G(x) d µ(x).

Âíóòðåííèé èíòåãðàë â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè àïðèîðíîãî ðèñêà

<(ϕ |X) =

∫
Θ

[ ∫
D
L(θ, a)ϕ(da |X)

]
h (θ |X) dχ(θ)

íàçûâàåòñÿ àïîñòåðèîðíûì ðèñêîì ïðîöåäóðû (ïðàâèëà) ϕ, è ýòîò ðèñê
èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü â ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêèõ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèÿ. Ïóñòü ϕG � ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, äîñòàâëÿþùåå íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå àïîñòåðèîðíîìó ðèñêó, òî åñòü

<(ϕG |X) = inf
ϕ
<(ϕ |X)

ïðè åñòåñòâåííîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íèæíÿÿ ãðàíü â ïðàâîé ÷àñòè äîñòè-
ãàåòñÿ íà íåêîòîðîì ïðàâèëå ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ïðåäïîëàãàÿ êîíå÷íîñòü
âñåõ èíòåãðàëîâ â çàïèñè àïðèîðíîãî ðèñêà, óáåäèìñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.1. Ïðàâèëî ϕG ÿâëÿåòñÿ áàéåñîâñêèì, òî åñòü äîñòàâëÿåò
íàèìåíüøåå çíà÷åíèå àïðèîðíîìó ðèñêó R(ϕ).

Äîêàçàò åëü ñòâî. Àïðèîðíûé ðèñê åñòü ñðåäíåå çíà÷åíèå àïîñòåðè-
îðíîãî ðèñêà:

R(ϕ) =

∫
X
<(ϕ |x) p G(x) d µ(x).

Ñëåäóþùàÿ î÷åâèäíàÿ öåïî÷êà íåðàâåíñòâ äîêàçûâàåò äàííóþ òåîðåìó:

inf
ϕ
R(ϕ) >

∫
X

inf
ϕ
<(ϕ |x) p G(x) d µ(x) =∫

X
<(ϕG |x) p G(x) d µ(x) = R(ϕG) > inf

ϕ
R(ϕ). 2
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåíèå áàéåñîâñêîãî ðåøåíèÿ ñâîäèòñÿ ê îòûñêà-
íèþ ïðàâèëà ðåøåíèÿ ϕ, äîñòàâëÿþùåãî ìèíèìóì àïîñòåðèîðíîìó ðèñêó.
Â ñëó÷àå íåðàíäîìèçèðîâàííûõ ïðàâèë äàííàÿ ïðîáëåìà ðåøàåòñÿ îñîáåí-
íî ïðîñòî, èáî ñîñòîèò â îòûñêàíèè ìèíèìóìà ôóíêöèè íà ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé D.

Ñëåäóåò îòìåòèòü îäíî èç çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ áàéåñîâñêèõ ïðàâèë
� îíè íå çàâèñÿò îò óïðàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ýòî îáú-
ÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ìíîæèòåëè â ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñëó÷àéíîé âûáîðêè,
êîòîðûå ñîäåðæàò êîìïîíåíòû ïðàâèë óïðàâëåíèÿ, çàâèñÿò òîëüêî îò x(n),

âõîäÿò â ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è âûíî-
ñÿòñÿ çà çíàê èíòåãðàëà, òî åñòü èõ ìîæíî ïðîñòî ñîêðàòèòü. Òàêèì îá-
ðàçîì, êîìïîíåíòû ϕg( · |X(n)) áàéåñîâñêîãî ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
îïðåäåëÿþòñÿ èç àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà äëÿ êàæäîãî øàãà n = 1, 2, . . . ñòà-
òèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà è íå çàâèñÿò îò ϕs è ϕc.

Îáðàùàÿñü ê òåîðåìå ôàêòîðèçàöèè, ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå ñóùå-
ñòâîâàíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T (X), àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
(ñëåäîâàòåëüíî, è áàéåñîâñêîå ðåøåíèå) çàâèñèò îò X òîëüêî ÷åðåç çíà÷å-
íèå T.

Ïðèìåð 4.1. Áàéåñîâñêèé êðèòåðèé ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ãèïîòåç. Ïóñòü X
� ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè f(x | θ), è
ïðè íàáëþäåíèè X ïàðàìåòð θ ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà
ϑ ñ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì G. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â
âûáîðå îäíîé èç äâóõ ãèïîòåç, êàñàþùèõñÿ çíà÷åíèÿ θ : H0 : θ ∈ Θ0 è H1 :

θ ∈ Θ1 = Θc, òàê ÷òî ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê d0 è
d1, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîâåðÿåìûì ãèïîòåçàì. Â äàííîé ïðîáëåìå ôóíêöèÿ
ïîòåðü îáû÷íî âûáèðàåòñÿ â âèäå

L(θ, di) =

 1, åñëè θ ∈ Θ1−i,

0, åñëè θ ∈ Θi, i = 0, 1,

è íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ïîòåðü òèïà 1� 0.
Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕ îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ïðèíÿòèÿ ðå-

øåíèÿ d0 : ϕ(d0 |X) = 1−ϕ(d1 |X). Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ðåçóëü-
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òàòå x íàáëþäåíèÿ X ñðåäíèå ïîòåðè ðàâíû∫
D
L(θ, a)ϕ(da |X) = L(θ, d0)ϕ(d0 |X) + L(θ, d1)ϕ(d1 |X) =

=

 ϕ ( d0 |X ), åñëè θ ∈ Θ1,

1− ϕ ( d0 |X ), åñëè θ ∈ Θ0,

òàê ÷òî àïîñòåðèîðíûé ðèñê

<(ϕ |X) =

∫
Θ

[ ∫
D
L(θ, a)ϕ(da |X)

]
h (θ |X) dχ(θ) =

ϕ(d0 |X)P(ϑ ∈ Θ1 |X) + [ 1− ϕ(d0 |X) ]P(ϑ ∈ Θ0 |X).

Àïîñòåðèîðíûé ðèñê åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò ϕ(d0 |X), è åãî ìè-
íèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè ϕ(d0 |X) = 1, åñëè àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü
P(ϑ ∈ Θ0 |X) > P(ϑ ∈ Θ1 |X), è ïðè ϕ(d0 |X) = 0, êîãäà P(ϑ ∈ Θ0 |X) <

P(ϑ ∈ Θ1 |X). Â ñëó÷àå ðàâåíñòâà àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷à-
åìûõ ãèïîòåç ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì îá-
ðàçîì � ìîæíî ïðèíèìàòü ëþáóþ èç ãèïîòåç ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èëè
èñïîëüçîâàòü íåêîòîðîå ðàíäîìèçèðîâàííîå ïðàâèëî.
Òàêèì îáðàçîì, áàéåñîâñêîå ïðàâèëî ϕG ïðèíèìàåò ãèïîòåçó, èìåþùóþ

íàèáîëüøåå çíà÷åíèå àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè åå ñïðàâåäëèâîñòè. Áàé-
åñîâñêèé ðèñê ðàâåí ìèíèìóìó èç àïðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷àåìûõ
ãèïîòåç:

R(ϕG) = min {G( Θ0 ), G( Θ1 ) }.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ýòîãî ïðèìåðà íåïîñðåäñòâåííî ïåðå-
íîñÿòñÿ íà ñëó÷àé ðàçëè÷åíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà m > 2 ãèïîòåç: áàé-
åñîâñêîå ïðàâèëî ïðèíèìàåò ãèïîòåçó, êîòîðàÿ èìååò íàèáîëüøóþ àïîñòå-
ðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü åå ñïðàâåäëèâîñòè.

Ïðèìåð 4.2. Îöåíêà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè
ïîòåðü. Ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè X èç ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(x | θ), x ∈ X, θ ∈ Θ ⊆ R, îöåíèâàåòñÿ ñêàëÿð-
íûé ïàðàìåòð θ ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü L(θ, d) = (θ − d)2.

Êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå, çíà÷åíèå θ ïðè íàáëþäåíèè X åñòü ðåà-
ëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ ñ èçâåñòíûì àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì
G. Â ýòîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D ñîâïàäàåò
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ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì Θ; ëþáîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
ϕ(D |X), D ∈ B, ÿâëÿåòñÿ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ ñ âûáîðî÷íîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X íà áîðåëåâñêóþ σ -àëãåáðó B, ïîðîæäåííóþ èíòåðâàëàìè íà
ïðÿìîé R.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì ðåçóëüòàòå x íàáëþäåíèÿ X ñðåäíèå ïîòå-
ðè ðàâíû ∫

R
(θ − a)2ϕ(da |X) = E{ (θ − δ(X))2 |X},

ãäå δ = δ(X) � ðàíäîìèçèðîâàííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ (ðåøàþùàÿ ôóíê-
öèÿ). Â ñèëó íåðàâåíñòâà Éåíñåíà äëÿ âûïóêëîé ïî d ôóíêöèè (θ − d)2

äëÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

E{ (θ − δ(X))2 |X} >

(
θ −

∫
R
aϕ(da |X)

)2

,

òàê ÷òî ëþáîìó ðàíäîìèçèðîâàííîìó ïðàâèëó ϕ ñîîòâåòñòâóåò íåðàäîìè-
çèðîâàííàÿ îöåíêà

θ̂(X) =

∫
R
aϕ(da |X),

ðèñê êîòîðîé ìåíüøå (èëè ðàâåí) ðàíäîìèçèðîâàííîé îöåíêè δ.

Èòàê, ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêîé îöåíêè θ̂G ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàñ-
ñìîòðåíèåì òîëüêî íåðàíäîìèçèðîâàííûõ îöåíîê, îïðåäåëÿÿ θ̂G êàê òî÷êó
äîñòèæåíèÿ ïî àðãóìåíòó d ìèíèìóìà àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà∫

R
(t− d)2 h (t |X) dt.

Èñïîëüçóÿ ñíîâà íåðàâåíñòâî Éåíñåíà, ïîëó÷àåì, ÷òî ýòîò èíòåãðàë äîñòè-
ãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â òî÷êå

θ̂G(X) =

∫
R
t h (t |X) dt.

Òàêèì îáðàçîì, áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ̂G = θ̂G(X) ðàâíà àïîñòåðèîðíî-
ìó ñðåäíåìó çíà÷åíèþ, à áàéåñîâñêèé ðèñê � àïðèîðíîé äèñïåðñèè ýòîé
îöåíêè:

R( θ̂G ) =

∫
Θ

∫
R
(θ − θ̂G(x))2 p (x | θ) d µ(x) dG(θ).

Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ äîâîëüíî ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ ñëåäóþùèå
âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ( F, G, ), êîòîðûå ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçî-
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âàòü äëÿ êîíêðåòèçàöèè ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, ïîëó÷åííûõ â ïðèìåðàõ
4.1 � 4.2.

Ìîäåëü N-N. Â ñòàòèñòè÷åñêîì ýêñïåðèìåíòå íàáëþäàåòñÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ êîïèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, èìåþùåé íîðìàëü-
íîå (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèå; çíà÷åíèå äèñïåðñèè σ èçâåñòíî, à íåèçâåñò-
íîå çíà÷åíèå ñðåäíåãî θ ñîñòàâëÿåò ïðåäìåò ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà. Òà-
êèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé ξ îïðåäåëÿåòñÿ êàê
F = {F ( · | θ), θ ∈ Θ = R }, ãäå

F (A |θ) =
1√

2π σ

∫
A

exp

{
−(x− θ)2

2σ2

}
dx,

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà A íà äåéñòâèòåëüíîé ïðÿìîé R.

Ïóñòü èçó÷åíèå ïðèðîäû èññëåäóåìîãî îáúåêòà ïðèâåëî ê çàêëþ÷åíèþ,
÷òî çíà÷åíèå θ ïðè íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xν)

ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ, ðàñïðåäåëåííîé òàêæå ïî
íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ïàðàìåòðàìè (µ, τ 2). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ µ è τ ñòàòèñòèêó èçâåñòíû, òàê ÷òî âòîðàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âå-
ðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

G(B) =
1√
2π τ

∫
B

exp

{
−(θ − µ)2

2 τ 2

}
dθ, B ∈ B.

Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, áàéåñîâñêîå ðåøåíèå íå çàâèñèò îò óïðàâëåíèÿ
ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì, ïîýòîìó ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ ðàññìîòðå-
íèåì òîëüêî âûáîðêè ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n. Â òàêîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî
ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè P ðåäóöèðóåòñÿ ê ñåìåéñòâó ðàñïðå-
äåëåíèé äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè X (âûáîðî÷íîìó ñðåäíåìó), íîðìàëüíîå
ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

p (x | θ ) =

√
n√

2π σ
exp

{
−n(x− θ)2

2σ2

}
.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X âû÷èñëÿåòñÿ ïó-
òåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî θ ñîâìåñòíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè X è θ :

pG(x) =

∫ +∞

−∞
p (x | θ ) g(θ) dt =∫ +∞

−∞

√
n√

2π σ
exp

{
−n(x− θ)2

2σ2

}
· 1√

2π τ
exp

{
−(θ − µ)2

2 τ 2

}
dθ =
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1√
2π (σ2/n+ τ 2)

exp

{
− (x− µ)2

2 (σ2/n+ τ 2)

}
.

Çàìåòèì, ÷òî èíòåãðàë âû÷èñëÿòü íå íàäî, ïîñêîëüêó îí ïðåäñòàâëÿåò ñâåð-
òêó íîðìàëüíîãî ( 0, σ2/n ) è íîðìàëüíîãî (µ, τ 2 ) ðàñïðåäåëåíèé, òî åñòü
ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñóììû äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþ-
ùèõ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñëîæå-
íèÿ.
Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ íàõîäèòñÿ ïðèâåäå-

íèåì êâàäðàòè÷íîé ôîðìû, ñòîÿùåé ïîä ýêñïîíåíòîé (ñì. íèæå) ê âèäó
(θ −M)2/2S2 :

h( θ |X ) =
p (X | θ) g( θ )

p G (X)
=√

σ2/n+ τ 2
√

2π σ τ
exp

{
−n(X − θ)2

2σ2 − (θ − µ)2

2 τ 2 +
(X − µ)2

2 (σ2/n+ τ 2)

}
=

1√
2π S

exp

{
−(θ −M)2

2S2

}
,

ãäå àïîñòåðèîðíûå ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

M =
nX σ−2 + µ τ−2

nσ−2 + τ−2 è S =
1

nσ−2 + τ−2 .

Òàêèì îáðàçîì, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü íîðìàëüíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè M è S, ïðè÷åì àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå M åñòü
âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X è àïðèîðíîãî ñðåäíåãî µ,
à àïîñòåðèîðíàÿ äèñïåðñèÿ S íå çàâèñèò îò âûáîðî÷íûõ äàííûõ.

Îáðàòèìñÿ ê ïðèìåðó 4.1 è îïðåäåëèì ïàðàìåòðè÷åñêèå ïîäìíîæåñòâà,
ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷àåìûì ãèïîòåçàì, êàê Θ0 = (−∞, θ0], Θ1 =

(θ0, +∞). Â òàêîì ñëó÷àå àïîñòåðèîðíûå âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâîñòè ãè-
ïîòåç ðàâíû

P(θ 6 θ0 |X) = Φ

(
θ0 −M

S

)
è P(θ,> θ0 |X) = 1− Φ

(
θ0 −M

S

)
.

Áàéåñîâñêîå ïðàâèëî ïðèíèìàåò ãèïîòåçó H0 : θ 6 θ0, åñëè

Φ

(
θ0 −M

S

)
6

1

2
,

òî åñòü êîãäà àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå M 6 θ0 , è ÷òî ìîæåò áûòü ñïðàâåä-
ëèâåå, ÷åì ýòî ïðàâèëî!
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×òî æå êàñàåòñÿ ïðèìåðà 4.2, ãäå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà îöåíêè ñêà-
ëÿðíîãî ïàðàìåòðà ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü, òî çäåñü áàéåñîâ-
ñêîå ïðàâèëî îïðåäåëÿåòñÿ ñòàòèñòèêîé (îöåíêîé), ðàâíîé àïîñòåðèîðíîìó
ñðåäíåìó. Ñëåäîâàòåëüíî,

θ̂G(X) = M =
nX σ−2 + µ τ−2

nσ−2 + τ−2 .

Ìîäåëü B-B. Ïóñòü ñëó÷àéíûé âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ â ðàìêàõ ñõå-
ìû èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ, ðàâíîé θ.

Ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå èñïûòàíèé n äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé ÿâëÿ-
åòñÿ T =

∑n
1 Xk, ðåàëèçóþùàÿ îáùåå êîëè÷åñòâî óñïåõîâ â ïðîâåäåííûõ

èñïûòàíèÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò P ðåäóöèðóåòñÿ
ê ñåìåéñòâó áèíîìèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ ôóíêöèÿìè ïëîòíîñòè ïî ñ÷è-
òàþùåé ìåðå

p ( t | θ) = C t
n θ

t(1− θ) n−t, t = 0, 1, . . . , n, θ ∈ ( 0, 1 ).

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü óñïåõà θ â íàáëþäàåìûõ èñõîäàõ ñõå-
ìû Áåðíóëëè ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ, íà ïðàêòèêå
îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ àïðèîðíîå áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

g(θ) =
1

B(α, β)
θ α−1(1− θ) β−1, θ ∈ ( 0, 1 ), α > 0, β > 0.

Òàêîé âûáîð àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äèêòóåòñÿ, â îñíîâíîì, íå ñòîëüêî
ïðèðîäîé èññëåäóåìîãî îáúåêòà, ñêîëüêî èñêëþ÷èòåëüíûì ðàçíîîáðàçèåì
ôîðì ôóíêöèè ïëîòíîñòè áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ. Îíà ìîæåò áûòü ñèììåò-
ðè÷íîé, ñêîøåííîé âëåâî, ñêîøåííîé âïðàâî, U-îáðàçíîé, èìåòü îòðèöà-
òåëüíûé èëè ïîëîæèòåëüíûé ýêñöåññ.
Íå âû÷èñëÿÿ ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T, äîêàæèòå, ÷òî

àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü ñíîâà áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè α+T è n+β−T, à áàéåñîâñêàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ
ïîòåðÿõ

θ̂G =
α+ T

n+ α+ β
.

Ìîäåëü P-G. Â ýòîé ìîäåëè âûáîð ïðîèñõîäèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ïî ñ÷èòàþùåé ìåðå

f(x | θ) =
θ x e−θ

x !
, x = 0, 1, . . . , θ ∈ Θ = R+ .
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Äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T =

∑n
1 Xk, èìåþùàÿ òàêæå ðàñ-

ïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì n θ . Ñëåäîâàòåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ïî ñ÷èòàþùåé ìåðå

p ( t | θ ) =
nt θ t e−n θ

t !
, t = 0, 1, . . . , θ ∈ Θ = R+ . (4.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èññëåäîâàíèå ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû ïàðàìåòðà èíòåí-
ñèâíîñòè θ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ïîêàçàëî, ÷òî çíà÷åíèå θ åñòü ðåàëè-
çàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ, èìåþùåé ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè

g(θ; λ, a) =
aλ

Γ(λ)
θ λ−1 e− a θ, θ > 0, λ > 0, a > 0.

Íå âû÷èñëÿÿ ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T, äîêàæèòå, ÷òî
àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü ñíîâà ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåò-
ðàìè λ + T è n + a, à áàéåñîâñêàÿ îöåíêà çíà÷åíèÿ θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ
ïîòåðÿõ

θ̂G =
λ+ T

n+ a
.

4.2. Ýìïèðè÷åñêèé áàéåñîâñêèé ïîäõîä ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ.
Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ ñâÿ-
çàíî, êàê ïðàâèëî, ñî ñòàòèñòè÷åñêèì àíàëèçîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èäåí-
òè÷íûõ îáúåêòîâ, ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìîé õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ
(ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè f(x | θ)) èìåþò îäíó è òó
æå ôîðìó è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà θ. Ýòè íåèçâåñò-
íûå ñòàòèñòèêó çíà÷åíèÿ è ïðåäñòàâëÿþò ïðåäìåò ñòàòèñòè÷åñêîãî ðåøå-
íèÿ. Ïóñòü áûëî îáñëåäîâàíî N îáúåêòîâ, è ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ îòíîñè-
òåëüíî çíà÷åíèÿ θk ïàðàìåòðà k -ãî îáúåêòà ïðîèçâîäèëîñü ïî âûáîðî÷íûì
äàííûì xk,1, ..., xk,n � ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé íåçàâèñèìûõ êîïèé ξ, ãäå
k = 1, . . . , N. Òàêèì îáðàçîì, ñòàòèñòèê ðàñïîëàãàåò àðõèâîì äàííûõ

x[N ] =

 x11 . . . x1n

· . . . ·
xN1 . . . xNn


Ñòðîêà xk = (xk1, . . . , xkn) àðõèâà x[N ] ñ íîìåðîì k (= 1, . . . , N) ñî-

ñòàâëÿåò ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà Xk = (Xk1, . . . , Xkn),
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ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîòîðîãî

p (x | θk ) =
n∏

i=1

f(xi | θk ), k = 1, . . . , N.

Ñëó÷àéíûå âåêòîðû X1, . . . , XN íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè, à âåê-
òîð (θ1, . . . , θN) ïðåäñòàâëÿåò ðåàëèçàöèþ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ϑ1, . . . , ϑN)

ñ íåçàâèñèìûìè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûìè êîìïîíåíòàìè � ñëó÷àéíóþ
âûáîðêó èç àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ G. Ñëåäîâàòåëüíî, p (x |ϑk ) åñòü
ïëîòíîñòü óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåêòîðà Xk îòíîñèòåëüíî ñëó÷àéíîãî
ýëåìåíòà ϑk, è ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ýòîãî âåêòîðà îïðåäåëÿåòñÿ
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè p G (x ) ïðè ëþáîì k = 1, . . . , N. Òàêèì îáðàçîì,
�ñëó÷àéíûé àíàëîã�

X[N ] =

 X11 . . . X1n

· . . . ·
XN1 . . . XNn


àðõèâà x[N ] èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p G,n (x1, . . . ,xN ) =
N∏

k=1

p G (xk ) .

Åñëè G = {Gλ, λ ∈ Λ} åñòü ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî àïðèîðíûõ ðàñ-
ïðåäåëåíèé, òî çíà÷åíèå ïàðàìåòðà λ ìîæíî îöåíèòü, íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ
ìåòîä ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, îñíîâàííûé íà ôóíêöèè ïëîòíîñòè
p Gλ,n (x[N ]), â êîòîðîé âìåñòî àðãóìåíòà ïîäñòàâëÿþòñÿ àðõèâíûå äàííûå.
Ïðîèëëþñòðèðóåì ýòîò ìåòîä îöåíêè λ íà ïðèìåðå ìîäåëè N-N.

Ïðèìåð 4.3. Ýìïèðè÷åñêèé áàéåñîâñêèé âûâîä â ìîäåëè N-N. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ µ è τ àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íå èçâåñòíû. ×òî êàñàåòñÿ çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè σ2, êîòîðîå íå èçìå-
íÿåòñÿ îò âûáîðêè ê âûáîðêå, òî åå çíà÷åíèå, êàê ïðàâèëî, òàêæå íå èçâåñò-
íî, è ïðîáëåìà åãî îöåíêè âêëþ÷àåòñÿ â îáùóþ çàäà÷ó îöåíêè ïàðàìåòðîâ
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè òðàêòîâàòü σ2 êàê çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû ñ âûðîæäåííûì (ñîñðåäîòî÷åííûì â îäíîé òî÷êå) àïðèîðíûì
ðàñïðåäåëåíèåì.
Ïîñêîëüêó ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îá-

ëàäàåò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé (X, S 2), òî àðõèâ äàííûõ ðåäóöèðóåòñÿ
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ê âåêòîðó X[N ] = (X1, S
2
1), . . . , (XN , S

2
N) c äâóìåðíûìè êîìïîíåíòàìè,

ñîñòîÿùèìè èç âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S 2. Îò-
ìåòèì îäíó íåìàëîâàæíóþ äåòàëü ïðè ðåäóêöèè àðõèâà ê äîñòàòî÷íûì
ñòàòèñòèêàì, êîòîðàÿ îáñóæäàëàñü òàêæå â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé
ñòàòèñòèêè. Ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü íåñìåùåííûå îöåíêè

S 2
k =

1

n− 1

n∑
i=1

(Xki −Xk ) 2, k = 1, . . . , N,

ïàðàìåòðà σ2 ïî êàæäîé âûáîðêå àðõèâà, èáî, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, îáùàÿ
îöåíêà σ2 áóäåò íåñîñòîÿòåëüíîé è ïðè ìàëûõ îáúåìàõ n (íàïèìåð, n = 2)
êàæäîé âûáîðêè áóäåò âûäàâàòü çàíèæåííîå çíà÷åíèå äèñïåðñèè.
Êàê óòâåðæäàåò èçâåñòíàÿ òåîðåìà Ôèøåðà, ñòàòèñòèêè X è S 2 íåçà-

âèñèìû, X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè (θ, σ2/n), à
(n−1)S 2/σ2 ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó õè-êâàäðàò ñ (n−1)�é ñòåïåíüþ ñâî-
áîäû. Â ïðèìåðå 4.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X
òàêæå íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè µ è θ+σ2/n; ðàñïðåäåëåíèå S 2 îñòàåòñÿ
ïðåæíèì. Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ àðõèâà x [N ] ðàâíà

L
(
µ, τ 2, σ2 |x [N ]

)
=

1

( 2 π (τ 2 + σ2/n) ) N/2 exp

{
− 1

2 (τ 2 + σ2/n)

N∑
k=1

(Xk − µ) 2

}
×

(n− 1) (n−1)/2

2 (n−1)/2 σ n−1 Γ ( (n− 1)/2 )

N∏
k=1

S n−3
k exp

{
− n− 1

σ2

N∑
k=1

S 2
k

}
.

Òî÷êà ( µ̂, τ̂ 2, σ̂2 ) (îöåíêà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ òðåõìåðíîãî
ïàðàìåòðà) äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà ýòîé ôóíêöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ñòàí-
äàðòíûì ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Îïóñêàÿ òðèâèàëüíûå àëãåáðàè÷åñêèå âûêëàä-
êè, ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ïàðàìåòðîâ
àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ:

µ̂ = X =
1

N

n∑
k=1

Xk, τ̂ 2 =
1

N

n∑
k=1

[
(Xk −X) 2 − S 2

k

]
, σ̂2 =

1

N

n∑
k=1

S 2
k .

Çàêàí÷èâàÿ ýòîò ïðèìåð, îòìåòèì, ÷òî äëÿ ìîäåëåé B-B è P-G îöåí-
êè ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, ê ñîæàëåíèþ, íå íàõîäÿòñÿ â ÿâíîì âè-
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äå. Ìîæíî, êîíå÷íî, ïîëó÷èòü ÿâíûå îöåíêè ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ èëè âîñ-
ïîëüçîâàòüñÿ âû÷èñëèòåëüíûìè ìåòîäàìè íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìóìà ôóíê-
öèè ìíîãèõ ïåðåìåííûõ.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîëíîñòüþ
íå èçâåñòíî. Çäåñü ïîñòðîåíèå ýìïèðè÷åñêîãî àíàëîãà áàéåñîâñêîé ïðîöå-
äóðû âîçìîæíî äàëåêî íå âñåãäà. Ã. Ðîááèíñ â 1955 ãîäó âïåðâûå ïîñòðîèë
ýìïèðè÷åñêóþ áàéåñîâñêóþ îöåíêó äëÿ ïàðàìåòðà ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðå-
äåëåíèÿ ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü. Â ïîñëåäóþùåì ýòîò ïðèìåð
áûë ðàñïðîñòðàíåí íà çàäà÷ó îöåíêè â ðàìêàõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðÿõ è ïðîâåðêè îäíîñòî-
ðîííèõ ãèïîòåç ïðè ñïåöèàëüíîé (ëèíåéíîé ïî ïàðàìåòðó) ôóíêöèè ïîòåðü.
Ðåøåíèå áûëî ïîëó÷åíî áëàãîäàðÿ òîìó, ÷òî àïîñòåðèîðíûé ðèñê ìîæíî
áûëî âûðàçèòü â òåðìèíàõ ìàðãèíàëüíîé ôóíêöèè ïëîòíîñòè äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêè, êîòîðàÿ çàòåì îöåíèâàëàñü ïî àðõèâó äàííûõ. Ìû ðàññìîòðèì
äâà ïðèìåðà íà ïîñòðîåíèå íåïàðàìåòðè÷åñêîãî àíàëîãà áàéåñîâñêîé îöåí-
êè äëÿ äèñêðåòíîãî (ïðîöåäóðà Ðîááèíñà) è íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèé.

Ïðèìåð 4.4. Ýìïèðè÷åñêàÿ áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïóàññîíà ïðè íåèçâåñòíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Ðàññìàòðèâà-
åòñÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü P-G, ãäå âûáîð ïðîèñõîäèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ
Ïóàññîíà, à ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â áàéåñîâñêîé îöåíêå ïàðà-
ìåòðà èíòåíñèâíîñòè θ ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü.
Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âû-

áîðêè èç ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T =∑n
1 Xk, èìåþùàÿ òàêæå ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì n θ ; ôóíê-

öèÿ ïëîòíîñòè p ( t | θ ) ñòàòèñòèêè T îïðåäåëÿëàñü ôîðìóëîé (4.1). Ïóñòü
G � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ,

p G(t) =

∫ ∞

0
p ( t | θ ) dG(θ) −

ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ìàðãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè T.

Ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ðàâíà àïîñòåðè-
îðíîìó ñðåäíåìó, êîòîðîå äëÿ äàííîé ìîäåëè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäó-
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þùåì âèäå:

θ̂ G = nT

∫ ∞

0
θ · θ T e−n θ dG( θ ) / [T ! · p G(T ) ] =

(T + 1 )

n
· nT+1

∫ ∞

0
θ T+1 e−n θ dG( θ ) / [ (T + 1 ) ! · p G(T ) ] =

(T + 1 )

n
· p G(T + 1 )

p G(T )
.

Ïóñòü t � çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T â òåêóùåì ýêñïåðèìåíòå, ïî íàáëþ-
äåíèÿì â êîòîðîì îöåíèâàåòñÿ ïàðàìåòð θ. ×òîáû âû÷èñëèòü çíà÷åíèå
áàéåñîâñêîé îöåíêè θ̂ G, íàéäåì îöåíêè âåðîÿòíîñòåé p G( t ) è p G( t + 1 )

ïî àðõèâó t1, . . . , tN ïðåäûäóùèõ òåêóùåìó ýêñïåðìåíòó çíà÷åíèé ñòàòè-
ñòèêè T. Ïóñòü N t, N t+1 � êîëè÷åñòâà çíà÷åíèé ñòàòèñòèêè T â àðõèâå,
êîòîðûå ðàâíû t è t + 1 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó p G( t ) = P (T = t ),

òî èìååì ÷àñòîòíûå îöåíêè

p̂ G,N( t ) =
N t

N
, p̂ G,N( t+ 1 ) =

N t+1

N
,

êîòîðûå îïðåäåëÿþò çíà÷åíèå ýìïèðè÷åñêîé áàéåñîâñêîé îöåíêè

θ̂ G,N =
(T + 1 )

n
· N t+1

N t
.

Íåáîëüøîå çàìå÷àíèå: äëÿ òîãî, ÷òîáû èçáåæàòü �äåëåíèÿ íà íóëü�, åñëè
â àðõèâå äàííûõ íå íàéäåòñÿ çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T, ðàâíîå t, òî äîñòàòî÷-
íî âêëþ÷èòü ýòî çíà÷åíèå â àðõèâ, îáúåì êîòîðîãî ñòàíåò ðàâíûì N + 1.

Ïðèìåð 4.5. Ýìïèðè÷åñêàÿ áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîð-
ìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè íåèçâåñòíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè. Îáðà-
òèìñÿ ê ïðîáëåìå, ðàññìîòðåííîé â ïðèìåðå 4.3, êîãäà àïðèîðíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå G ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ϑ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, èìåþùåé
íîðìàëüíîå (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèå, ïîëíîñòüþ íå èçâåñòíî. Êàê áûëî ïîêà-
çàíî â ïðèìåðå 4.3, îöåíêà íåèçâåñòíîãî, îáùåãî äëÿ âñåõ ýêñïåðèìåíòîâ
çíà÷åíèÿ äèñïåðñèè σ2 äîñòàòî÷íî ïðîñòî îöåíèâàåòñÿ ïî àðõèâó äàííûõ
âíå çàâèñèìîñòè îò àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϑ.
Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü åñòü àïîñòåðè-

îðíîå ñðåäíåå, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

θ̂ G(X ) =

√
n√

2π σ

∫ +∞

−∞
θ exp

{
−n(X − θ)2

2σ2

}
dG(θ) / pG(X ),
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ãäå ìàðãèíàëüíàÿ ïëîòíîñòü âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå

p G(x ) =

√
n√

2π σ

∫ +∞

−∞
exp

{
−n(x− θ)2

2σ2

}
dG( θ ) .

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ìàðãèíàëüíîé ïëîòíîñòè

p ′G(x ) =

√
n√

2π σ

∫ +∞

−∞

n (θ − x)

σ2 exp

{
−n(x− θ)2

2σ2

}
dG( θ ) =

n

σ2 p G(x )
[
θ̂ G(x ) − x

]
,

òî çíà÷åíèå áàéåñîâñêîé îöåíêè, êîãäà ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèÿ âûáîðî÷íîãî
ñðåäíåãî X â òåêóùåì ýêñïåðèìåíòå ðàâåí x, ïðèîáðåòàåò âèä

θ̂ G(x ) =
σ2

n

d

d x
ln p G(x ) + x .

Òàêèì îáðàçîì, ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé áàéåñîâñêîé îöåíêè
θ ñâîäèòñÿ ê äîñòàòî÷íî ãëàäêîé îöåíêå ôóíêöèè ïëîòíîñòè p G(x ) ìàð-
ãèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X ïî ðåçóëüòàòàì x1, . . . , xN íàáëþäåíèé ýòîé
ñòàòèñòèêè â ïðåäûäóùèõ N ýêñïåðèìåíòàõ, òî åñòü ïî àðõèâó X1, . . . , XN .

Îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ ÿäåðíàÿ îöåíêà ïëîòíîñòè

p̂ G,N(x) =
1

N h

N∑
k=1

K

(
x − Xk

h

)
,

ãäå h ñïåöèàëüíî ïîäáèðàåìîå ÷èñëî, à K( · ) � ÿäðî îöåíêè, êîòîðîå òàêæå
òðåáóåò ñïåöèàëüíîé êîíêðåòèçàöèè. Îöåíêà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñîñòàâëÿ-
åò îòäåëüíóþ, äîñòàòî÷íî ñëîæíóþ çàäà÷ó, êîòîðîé ïîñâÿùàþòñÿ áîëüøèå
ìîíîãðàôèè.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Â ðàìêàõ ìîäåëè B-B, íå âû÷èñëÿÿ ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äîñòà-
òî÷íîé ñòàòèñòèêè T, äîêàæèòå, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ
åñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α + T è n + β − T. Íàéäèòå
áàéåñîâñêóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðÿõ.

2. Â ðàìêàõ ìîäåëè P�G, íå âû÷èñëÿÿ ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå äî-
ñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T, äîêàæèòå, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ϑ åñòü ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè λ + T è n + a. Íàéäèòå
áàéåñîâñêóþ îöåíêó çíà÷åíèÿ θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðÿõ.
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3. Äëÿ ìîäåëè P�G íàéäèòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ ïðè ôóíêöèè
ïîòåðü

L(θ, d) =

 1, åñëè | θ − d |/ θ > ∆,

0, åñëè | θ − d |/ θ 6 ∆.

4. Ïóñòü X èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå:

P(X = x) = (1− θ)x−1θ, x = 1, 2, . . . , θ ∈ (0, 1).

Ïðè íàáëþäåíèè X çíà÷åíèå θ åñòü ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
ϑ, èìåþùåé áåòà ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α è β. Íàéäèòå áàéå-
ñîâñêóþ îöåíêó θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðÿõ.

5∗ . Ïóñòü X(n) = (X1, . . . , Xn) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ïîêàçàòåëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

f(x | θ) = θ exp{− θ x }, x > 0, θ > 0.

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðè íàáëþäåíèè X(n) çíà÷åíèå θ åñòü ðåàëè-
çàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ, àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå G êîòîðîé
ïîëíîñòüþ íå èçâåñòíî, ïðåäëîæèòå ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ýìïèðè÷åñêîé
áàéåñîâñêîé îöåíêè θ, àíàëîãè÷íûé ìåòîäó ïðèìåðà 4.5.

61



§ 5. Ìèíèìàêñíûå ðåøåíèÿ

Ìåòîäû ìèíèìèçàöèè àïðèîðíîãî ðèñêà, êîòîðûå áûëè ïðåäñòàâëåíû â
ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå, ñëóæàò îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì â ðåøåíèè äî-
âîëüíî áîëüøîãî êðóãà çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíûõ ïðîöåäóð ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî âûâîäà. Âî ìíîãîì ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî áàéåñîâñêèå ðå-
øåíèÿ è èõ �ñëàáûå� ïðåäåëû, (çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ àïðèîðíîãî ðàñïðåä-
ëåíèÿ óñòðåìëÿþòñÿ ê îïðåäåëåííûì ïðåäåëàì, ÷àùå âñåãî, ê áåñêîíå÷íî-
ñòè) îáðàçóþò êëàññ òàê íàçûâàåìûõ äîïóñòèìûõ ðåøåíèé: íå ñóùåñòâó-
åò ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ôóíêöèÿ ðèñêà êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ëó÷øå
áàéåñîâñêîãî. Êîíå÷íî, ýòî óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå À.Âàëüäîì â ïåðâîé
ïîëîâèíå ïðîøëîãî âåêà, ñïðàâåäëèâî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ïà-
ðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé è ôóíêöèþ ïîòåðü, íî
ýòè óñëîâèÿ ïðàêòè÷åñêè âñåãäà âûïîëíèìû â êîíêðåòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
èññëåäîâàíèÿõ. Â ýòîì ïàðàãðàôå áóäóò ðàçðàáàòûâàòüñÿ ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò íàèáîëüøåå çíà-
÷åíèå ôóíêöèè ðèñêà. Ñïåöèàëüíûé âûáîð àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íå
ñâÿçàííûé ñî ñïåöèôèêàöèåé âûðîÿòíîñòíîé ìîäåëè, ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ
ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷.
Ðàññìîòðèì îáùóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîáëåìó ñ ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé

D, ôóíêöèåé ïîòåðü L(θ, d) è ñåìåéñòâîì P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ}, âîçìîæ-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè X äëÿ çàäàííîãî óïðàâëåíèÿ ρ =

(ϕs, ϕc) ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ïóñòü R(ϕ | θ) = EθL(θ, δ(X)),

θ ∈ Θ, � ôóíêöèÿ ðèñêà ïðîöåäóðû ϕ, è δ = δ(X) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ïðàâèëó ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ. Êàê è â ïðåäûäóùåì
ïàðàãðàôå, óïðàâëåíèå ρ áóäåò ñ÷èòàòüñÿ ôèêñèðîâàííûì (çàäàííûì), à
ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd áóäåò îïðåäåëÿòñÿ êàê ðåøåíèå íåêîòîðîé
çàäà÷è íà ýêñòðåìóì. Â ñâÿçè ñ ýòèì âûáîð ïðàâèëà ϕd îòîæäåñòâëÿåòñÿ
ñ çàäàíèåì âñåé ïðîöåäóðû ϕ = (ρ, ϕd) ñòàòèñòè÷åñêîãî âûáîðà, òàê ÷òî
èíäåêñ d â çàïèñè ïðàâèëà ϕd áóäåò îïóñêàòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 5.1. Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕ∗ íàçûâàåòñÿ ìèíè-
ìàêñíûì, åñëè

sup
θ∈Θ

R(ϕ∗ | θ) 6 sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ),
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êàêîâî áû íè áûëî ïðàâèëî ϕ.

Òàêèì îáðàçîì, íà ìèíèìàêñíîì ïðàâèëå ϕ∗ äîñòèãàåòñÿ íàèìåíüøåå
çíà÷åíèå ìàêñèìóìà ôóíêöèè ðèñêà.

Ïðåäëîæåíèå 5.1. Ïóñòü G � êëàññ âñåâîçìîæíûõ àïðèîðíûõ ðàñïðå-
äåëåíèé íà èçìåðèìîì ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå (Θ, B), âêëþ÷àþ-
ùèé êëàññ H, âûðîæäåííûõ â êàæäîé òî÷êå θ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Θ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé. Òîãäà

sup
G∈G

R G(ϕ ) = sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ), (5.1)

ãäå R G(ϕ ) � àïðèîðíûé ðèñê ïðàâèëà ϕ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïîñêîëüêó

R G(ϕ ) =

∫
Θ
R(ϕ | θ) dG( θ ) 6 sup

θ∈Θ
R(ϕ | θ),

òî
sup
G∈G

R G(ϕ ) 6 sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ).

Ñïðàâåäëèâîñòü îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà, îòêóäà áóäåò ñëåäîâàòü óòâåðæäå-
íèå Ïðåäëîæåíèÿ, äîêàçûâàåòñÿ ñòîëü æå ïðîñòî:

sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ) = sup
G∈H

R G(ϕ ) > sup
G∈G

R G(ϕ ). 2

Ðàâåíñòâî (5.1) ãîâîðèò î òîì, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà, âîçìîæíî, áóäåò
áàéåñîâñêîé ïðè íåêîòîðîì �íàèõóäøåì� èç âñåõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ââåäåì ñëåäóþùåå

Îïðåäåëåíèå 5.2. Àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå G∗ íàçûâàåòñÿ íàèìåíåå
áëàãîïðèÿòíûì, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé åìó áàéåñîâñêèé ðèñê íå ìåíüøå
áàéåñîâñêîãî ðèñêà ïðè ëþáîì äðóãîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè, òî åñòü
R G∗(ϕ G∗) > R G(ϕ G) .

Òåîðåìà 5.1. Åñëè äëÿ áàéåñîâñêîãî ðèñêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåêîòî-
ðîìó àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ G, èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

R G(ϕ G) = sup
θ∈Θ

R(ϕ G | θ), (5.2)

63



òî ( i ) ïðàâèëî ϕ G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì, ( ii ) G åñòü íàèìåíåå áëàãî-
ïðèÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Äîêà çàò åëü ñòâî. ( i ) Ïóñòü ϕ � ëþáîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Òîãäà

sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ) >
∫

Θ
R(ϕ | θ) dG(θ) >

∫
Θ
R(ϕ G | θ) dG (θ) =

R G(ϕ G) = sup
θ∈Θ

R(ϕ G | θ)

(ñì. ðàâåíñòâî (5.2)). Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 5.1 ϕ G åñòü ìèíèìàêñíîå ïðà-
âèëî.

( ii ) Åñëè G ′ � íåêîòîðîå äðóãîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå, òî

R G ′(ϕ G ′) =

∫
Θ
R(ϕ G ′ | θ) dG ′ (θ) 6

∫
Θ
R(ϕ G | θ) dG ′ (θ) 6

sup
θ∈Θ

R(ϕ G | θ) = R G(ϕ G),

òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 5.2 G � íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå.
2

Ðàâåíñòâî (5.2) óòâåðæäàåò, ÷òî ñðåäíåå çíà÷åíèå R(ϕ G |ϑ) ïî àïðèîð-
íîìó ðàñïðåäåëåíèþ G ðàâíî ìàêñèìóìó ôóíêöèè ðèñêà R(ϕ G | θ). Ýòî
âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà ôóíêöèÿ ðèñêà ïîñòîÿííà èëè, áîëåå îáùèì îáðàçîì,
íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå G ïðèïèñûâàåò âåðîÿòíîñòü åäè-
íèöà ìíîæåñòâó ïàðàìåòðîâ, íà êîòîðîì ôóíêöèÿ ðèñêà äîñòèãàåò ñâîåãî
íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî

Ñëåäñòâèå 5.1. Åñëè íåêîòîðîå áàéåñîâñêîå ïðàâèëî ϕ G èìååò ïîñòî-
ÿííóþ ôóíêöèþ ðèñêà, òî îíî ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì.

Ïðèìåð 5.1. Ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ
â ñõåìå Áåðíóëëè. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäè-
êàòîðîâ óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ, ïðîâîäèìîãî â ðàìêàõ ñõåìû Áåðíóëëè ñ
âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà θ. Íàéäåì ìèíèìàêñíóþ îöåíêó ýòîãî ïàðàìåòðà ïðè
íîðìèðîâàííîé êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü âèäà

L(θ, d) =
(θ − d)2

θ ( 1− θ )
.
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Âûáåðåì â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϕ ðàâíîìåðíîå ðàñïðå-
äåëåíèå íà èíòåðâàëå (0, 1) è ïîñòðîèì áàéåñîâñêîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèÿ îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà θ.
Òàê êàê ôóíêöèÿ ïîòåðü âûïóêëà ïî d, òî áàéåñîâñêîå ïðàâèëî íå áóäåò

ðàíäîìèçèðîâàííûì è áóäåò èìåòü âèä íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè θ̂ = θ̂(T )

� ôóíêöèè îò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T =
∑n

1 Xi, êîòîðàÿ äîñòàâëÿåò
ìèíèìóì àïîñòåðèîðíîìó ðèñêó

<(d |T ) =
1

p G(T )

1∫
0

L(θ, d) p (T | θ ) g(θ)dθ,

ãäå ïëîòíîñòü g ( θ ), θ ∈ (0, 1), ðàâíîìåðíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà èíòåðâàëå (0, 1) è ðàâíà 1 íà ýòîì èíòåðâàëå, à
ìàðãèíàëüíàÿ ïëîòíîñòü ñòàòèñòèêè T

p G(t) = P (T = t ) =

1∫
0

p ( t | θ ) g(θ)dθ =

1∫
0

Ct
n θ

t(1− θ) n−t dθ =

Ct
n · B(t+ 1, n− t+ 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïàðàìåòðàìè t+ 1 è n− t+ 1, òàê ÷òî àïîñòåðèîðíûé ðèñê

<(d |T ) =
1

B( t+ 1, n− t+ 1 )

1∫
0

(θ − d)2

θ ( 1− θ )
θ t (1− θ) n−t dθ =

B( t, n− t )

B( t+ 1, n− t+ 1 )

 1

B( t, n− t )

1∫
0

(θ − d)2 θ t−1 (1− θ) n−t−1 dθ

 .
Èíòåãðàë â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè d, ðàâíîì

ñðåäíåìó çíà÷åíèþ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðàìè t è n− t. Ýòî ñðåä-
íåå ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ è äîñòàâëÿåò áàéåñîâñêóþ îöåíêó âåðîÿòíîñòè θ

óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ:

θ̂ G( t ) =
1

B( t, n− t )

1∫
0

θ · θ t−1 (1− θ) n−t−1 dθ =
B( t+ 1, n− t )

B( t, n− t )
=
t

n
.

Èòàê, áàéåñîâñêàÿ îöåíêà ïðè ðàâíîìåðíîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè
ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ è åå çíà÷åíèå ðàâíî
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îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòå óñïåõîâ â n èñïûòàíèÿõ Áåðíóëëè:

θ̂ G(T ) =
1

n

n∑
1

Xi .

Äèñïåðñèÿ ñòàòèñòèêè T/n ðàâíà θ ( 1−θ )/n, òàê ÷òî ôóíêöèÿ ðèñêà ýòîé
îöåíêè

R(θ̂ G | θ) =
E ( θ − θ̂ G(T ))2

θ ( 1− θ )
=

θ ( 1− θ )

n θ ( 1− θ )
=

1

n
.

Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðèñêà íå çàâèñèò îò θ, òî T/n � ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà.

Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè ïîòåðü âçÿòü îáû÷íóþ êâàäðàòè÷íóþ ôóíêöèþ
L(θ, d) = (θ − d)2, òî ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà áóäåò èìåòü âèä

θ̂(T ) =
T +

√
n/2

n+
√
n/2

.

Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü ýòî, âîçüìèòå â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè, ðàâíûìè

√
n/2, è

ñäåëàéòå âû÷èñëåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðèâåäåííûì âûøå.

Ìåòîä íàõîæäåíèÿ ìèíèìàêñíûõ îöåíîê, êîòîðûé äàåò óòâåðæäåíèå Òå-
îðåìû 5.1, òðåáóåò ñóùåñòâîâàíèÿ íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîãî (ñîáñòâåííî-
ãî!) àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, è åñëè òàêîâîãî íå ñóùåñòâóåò, òî ìåòîä íå
ïðèìåíèì. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïðîáëåìó ìèíèìàêñíîé îöåíêè ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ θ íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ. Èíòóèòèâíî ìû îñîçíàåì,
÷òî äëÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà íå ñòîèò îòäàâàòü ïðåäïî÷òåíèå êàêîìó-ëèáî îò-
äåëüíîìó çíà÷åíèþ θ, â òî âðåìÿ êàê â ïðèìåðå 5.1 â áîëüøåé ñòåïåíè îùó-
ùàëàñü íåîáõîäèìîñòü êîíöåíòðèðîâàíèÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îêîëî
çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè óñïåõà θ = 0, 5, � ïðè ýòîì çíà÷åíèè θ áèíîìèàëü-
íîå ðàñïðåäåëåíèå èìååò íàèáîëüøóþ äèñïåðñèþ. Ñîáñòâåííî, ýòà ñìóòíàÿ
äîãàäêà ïîëó÷èëà ñâîå ïîäòâåðæäåíèå â çàäà÷å, êîòîðàÿ ïðåäëîæåíà äëÿ
ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðåøåíèÿ â êîíöå ïðèìåðà 5.1. Â ñëó÷àå æå ïàðàìåòðà
ñäâèãà ðàâíîìåðíîñòü íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîãî àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ ïî÷òè î÷åâèäíîé. Íî îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà
ñäâèãà åñòü âñÿ ÷èñëîâàÿ ïðÿìàÿ, è îíà íå ìîæåò áûòü íîñèòåëåì ñîáñòâåí-
íîãî ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ñëåäóåò îáîáùèòü ìåòîä Òåîðå-
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ìû 5.1 íà ñëó÷àé íåñîáñòâåííûõ íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíûõ ðàñïðåäåëåíèé,
ââîäÿ èõ êàê ïðåäåëû âåðîÿòíîñòíûõ ìåð.
Ïóñòü {Gn, n = 1, 2, . . .} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ àïðèîðíûõ

ðàñïðåäåëåíèé è Rn = R Gn
(ϕ Gn

) � áàéåñîâñêèé ðèñê, ñîîòâåòñòâóþùèé
Gn. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áàéåñîâñêèõ ðèñêîâ ïðè n→∞
èìååò íåêîòîðûé êîíå÷íûé ïðåäåë R.

Îïðåäåëåíèå 5.3. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé
{Gn, n = 1, 2, . . .} íàçûâàåòñÿ íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîé, åñëè áàéåñîâñêèé
ðèñê R G, ñîîòâåòñòâóþùèé ëþáîìó àïðèîðíîìó ðàñïðåäåëåíèÿ G, óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó R G 6 R.

Òåîðåìà 5.2. Ïóñòü {Gn} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîáñòâåííûõ àïðèîð-
íûõ ðàñïðåäåëåíèé, äëÿ êîòîðûõ áàéåñîâñêèå ðèñêè {Rn} èìåþò êîíå÷íûé
ïðåäåë R. Åñëè äëÿ ôóíêöèè ðèñêà íåêîòîðîãî ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
ϕ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ) = R, (5.3)

òî ( i ) ïðàâèëî ϕ G ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíûì, ( ii ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gn

íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíà.

Äîêà çàò åëü ñòâî. ( i ) Ïóñòü ϕ ′ � ëþáîå äðóãîå ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ. Òîãäà

sup
θ∈Θ

R(ϕ ′ | θ) >
∫

Θ
R(ϕ ′ | θ) dGn(θ) >

∫
Θ
R(ϕ Gn

| θ) dGn(θ) = Rn.

Ïîñêîëüêó ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîì n = 1, 2, . . . , òî â ñèëó
óñëîâèÿ (5.3)

sup
θ∈Θ

R(ϕ ′ | θ) > lim
n→∞

Rn = R = sup
θ∈Θ

R(ϕ | θ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ϕ � ìèíèìàêñíîå ïðàâèëî.
( ii ) Ïóñòü G � ëþáîå àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ

(5.3)

R G =

∫
Θ
R(ϕ G | θ) dG(θ) 6

∫
Θ
R(ϕ | θ) dG(θ) 6 sup

θ∈Θ
R(ϕ | θ) = R,

òàê ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ 5.3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Gn íàèìåíåå áëàãîïðèÿò-
íà. 2
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Ïðèìåð 5.2. Ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ôèêñèðîâàííîãî
îáúåìà n èç íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ. Äîêàæåì, ÷òî âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå X åñòü ìèíèìàêñíàÿ îöåíêà θ ïðè ôóíêöèè ïîòåðü òèïà 1� 0:

L(θ, d) =

 0, åñëè | θ − d) | 6 ∆,

1, åñëè | θ − d) | > ∆.

Ïîñêîëüêó âûáîðî÷íîå ñðåäíåå èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðà-
ìåòðàìè (θ, σ2/n), òî ôóíêöèÿ ðèñêà îöåíêè X ïðè âûáðàííîé ôóíêöèè
ïîòåðü ðàâíà

R(X | θ) = P ( |X − θ | > ∆ ) = 2

[
1− Φ

(
∆
√
n

σ

)]
. (5.4)

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîðìàëüíûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñ îäè-
íàêîâûìè ñðåäíèìè µm = 0 è äèñïåðñèÿìè σm = m, m = 1, 2, . . . . Â § 4
ïðè èçó÷åíèè ìîäåëè N�N áûëî ïîêàçàíî, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëå-
íèå ϑ åñòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè

M =
nX σ−2 + µ τ−2

nσ−2 + τ−2 è S
2 =

1

nσ−2 + τ−2 ,

êîòîðûå äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ íîðìàëüíîãî (0, m) àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ ïðèíèìàþò âèä

M =
X

1 + σ2/(nm)
è S

2 =
σ2

n+ σ2/m
.

Àïîñòåðèîðíûé ðèñê ïðè ôóíêöèè ïîòåðü 1� 0 ðàâåí àïîñòåðèîðíîé âå-
ðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ |ϑ− d | > ∆. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íîðìàëü-
íîãî àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî àïîñòåðè-
îðíîãî ñðåäíåãî M, òî, êàê è â ñëó÷àå êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðü, àïîñòåðèîðíîå
ñðåäíåå M åñòü áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ, àïîñòåðèîðíûé ðèñê êîòîðîé

<( M |X) = P ( |ϑ−M | > ∆ |X) = 2

[
1− Φ

(
∆

S

)]
.

Òàê êàê àïîñòåðèîðíûé ðèñê íå çàâèñèò îò X, òî îí ðàâåí àïðèîðíîìó
ðèñêó, à ïîñêîëüêó àïîñòåðèîðíàÿ äèñïåðñèÿ ïðè m→∞ ñõîäèòñÿ ê äèñ-
ïåðñèè σ2/n âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X, òî àïðèîðíûé ðèñê ïðè m → ∞
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ñõîäèòñÿ ê

2

[
1− Φ

(
∆
√
n

σ

)]
−

ôóíêöèè ðèñêà îöåíêè X, íå çàâèñÿùåé îò θ (ñì. ôîðìóëó (5.4)). Ñëåäî-
âàòåëüíî, ñóïðåìóì ïî θ ôóíêöèè ðèñêà ðàâåí ïðåäåëó àïðèîðíîãî ðèñêà,
ðàâåíñòâî (5.3) â óñëîâèè Òåîðåìû 5.2 âûïîëíÿåòñÿ è X åñòü ìèíèìàêñíàÿ
îöåíêà.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî íàéòè ìèíèìàêñíûå îöåíêè â áîëüøèíñòâå ïðàê-
òè÷åñêè çíà÷èìûõ çàäà÷ íåëåãêî. Íàïðèìåð, íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå â çàäà÷å îöåíêè âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåð-
íóëëè ïðè ôóíêöèè ïîòåðü òèïà 1� 0 ñîñðåäîòî÷åíî â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê
èíòåðâàëà (0, 1), íàõîæäåíèå êîîðäèíàò êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñëîæíóþ
âû÷èñëèòåëüíóþ çàäà÷ó. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóàöèÿ ñ îöåíêîé ñðåäíåãî çíà÷å-
íèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî åãî çíà÷åíèå ïðèíàä-
ëåæèò íåêîòîðîìó èíòåðâàëó íà ïðÿìîé êîíå÷íîé äëèíû.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1∗. Íàéäèòå ìèíèìàêñíóþ îöåíêó ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà
ïðè ôóíêöèè ïîòåðü

L(θ, d) =

 1, åñëè | θ − d |/ θ > ∆,

0, åñëè | θ − d |/ θ 6 ∆.

Óêàçàíèå: ïîñòðîéòå áàéåñîâñêóþ îöåíêó θ ïðè àïðèîðíîì ãàììà-ðàñ-
ïðåäåëåíèè ñ ïàðàìåòðàìè λ è a, ïîñëå ÷åãî â áàéåñîâñêîé îöåíêå
ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó, êîãäà λ è a ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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§ 6. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè

ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì

6.1. Íåñìåùåííûå îöåíêè ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ôóíêöè-
åé θ -ðèñêà. Îïòèìàëüíîñòü ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü â äâóõ ïðåäûäóùèõ ïàðàãðàôàõ, íîñèëà
�ãëîáàëüíûé� õàðàêòåð � ìèíèìèçèðîâàëèñü îïðåäåëåííûå ôóíêöèîíàëû
îò ôóíêöèè ðèñêà äëÿ ïðàâèëà ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ â ëþáîé ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ïðîáëåìå, îïðåäåëÿåìîé ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé, ôóíêöèåé ïîòåðü
è âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ. Åñëè æå îáðàòèòüñÿ ê çàäà÷å ðàâíîìåðíîé ìè-
íèìèçàöèè ôóíêöèé θ - è d -ðèñêà ïî èõ àðãóìåíòàì, òî çäåñü ïðèõîäèò-
ñÿ ðàññìàòðèâàòü ñòàòèñòè÷åñêèå ïðîáëåìû îöåíêè ïàðàìåòðîâ, ïðîâåðêè
ãèïîòåç è ò.ä. ïî îòäåëüíîñòè. Äàííûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí ðàâíîìåðíîé
(ïî âñåì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà) ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè ðèñêà äëÿ ïðàâèë
îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà, èíäåêñèðóþùåãî ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà.
Èòàê, ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ} � ñòàòèñòè÷å-

ñêàÿ ìîäåëü (ñåìåéñòâî âîçìîæíûõ ðàñïðåäåëåíèé X ), äîìèíèðóåìàÿ ìå-
ðîé µ, è p (x | θ) � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ P ( · | θ) ïî ýòîé ìåðå.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îöåíêè ïàðàìåòðà θ, êîãäà Θ ⊂ R, òî åñòü θ � ñêàëÿð-
íûé ïàðàìåòð, à ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D = Θ. Åñòåñòâåííî, ðàññìàòðèâà-
åòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé îöåíêè: äëÿ çàäàííîé ôóíêöèè ïîòåðü
L(θ, d) òðåáóåòñÿ ïîòðîèòü ïðàâèëî ϕ îöåíêè çíà÷åíèÿ θ, êîòîðîå ìèíèìè-
çèðóåò âåëè÷èíó ñðåäíèõ ïîòåðü R(ϕ | θ) = EθL(θ, δ(X)) (ôóíêöèþ ðèñêà)
îäíîâðåìåííî ïî âñåì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà θ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ïðà-
âèëà îñòàíîâêè è âûáîðà çàäàíû äî ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé.
Êàê èçâåñòíî èç îáùåãî êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè, òàêàÿ çàäà-

÷à íå èìååò ñìûñëà, åñëè íå íàêëàäûâàòü îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
êëàññ ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ. Ê ñîæàëåíèþ, ïðèõîäèòñÿ íàêëàäûâàòü
òàêæå ñóùåñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèþ ïîòåðü L è ñòàòèñòè÷åñêèé
ýêñïåðèìåíò P. Çàäà÷à áóäåò ðåøàòüñÿ ïðè ñëåäóþùèõ óñëîâèÿõ.

A. Ôóíêöèÿ ïîòåðü L(θ, d), θ ∈ Θ ⊂ R, d ∈ D ⊂ R åñòü ñòðîãî âûïóêëàÿ
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(âíèç) ôóíêöèÿ àðãóìåíòà d ∈ R.

B. Ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ} îáëàäàåò ïîëíîé
äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé T = T (X).

C. Êëàññ ïðàâèë ϕ îöåíèêè θ îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåñìåùåííîñòè:

Eθδ(X) = θ äëÿ âñåõ θ ∈ Θ,

ãäå δ = δ(X) � ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ (ðàíäîìèçèðîâàííàÿ îöåíêà) ïðà-
âèëà ϕ.

Ïîèñê îïòèìàëüíîé îöåíêè íà÷íåì ñ åùå áîëüøåãî ñóæåíèÿ êëàññà ïðà-
âèë ϕ.

Ëåììà 6.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A îöåíêà, äîñòàâëÿþùàÿ íàèìåíü-
øåå çíà÷åíèå ôóíêöèè ðèñêà, ÿâëÿåòñÿ íåðàíäîìèçèðîâàííîé.

Äîêàçàò åëü ñòâî íåìåäëåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà Éåíñåíà äëÿ ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò âûïóêëûõ ôóíêöèé. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàí-
íîì ðåçóëüòàòå x íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè X âåëè÷èíà ñðåäíèõ
ïîòåðü îò ïðèìåíåíèÿ íåêîòîðîãî ïðàâèëà ϕ∫

R
L(θ, a)ϕ( d a |x) > L

(
θ,

∫
R
aϕ( d a |x)

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, íåðàíäîìèçèðîâàííàÿ îöåíêà

θ̂(X) =

∫
R
aϕ( d a |X)

ëó÷øå ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðàâèëà ϕ. 2

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíûõ îöåíîê ïîòðåáóåòñÿ âû÷èñëÿòü èõ óñëîâ-
íîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè.

Îïðåäåëåíèå 6.1. Îöåíêà θ∗(T ) = E { θ̂(X) |T } íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé
îöåíêè θ̂(X) íà äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó T = T (X).

Ñëåäóåò îñîáî îòìåòèòü ðîëü äîñòàòî÷íîñòè T â îïðåäåëåíèè ïðîåêöèè
îöåíêè. Åñëè T íå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé, òî óñëîâíîå ìàòåìà-
òè÷åñêîå îæèäàíèå áóäåò çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà θ, çíà÷åíèå êîòîðîãî íå
èçâåñòíî, òàê ÷òî ïðîåêöèÿ íå ìîæåò ñëóæèòü îöåíêîé ýòîãî çíà÷åíèÿ.
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Ëåììà 6.2. Åñëè θ̂(X) � íåñìåùåííàÿ îöåíêà, òî åå ïðîåêöèÿ θ∗(T ) íà
äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó T òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåñìåùåííîñòè.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ: �ñðåäíåå îò óñëîâíîãî ñðåäíåãî ðàâíî áåçóñëîâíîìó ñðåäíåìó�, ïî-
ëó÷àåì óòâåðæäåíèå Ëåììû:

Eθ θ
∗(T ) = Eθ

[
E { θ̂(X) |Θ }

]
= Eθ θ̂(X) = θ

äëÿ âñåõ θ ∈ Θ. 2

Ëåììà 6.3. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A îïåðàöèÿ ïðîåêòèðîâàíèÿ îöåí-
êè íå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ðèñêà: R ( θ∗ | θ ) 6 R ( θ̂ | θ ) äëÿ âñåõ θ ∈ Θ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äëÿ óñëîâíîãî ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, à òàêæå ñâîéñòâî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæè-
äàíèÿ, êîòîðîå òîëüêî ÷òî èñïîëüçîâàëîñü ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäûäóùåé
Ëåììû, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî:

R ( θ∗ | θ ) = Eθ L( θ, E { θ̂(X) |Θ }) 6 Eθ

[
E {L (θ, θ̂(X) ) |Θ }

]
=

Eθ L (θ, θ̂(X) ) = R ( θ̂ | θ ). 2

Ëåììà 6.4. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ B (äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà T ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîëíîé) ïðîåêòèðîâàíèå ëþáîé íåñìåùåííîé îöåíêè äàåò îäíó è òó
æå îöåíêó.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïóñòü θ̂1(X) è θ̂2(X) � íåñìåùåííûå îöåíêè θ, òî
åñòü

Eθ

[
θ̂1(X) − θ̂2(X)

]
= θ − θ = 0.

Èñïîëüçóÿ ñíîâà ñâîéñòâî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, íàõîäèì,
÷òî

Eθ [ θ∗1(X) − θ∗2(X) ] = Eθ E
{[

θ̂1(X) − θ̂2(X)
]
|T
}

=

Eθ

[
θ̂1(X) − θ̂2(X)

]
= 0

ïðè âñåõ θ ∈ Θ. Òàê êàê T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà, òî ðà-
âåíñòâî íóëþ ïðè âñåõ θ ∈ Θ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò ñòàòèñòèêè
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θ∗1(X) − θ∗2(X) âëå÷åò, ÷òî ýòà ñòàòèñòèêà ïî÷òè íàâåðíîå ðàâíà íóëþ, òî
åñòü θ∗1(X) = θ∗2(X). 2

Òåîðåìà 6.1 (Ðàî�Áëåêóýëëà�Êîëìîãîðîâà). Åñëè âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ A�C, òî íåñìåùåííàÿ îöåíêà θ∗(T ), çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ïîëíîé äî-
ñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T, äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèè ðèñêà ðàâíîìåðíî
ïî âñåì çíà÷åíèÿì àðãóìåíòà θ ∈ Θ; îáùèé âèä òàêîé îöåíêè:

θ∗(T ) = E { θ̂(X) |T }, (6.1)

ãäå θ̂(x) � ëþáàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà ïàðàìåòðà θ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Òî, ÷òî ðàâåíñòâî (6.1) îïðåäåëÿåò îáùèé âèä îï-
òèìàëüíîé îöåíêè, íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç Ëåìì 6.4 è 6.3. Åñëè æå
íåêîòîðàÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà θ̂(T ) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òîëüêî äîñòàòî÷-
íîé ñòàòèñòèêè T , òî åå ïðîåêöèÿ íà T ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé θ̂(T ), ÷òî
äîêàçûâàåò ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 6.1 äîñòàâëÿåò äâà ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ íåñìåùåí-
íûõ îöåíîê ñ ìèíèìàëüíûì ðèñêîì (â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ àááðåâèà-
òóðà ÍÎÌÐ). Ïåðâûé ñîñòîèò â òîì, ïîäáèðàåòñÿ ïîäõîäÿùàÿ ôóíêöèÿ îò
äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè, êîòîðàÿ îáëàäàåò ñâîéñòâîì íåñìåùåííîñòè. Åñëè
ýòî óäàëîñü ñäåëàòü, òî ìû ðàñïîëàãàåì èñêîìîé îöåíêîé ïàðàìåòðà θ. Íà-
ïðèìåð, âûáîðî÷íîå ñðåäíåå X åñòü íåñìåùåííàÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêî-
ãî îæèäàíèÿ íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, òî åñòü ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè h(θ) = Eθ ξ. Ñëåäîâàòåëüíî, θ̂ = X åñòü ÍÎÌÐ äëÿ ñðåäíåãî
çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, âåðîÿòíîñòè óñïåõà â èñïûòàíèÿõ
Áåðíóëëè, ïàðàìåòðà èíòåíñèâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ìàñøòàáíî-
ãî ïàðàìåòðà ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Èñïðàâëåííàÿ íà ñìåùåíèå
âûáîðî÷íàÿ äèñïåðñèÿ åñòü ÍÎÌÐ äëÿ äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ.
Îöåíêà áîëåå ñëîæíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé îñóùåñòâëÿåòñÿ âòî-

ðûì ìåòîäîì � ïðîåêòèðîâàíèåì íåêîòîðîé, äîñòàòî÷íî ïðîñòîé îöåíêè íà
ïîëíóþ äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó.

Ïðèìåð 6.1. Îöåíêà íàäåæíîñòè ïðè ïîêàçàòåëüíîì ðàñïðåäåëåíèè
äîëãîâå÷íîñòè. Ïóñòü X = (X1, . . . , Xn) � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ïîêà-
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çàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è H(θ) = exp{− t0/θ)} � íàäåæíîñòü (âåðîÿò-
íîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû), ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàðàíòèéíîìó ñðîêó ñëóæ-
áû t0 . Ïîñòðîèì ÍÎÌÐ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè H(θ). Çàìåòèì,
÷òî îöåíêà H(X), îñíîâàííàÿ íà ïîäñòàíîâêå ÍÎÐÌ äëÿ θ, ÿâëÿåòñÿ ñìå-
ùåííîé (ïîïðîáóéòå ïîêàçàòü ýòî). Ïðèõîäèòñÿ èñêàòü äðóãóþ (ïîïðîùå)
íåñìåùåííóþ îöåíêó H(θ).

Ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ñîâñåì �íèêóäûøíóþ�, íî çàòî �àðõèïðîñòåé-
øóþ� îöåíêó, îñíîâàííóþ íà ïåðâîé êîìïîíåíòå X1 ñëó÷àéíîé âûáîðêè
n > 2 :

Ĥ(X1) =

 1, åñëè X1 > t0,

0, åñëè X1 < t0.

Ïîñêîëüêó EθĤ(X1) = P (X1 > t0) = exp{− t0/θ)} = H(θ), òî äàííàÿ
îöåíêà ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé; ñïðîåêòèðóåì åå íà äîñòàòî÷íóþ ñòàòèñòèêó
T =

∑n
1 Xk. Äëÿ ýòîãî íàäî ñíà÷àëà íàéòè ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ g(x, t)

ïëîòíîñòè X1 è T, çàòåì ìàðãèíàëüíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè gT (t) ñòàòè-
ñòèêè T è, íàêîíåö, óñëîâíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè X1 îòíîñèòåëüíî T :

gX1 |T (x |T ) = g(x, T )/gT (T ). Òîãäà èñêîìàÿ ÍÎÌÐ (ñì. (6.1))

H∗(T ) = E{Ĥ(X1) |T} = P{X1 > t0 |T} =

∫ ∞

t0

gX1 |T (x |T ) d x. (6.2)

Èçâåñòíî, ÷òî ñòàòèñòèêà T èìååò ãàììà ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé
ïëîòíîñòè

gT (t) =
1

θ nΓ(n)
tn−1 exp

{
− t

θ

}
.

×òîáû íàéòè ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè g(x, t), óñòàíîâèì ñíà÷àëà
ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè h(x, y) íåçàâèñèìûõ ñòàòèñòèê X = X1

è Y =
∑n

2 Xk. Ïîíÿòíî, ÷òî îíà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ôóíêöèé ïëîòíîñòåé
ïîêàçàòåëüíîãî è ãàììà ðàñïðåäåëåíèé:

h(x, y) =
1

θ
exp

{
− x

θ

}
· 1

θ n−1Γ(n)
yn−2 exp

{
− y

θ

}
=

yn−2

θ nΓ(n− 1)
exp

{
− x+ y

θ

}
.

Òîãäà ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèê X = X1 è T = X+Y

G(x, t) = P (X < x, X + Y < t) =

∫ x

0
du

∫ t−u

0
h(u, v) dv,

74



ïðè óñëîâèè 0 < x < t. Ñîâìåñòíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ýòèõ ñòàòèñòèê

g(x, t) =
∂2G(x, t)

∂x ∂t
=

d

dx

∫ x

0
h(u, t− u) du = h(x, t− x) =

1

θ nΓ(n)
(t− x)n−2 exp

{
− t

θ

}
,

êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè 0 < x < t.

Íàêîíåö, ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè óñëîâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ X1 îòíîñèòåëüíî
ñòàòèñòèêè T

gX1 |T (x |T ) =
g(x, T )

gT (T )
=
n− 1

T

(
1− x

T

)n−2
,

êîòîðàÿ íå ðàâíà íóëþ òîëüêî ïðè óñëîâèè x < T. Èñêîìàÿ îöåíêà (ñì.
(6.2))

H∗(T ) =
n− 1

T

max{t0, T}∫
t0

(
1− x

T

)n−2
d x =

 ( 1− t0/T )n−1 , åñëè T > t0,

0, åñëè T < t0.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ âûáîðîê ýòà îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè
(n→∞) ýêâèâàëåíòíà îöåíêå

H(X) = exp

{
− n t0

T

}
= exp

{
− t0

X

}
,

îñíîâàííîé íà ïîäñòàíîâêå ÍÎÌÐ äëÿ θ.

6.2∗. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ôóíê-
öèåé d-ðèñêà. Ìû ñíîâà âîçâðàùàåìÿ ê âåðîÿòíîñòíûì ìîäåëÿì, â êî-
òîðûõ çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþäåíèé â ñòàòèñòè÷åñêîì
ýêñïåðèìåíòå ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì ýëåìåíòîì ñ çàäàííûì àïðèîðíûì ðàñ-
ïðåäåëåíèåì G. Ôóíêöèÿ d -ðèñêà îïðåäåëÿëàñü â ïåðâîì ïàðàãðàôå êàê
óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ôóíêöèè ïîòåðü îòíîñèòåëüíî ðåøàþ-
ùåé ôóíêöèè:

RG(ϕ | δ) = E {L(ϑ, δ) | δ} .

Òàêèì îáðàçîì, êàê è ëþáîå óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, d -ðèñê
ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïðè ñóùåñòâîâàíèè ðåãóëÿðíûõ óñëîâíûõ
âåðîÿòíîñòåé åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ íà ïðîñòðàíñòâå ðåøå-
íèé D :

RG(ϕ | d) = E {L(ϑ, d) | δ(X) = d} , d ∈ D.

75



Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ òàêàÿ ôóíêöèÿ ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
d èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê âåëè÷èíà ñðåäíèõ ïîòåðü ñðåäè òåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå çàâåðøèëèñü ïðèíÿòèåì ðåøåíèÿ d.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè RG(ϕ | d) ðàâíîìåðíî ïî âñåì d ∈

D. Óäèâèòåëüíî, íî ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è íå òðåáóåò ñòîëü îáðåìåíèòåëü-
íûõ óñëîâèé A�C, êîòîðûå íàêëàäûâàëèñü ïðè ðàâíîìåðíîé ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèè θ -ðèñêà. Ïî-ñóùåñòâó îïðåäåëÿþùèì óñëîâèåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ îöåíîê ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì d -ðèñêîì ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå
äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê, è òîëüêî. Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îöåíîê,
êàê è áàéåñîâñêèõ, ñîñòîèò â ïðåäñòàâëåíèè d -ðèñêà ÷åðåç àïîñòåðèîðíûé
ðèñê: ôóíêöèÿ ïîòåðü ñíà÷àëà óñðåäíÿåòñÿ ïî àïîñòåðèîðíîìó ðàñïðåäåëå-
íèþ ϑ, à ïîòîì ïî óñëîâíîìó ðàñïðåäåëåíèþ X îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè
(ðåøàþùåé ôóíêöèè) δ = δ(X) :

RG(ϕ | d) = E {<(ϕ |X) | δ(X) = d } . (6, 3)

Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ, êîòîðûå ââîäèëèñü â § 1 è îòíîñè-
ëèñü ê àïðèîðíûì è d -àïîñòåðèîðíûì õàðàêòåðèñòèêàì ïðàâèë ïðèíÿòèÿ
ðåøåíèÿ ϕ. Â ñëó÷àå íåâûðîæäåííûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé ϑ àïðè-
îðíûé îáðàç ïðàâèëà ϕ (â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà óïðàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêèì
ýêñïåðèìåíòîì íå çàäàíî, òî ñòðàòåãèè ϕ) îïðåäåëÿëñÿ êàê

ΨG(D ) =

∫
Θ

Ψ(D | θ) dG(θ), D ∈ C,

ãäå Ψ(D | θ), D ∈ C, θ ∈ Θ, � îáðàç ϕ. Àïðèîðíîìó îáðàçó ñîîòâåòñòâî-
âàëà àïðèîðíàÿ îïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ψG(d), d ∈ D, � ôóíêöèÿ
ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ΨG( · ) ïî ìåðå γ íà èçìåðèìîì ïðîñòðàíñòâå
ðåøåíèé (D, C). Îïðåäåëÿëèñü òàêæå d -àïîñòåðèîðíûé îáðàç è ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ åìó d -àïîñòåðèîðíàÿ îïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà ϕ :

ψG(θ | d) =
ψ(d | θ)g( θ )

ψG(d)
, θ ∈ Θ, d ∈ D.

Îïðåäåëåíèå 6.2. Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕ∗ íàçûâàåòñÿ ïðàâè-
ëîì, ðàâíîìåðíî ìèíèìèçèðóþùèì d-ðèñê (â äàëüíåéøåì êîðîòêî: U -
ïðàâèëîì), åñëè íà íîñèòåëå Dϕ = { d : ψG(d) > 0, d ∈ D } îáðàçà
ΨG(D ), D ∈ C, ëþáîãî ïðàâèëà ϕ d -ðèñê ϕ∗ íå áîëüøå d -ðèñêà ϕ :

RG(ϕ∗ | d) 6 RG(ϕ | d) äëÿ âñåõ d ∈ Dϕ.
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Â § 4 àïîñòåðèîðíûé ðèñê îïðåäåëÿëñÿ êàê

<(ϕ |X) =

∫
Θ

[ ∫
D
L(θ, a)ϕ(da |X)

]
h (θ |X) dχ(θ).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ U -ïðàâèë áóäåò óäîáíåå èñïîëüçîâàòü äðóãîé âàðèàíò àïî-
ñòåðèîðíîãî ðèñêà, â êîòîðîì ïî ñðàâíåíèþ ñ <(ϕ |X) íå îñóùåñòâëÿåòñÿ
óñðåäíåíèå ïîòåðü ïî ðàñïðåäåëåíèþ ϕ( · |X) :

<(d |X) =

∫
Θ
L(θ, d)h (θ |X) dχ(θ).

Ýòî áîëåå òðàäèöèîííîå îïðåäåëåíèå àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà êàê ñëó÷àéíîé
ôóíêöèè àðãóìåíòà d ∈ D. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè X = x àïîñòåðè-
îðíûé ðèñê <(d |x) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê âåëè÷èíó ñðåäíèõ ïîòåðü, åñëè
ðåøåíèå d ïðèíèìàåòñÿ áåç ó÷åòà ïîëó÷åííûõ â ýêñïåðèìåíòå äàííûõ x.
Ïðèñòóïèì òåïåðü ê ïîñòðîåíèþ U -ïðàâèë. Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå d ∈

D è ïóñòü X(d) � ìíîæåñòâî òî÷åê x ∈ X, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì
àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà <(d |x). Ââåäåì êëàññ K(d) ïðàâèë ϕ, ïðèíèìàþ-
ùèõ ðåøåíèå d ëèøü â òîì ñëó÷àå, êîãäà âûáîðî÷íûå äàííûå x ∈ X(d).

Òàêèì îáðàçîì, àïîñòåðèîðíûé ðèñê <(d |x) ïîñòîÿíåí íà ìíîæåñòâå X(d),

êîòîðîå ñîäåðæèò ìíîæåñòâî {x : δ(x) = d } = {x : ϕ(D |x) > 0; ∀ D ∈
C, D ⊇ d }, ãäå δ(X) � ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ ïðàâèëà ϕ ∈ K(d). Ïîýòîìó
d -àïîñòåðèîðíûé ðèñê òàêîãî ïðàâèëà

RG(ϕ | d) = min
x∈X

<(d |x) (6.4)

äëÿ ëþáîãî d ∈ Dϕ.

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ ∈ K(d) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ìèíèìàëüíîñòè ôóíêöèè d -ðèñêà ϕ â òî÷êå d.

Òåîðåìà 6.2. ( i ) Åñëè ϕ∗ ∈ K(d), òî äëÿ ëþáîãî ïðàâèëà ϕ è ëþáîãî
d ∈ Dϕ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

RG(ϕ∗ | d) 6 RG(ϕ | d).

( ii ) Åñëè d -ðèñê ïðàâèëà ϕ̃ óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

RG(ϕ̃ | d) 6 RG(ϕ | d) (6.5)

ïðè ëþáîì ϕ è d ∈ Dϕ, òî ñóùåñòâóåò òàêîå ïðàâèëî ϕ∗ ∈ K(d), ÷òî

PG {ϕ̃(D |X) 6= ϕ∗(D |X) } = 0
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ïðè ëþáîì D ∈ C, ãäå PG � ìàðãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X.

Äîêàçàò åëü ñòâî. ( i ) Òî ÷òî óñëîâèå ϕ∗ ∈ K(d) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷-
íûì äëÿ ìèíèìàëüíîñòè d -ðèñêà ýòîãî ïðàâèëà â ëþáîé òî÷êå d, äëÿ êî-
òîðîé ψ∗G(d) = 0, âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (ïî îïðåäåëåíèþ) RG(ϕ∗ | d) = 0.

Åñëè æå ψ∗G(d) > 0, òî (ñì. (6.3) è (6.4))

RG(ϕ | d) = E {<(d |X) | δ(X) = d } > min
x∈X

<(d |x) = RG(ϕ∗ | d).

( ii ) Ïóñòü ϕ̃ � ïðàâèëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó (6.5). Òàê êàê
X(d) = {x : δ∗(x) = d }, òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè òðåáóåò-
ñÿ óñòàíîâèòü ðàâåíñòâî âåðîÿòíîñòåé (ïî ìàðãèíàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ
PG ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ) ïðèíàäëåæíîñòè X ìíîæåñòâàì X̃(d) = {x :

δ̃(x) = d } è X(d) èëè, ÷òî òî æå, PG(Y (d) ) = 0, ãäå Y (d) = X̃(d) \ X(d).

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: PG(Y (d) ) > 0. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà âûïîëíÿåòñÿ
ñòðîãîå íåðàâåíñòâî

RG(ϕ̃ | d) > min
x∈X

<(d |x),

îòêóäà ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå: ïðàâèëî ϕ̃ íå óäîâëåòâîðÿåò (6.4), ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò (6.5). Äåéñòâèòåëüíî, â òåðìèíàõ èíäèêàòîðíîé ôóíêöèè
IA(x), A ∈ A, x ∈ X, ñîáûòèÿ A = X(d) d -àïîñòðèîðíûé ðèñê

RG(ϕ̃ | d) = E
{
<(d |X) IA(x) | δ̃(X) = d

}
+

E
{
<(d |X) IAc(x) | δ̃(X) = d

}
>

min
x∈X

<(d |x)
[
E
{

IA(x) | δ̃(X) = d
}

+ E
{

IAc(x) | δ̃(X) = d
}]

=

min
x∈X

<(d |x),

ïîñêîëüêó

E
{

IAc(x) | δ̃(X) = d
}

=
PG(Y (d) )

ψ̃G(d)
. 2

Òàêèì îáðàçîì, U -ïðàâèëà ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè êëàññà

K =
⋂
d∈D

K( d ),
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è èõ ïîñòðîåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå. Äëÿ êàæäîãî d ∈ D

íàõîäèòñÿ ìíîæåñòâî X(d), òî÷êè x êîòîðîãî äîñòàâëÿþò ìèíèìóì àïî-
ñòåðèîðíîìó ðèñêó <(d |x). Ðåøåíèå d ïðèíèìàåòñÿ ëèøü â òîì ñëó÷àå,
êîãäà âûáîðî÷íûå äàííûå x ∈ X(d). Ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîä-
ìíîæåñòâî D ⊆ D, äëÿ êîòîðîãî

Z(D) =
⋂
d∈D

X( d ) 6= ∅.

Â òàêîì ñëó÷àå ïðè x ∈ Z ïðèíèìàåòñÿ ëþáîå èç ðåøåíèé d ∈ D â ñî-
îòâåòñòâèè ñ ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì (ðàíäîìèçèðîâàííûì ïðàâè-
ëîì), íîñèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî Z. Åñëè

Y =
⋃
d∈D

X( d ) = X

(îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ X(d) ñîâïàäàåò ñ âûáîðî÷íûì ïðîñòðàíñòâîì X),
òî, ñëåäóÿ óêàçàííîìó âûøå ïîñòðîåíèþ, âñåãäà ìîæíî íàéòè U -ïðàâèëî;
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå U -ïðàâèë íå ñóùåñòâóåò.
Óòâåðæäåíèÿ Òåîðåìû 6.2 îòíîñÿòñÿ ê ëþáîé ïðîáëåìå ñòàòèñòè÷åñêîãî

âûâîäà. Îäíàêî â çàäà÷àõ ñ êîíå÷íûì ïðîñòðàíñòâîì ðåøåíèé D (ïðîâåð-
êà ãèïîòåç), êàê ïðàâèëî, çà èñêëþ÷åíèåì ïàòîëîãè÷åñêèõ, ïðàêòè÷åñêè
íå èíòåðåñíûõ, ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, ìíîæåñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì è
U -ïðàâèë íå ñóùåñòâóåò. Îäíàêî â çàäà÷àõ îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïðè íàëè-
÷èè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê U -ïðàâèëà ñóùåñòâóþò è ïðèâåäåííûå íèæå
ïðèìåðû èëëþñòðèðóþò îáùèé ìåòîä èõ ïîñòðîåíèÿ.

Ïðèìåð 6.2. U -îöåíêè ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü. Ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó îöåíêè ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ â ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè P =

{P ( · | θ), θ ∈ Θ} ïðè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè ïîòåðü L(θ, d) = ( θ − d )2 è
çàäàííîì àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè G ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà ϑ.
Ïóñòü M(X) = E {ϑ |X } � àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå ïàðàìåòðà. Ïðåäñòà-

âèì àïîñòåðèîðíûé ðèñê â ñëåäóþùåì âèäå:

<(d |X) = E{ (ϑ− d)2 |X } =

E{ (ϑ−M(X))2 + 2(ϑ−M(X))(M(X)− d) + (d−M(X))2 |X } =

E{ (ϑ−M(X))2 |X }+ (d−M(X))2. (6. 6)
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Òàêîå ðàçáèåíèå àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà íà äâà ñëàãàåìûõ áîëåå íàãëÿä-
íî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ (òî÷êà äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà
<(d |X) ïî d) åñòü àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå: θ̂ G = M(X), à áàéåñîâñêèé
ðèñê ðàâåí àïðèîðíîé äèñïåðñèè ýòîé îöåíêè: RG(θ̂ G) = EGD{ϑ |X }
(ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îò àïîñòåðèîðíîé äèñïåðñèè áåðåòñÿ ïî ìàðãè-
íàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ PG ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ). Ïðè ïîñòðîåíèè U -
îöåíêè ïðèõîäèòñÿ èñêàòü òî÷êó x = X(d) äîñòèæåíèÿ ìèíèìóìà <(d |x)
ïî ïåðåìåííîé x. Åñëè àïîñòåðèîðíàÿ äèñïåðñèÿ íå çàâèñèò îò X, òî
U -îöåíêà, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ áàéåñîâñêîé. Èìåííî òàêîé ÿâëÿåòñÿ U -
îöåíêà â ðàìêàõ ìîäåëè N�N. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå U -îöåíêà ìîæåò ñó-
ùåñòâåííî îòëè÷àòüñÿ îò áàéåñîâñêîé. Ïîêàæåì ýòî íà ïðèìåðå îöåíêè
âåðîÿòíîñòè θ óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè ïðè ðàâíîìåðíîì
àïðèîðíîì ðàñïðåäåëåíèè ϑ íà èíòåðâàëå (0, 1).
Â ïðèìåðå 5.1 áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ

åñòü áåòà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè α = T + 1 è β = n − T + 1. Ïî-
ñêîëüêó äëÿ áåòà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî

α

α+ β
è

αβ

(α+ β)2(α+ β + 1)
,

òî áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ ïðè êâàäðàòè÷íûõ ïîòåðÿõ θ̂ G = (T + 1)/(n+ 2).

Ïîñòðîåíèå U -îöåíêè ñîïðÿæåíî ñ ïîèñêîì òî÷êè T (d) äîñòèæåíèÿ ìè-
íèìóìà àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà ïî ïåðåìåííîé T. Ïðåäñòàâëåíèå (6. 6) àïî-
ñòåðèîðíîãî ðèñêà â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä

<(d |T ) =
(T + 1)(n− T + 1)

(n+ 2)2(n+ 3)
+

(
T

n
− d

)2

.

Äèôôåðåíöèðóÿ ýòî âûðàæåíèå ïî T è ïðèðàâíèâàÿ ïîëó÷åííóþ ïðîèç-
âîäíóþ íóëþ, ïîëó÷àåì, ÷òî T (d) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

n− 2T

(n+ 2)2(n+ 3)
+

2T

n2 +
2 d

n
= 0.

Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî d äàåò U -îöåíêó:

δU(T ) =
n2

2(n+ 2)2(n+ 3)
+ T

[
1

n
− n

(n+ 2)2(n+ 3)

]
.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè îáúåìå íàáëþäåíèé n → ∞ îáå îöåíêè ñ òî÷íî-
ñòüþ äî ñëàãàåìûõ ïîðÿäêà O(n−1) ýêâèâàëåíòíû îöåíêå ìàêñèìàëüíîãî
ïðàâäîïîäîáèÿ θ̂n = T/n.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Íàéäèòå ÍÎÌÐ äëÿ äèñïåðèè θ(1 − θ) äâóõòî÷å÷íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
(äèñïåðñèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, íàáëþäàåìîé â èñïûòàíèÿõ Áåðíóë-
ëè).

2. Íàéäèòå ÍÎÌÐ äëÿ ïàðàìåòðà ôîðìû ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èç-
âåñòíîì ïàðàìåòðå ìàñøòàáà.

3. Íàéäèòå ÍÎÐÌ äëÿ ïàðàìåòðà λ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàðåòî

F (x |λ) = 1− (a/x)λ, x > a,

ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà ïîëîæåíèÿ a.

4. Íàéäèòå ÍÎÌÐ äëÿ ïàðàìåòðà θ ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå (0, θ)

ðàñïðåäåëåíèÿ.

5∗ . Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 6.1 íàéäèòå ÍÎÐÌ äëÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè e−θ, ãäå θ � ïàðàìåòð ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, òî åñòü äëÿ
âåðîÿòíîñòè Pθ(ξ = 0.)

6∗ . Äëÿ ìîäåëè P�G íàéäèòå U -îöåíêó ïàðàìåòðà θ ïðè ôóíêöèè ïîòåðü

L(θ, d) =

 1, åñëè | θ − d |/ θ > ∆,

0, åñëè | θ − d |/ θ 6 ∆.

Ñðàâíèòå d-ðèñêè U -îöåíêè è áàéåñîâñêîé (ñì. çàäàíèå 3 â § 4).
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§ 7. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå êðèòåðèè

äëÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé

ñ ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ

Â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñóùåñòâóåò îáøèðíûé êëàññ
çàäà÷, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü èñòèííîñòü íåêîòîðîãî âûñêàçûâà-
íèÿ îòíîñèòåëüíî èññëåäóåìîãî îáúåêòà èëè âûáðàòü îäíî èç àëüòåðíà-
òèâíûõ ðåøåíèé, êîòîðîå îïðåäåëèò äàëüíåéøåå ïîâåäåíèå ñòàòèñòèêà ïî
îòíîøåíèþ ê ýòîìó îáúåêòó. Íàïðèìåð, ïðè àòòåñòàöèè ïàðòèè äèçåëüíî-
ãî òîïëèâà ïî îáùåìó ñîäåðæàíèþ ñåðû ìû äîëæíû íå òîëüêî äàòü òî-
÷å÷íóþ îöåíêó äàííîé õàðàêòåðèñòèêè òîïëèâà, íî è ïðèíÿòü ðåøåíèå î
êà÷åñòâå âûïóñêàåìîãî ïðîäóêòà, êîòîðîå ïîâëå÷åò çà ñîáîé îäíî èç ñëå-
äóþùèõ äåéñòâèé � èëè îòîñëàòü òîïëèâî ïîòðåáèòåëþ, èëè ïðîèçâåñòè
äîïîëíèòåëüíóþ î÷èñòêó òîïëèâà îò âðåäíûõ ïðèìåñåé. Â èññëåäîâàíèÿõ,
ïîäîáíûõ îïûòàì Ìåíäåëÿ, ÷àñòî íàäî ïðîâåðèòü ãèïîòåçó îòíîñèòåëüíî
ïðåäïîëàãàåìîãî çíà÷åíèÿ âåðîÿòíîñòè íàñëåäîâàíèÿ äîìèíàíòíîãî ïðè-
çíàêà. Ñåëåêöèîíåð, ðàáîòàþùèé íàä ïîëó÷åíèåì íîâîãî âèäà ïøåíèöû,
äîëæåí ïîäêðåïèòü ñâîå çàêëþ÷åíèå î ïðåâîñõîäñòâå íîâîãî âèäà íàä òåì,
êîòîðûé óæå èñïîëüçóåòñÿ â ñåëüñêîõîçÿéñòâåííîé ïðàêòèêå, ñ ïîìîùüþ
ñîïîñòàâëåíèÿ äàííûõ îá óðîæàéíîñòè ýòèõ âèäîâ. È òàê äàëåå, è òîìó ïî-
äîáíîå, � âû ñàìè ìîæåòå ïðèâåñòè ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷ ïî âûáîðó îäíîãî
èç ðÿäà àëüòåðíàòèâíûõ ðåøåíèé.
Â äàëüíåéøåì áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå òîëüêî ñ âûáî-

ðîì îäíîãî èç äâóõ ðåøåíèé. Ïóñòü ìû âûñêàçûâàåì íåêîòîðîå ñóæäåíèå
(èëè ïðåäïðèíèìàåì äåéñòâèå) îá èññëåäóåìîì îáúåêòå, è ïóñòü d0 � ðå-
øåíèå îá èñòèííîñòè ýòîãî ñóæäåíèÿ, â òî âðåìÿ êàê d1 � ðåøåíèå î åãî
ëîæíîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D â äàííîé ñòàòèñòè÷å-
ñêîé ïðîáëåìå ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê: D = {d0, d1}.
Äëÿ âûáîðà îäíîãî èç ðåøåíèé íàáëþäàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà X èç

íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P ( · | θ), çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ êîòîðîãî íå èç-
âåñòíî. Ïóñòü Θ � ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (îáëàñòü âîçìîæíûõ çíà-
÷åíèé θ ). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòîé íàìè â �1 èäåîëîãèåé ñòàòèñòè÷å-
ñêîãî âûâîäà ìû ñîïîñòàâëÿåì êàæäîìó ðåøåíèþ d ∈ D îïðåäåëåííîå
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ïîäìíîæåñòâî Θd ïðîñòðàíñòâà Θ, òî åñòü èíòåðïðåòèðóåì êàæäîå ðå-
øåíèå â òåðìèíàõ âûñêàçûâàíèé îá èñòèííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ. Â
íàøåé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå âûáîðà îäíîãî èç äâóõ ðåøåíèé ïîëîæèì
Θi = Θdi

, i = 0, 1, è ââåäåì ðÿä ïîíÿòèé è îïðåäåëåíèé, èñïîëüçóåìûõ
ïðè ðåøåíèè ýòîé ïðîáëåìû.

Óòâåðæäåíèå H0 : θ ∈ Θ0 íàçûâàåòñÿ íóëåâîé ãèïîòåçîé, à óòâåðæäå-
íèå H1 : θ ∈ Θ1 � àëüòåðíàòèâíîé ãèïîòåçîé èëè (êîðîòêî) àëüòåðíàòè-
âîé. Ãèïîòåçà Hi íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå Θi ñîñòîèò
èç îäíîé òî÷êè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ ; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå Hi

íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé ãèïîòåçîé; i = 0, 1.

Ïðàâèëî, ïî êîòîðîìó ïðèíèìàåòñÿ èëè îòâåðãàåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà
H0, íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì. Èíîãäà äîáàâëÿåòñÿ � êðèòåðèé ñîãëàñèÿ (ñ
íóëåâîé ãèïîòåçîé), îñîáåííî, êîãäà àëüòåðíàòèâà H1 îïðåäåëåíà íå ñî-
âñåì ÷åòêî è ïîä H1 ïîäðàçóìåâàåòñÿ �âñå îñòàëüíîå". Â ñëó÷àå ïîëíîãî
ðàâíîïðàâèÿ ãèïîòåç ãîâîðÿò î êðèòåðèè ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç. Êðèòåðèé
îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòè ϕ(X) = ϕ(d1 |X) : ïðè ðå-
çóëüòàòå x ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ϕ(x) îïðåäåëÿåò âåðîÿòíîñòü, ñ
êîòîðîé îòâåðãàåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 (ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâà H1 )
ñ ïîìîùüþ ïðîâåäåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîöåäóðû ðàíäîìèçàöèè. Ôóíê-
öèÿ ϕ(x), x ∈ X, ïîýòîìó íàçûâàåòñÿ êðèòè÷åñêîé ôóíêöèåé èëè, ïðîñòî,
êðèòåðèåì (ϕ(x) �êðèòèêóåò� íóëåâóþ ãèïîòåçó). Åñëè ïðàâèëî ϕ íåðàí-
äîìèçèðîâàíî, òî åñòü ϕ(x) ïðèíèìàåò òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1, òî ïîä-
ìíîæåñòâî S = {x : ϕ(x) = 1} âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ
êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ: åñëè âûáîðî÷íûå äàííûå x ïîïàäàþò â ýòó îá-
ëàñòü, òî íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 îòêëîíÿåòñÿ è ïðèíèìàåòñÿ àëüòåðíàòèâíîå
ðåøåíèå � ñïðàâåäëèâà H1. Îáëàñòü A = Sc = X \S íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ
ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû.
Â ðàññìàòðèâàåìîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå âåëè÷èíà ðèñêà, ñâÿçàííàÿ

ñ îòêëîíåíèåì âåðíîé ãèïîòåçû, îáû÷íî ñîîòíîñèòñÿ ñ ôóíêöèåé ïîòåðü
òèïà 0�1: ïîòåðè ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè 1, åñëè ïðèíÿòà ãèïîòåçà Hi, à â äåé-
ñòâèòåëüíîñòè θ ∈ Θ1−i, i = 0, 1; åñëè æå ïðèíÿòà Hi è θ ∈ Θi, i = 0, 1, òî
ïîòåðè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî âåëè÷èíà ðèñêà ïðè
ëþáîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
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m(θ) = Eθϕ(X), êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ϕ.

Ýòà ôóíêöèÿ óêàçûâàåò, êàê ÷àñòî ìû îòêëîíÿåì íóëåâóþ ãèïîòåçó, êîãäà
θ � èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà, è õîðîøèì ñëåäóåò ñ÷èòàòü òîò êðèòåðèé,
ó êîòîðîãî ôóíêöèÿ m(θ) ïðèíèìàåò áëèçêèå ê íóëþ çíà÷åíèÿ â îáëàñòè
Θ0 è áëèçêèå ê åäèíèöå � â îáëàñòè Θ1. Â ñâÿçè ñ ýòèì ââîäÿòñÿ äâå êîì-
ïîíåíòû ôóíêöèè ðèñêà: α(θ) = m(θ) ïðè θ ∈ Θ0 è β(θ) = 1 − m(θ)

ïðè θ ∈ Θ1. Ôóíêöèÿ α(θ), θ ∈ Θ0 íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè
ïåðâîãî ðîäà � îíà óêàçûâàåò îòíîñèòåëüíóþ ÷àñòîòó îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû
H0, êîãäà îíà â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíà (θ ∈ Θ0 ). Ôóíêöèÿ β(θ), θ ∈ Θ1

íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè âòîðîãî ðîäà � îíà óêàçûâàåò îòíîñè-
òåëüíóþ ÷àñòîòó ïðèíÿòèÿ ãèïîòåçû H0, êîãäà îíà ëîæíà (âåðíà àëüòåð-
íàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 : θ ∈ Θ1). Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ìîùíîñòè m(θ) â
îáëàñòè Θ1 òðàêòóåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ ãèïîòåçû H0, êîãäà â
äåéñòâèòåëüíîñòè âûáîð èäåò èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ àëüòåðíàòèâíûì çíà÷å-
íèåì θ ∈ Θ1, è ïîýòîìó ÷àñòü m(θ) ïðè θ ∈ Θ1 íàçûâàåòñÿ ìîùíîñòüþ
êðèòåðèÿ ϕ è îáîçíà÷àåòñÿ m(θ), θ ∈ Θ1.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå íàáëþäåíèé íåâîçìîæ-
íî îäíîâðåìåííî ìèíèìèçèðîâàòü âåðîÿòíîñòè îáåèõ îøèáîê. Ýòî îñîáåí-
íî ÿñíî â ñëó÷àå íåðàíäîìèçèðîâàííîãî êðèòåðèÿ: äëÿ óìåíüøåíèÿ âåðî-
ÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α(θ) = Pθ(X ∈ S), θ ∈ Θ0, íåîáõîäèìî
óìåíüøèòü êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü S, ÷òî ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ îáëàñòè
A ïðèíÿòèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû è, ñëåäîâàòåëüíî, ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíî-
ñòè îøèáêè âòîðîãî ðîäà β(θ) = Pθ(X ∈ A), θ ∈ Θ1. Çäåñü âîçíèêàåò òàêàÿ
æå ñèòóàöèÿ, ÷òî è â ïðîáëåìå ïîñòðîåíèÿ îöåíêè ïàðàìåòðà θ ñ ðàâíî-
ìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì, � òàêèå îöåíêè ñóùåñòâóþò òîëüêî â îïðå-
äåëåííîì êëàññå ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðàâèë, íàïðèìåð â êëàññå íåñìåùåííûõ
îöåíîê. Îäíàêî äàæå è ïîìèìî çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåç ñ ìèíèìàëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè, è íàìíîãî ðàíüøå ñîçäàíèÿ îáùåé òåîðèè íàèáî-
ëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ â ñòàòèñòè÷åñêîé ïðàêòèêå ñëîæèëñÿ ñëåäóþùèé
ïîäõîä ê óïðàâëåíèþ ðèñêîì êðèòåðèÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îòêëîíåíèå ãèïîòåçû H0, êîãäà îíà â äåéñòâèòåëüíî-

ñòè âåðíà, ïðèâîäèò ê áîëåå òÿæêèì ïîñëåäñòâèÿì, ÷åì åå ïðèíÿòèå ïðè
ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâû. Â òàêîì ñëó÷àå ìû çàèíòåðåñîâàíû â ïåð-
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âóþ î÷åðåäü êîíòðîëèðîâàòü âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà. Ñ ýòîé öå-
ëüþ çàðàíåå ôèêñèðóåòñÿ (âûáèðàåòñÿ) íåêîòîðûé óðîâåíü α, âûøå êîòî-
ðîãî âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà íå äîïóñòèìà, è êðèòè÷åñêàÿ îá-
ëàñòü S (êðèòåðèé ϕ) îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî α(θ) 6 α, êàêîâî
áû íè áûëî θ ∈ Θ0. Ýòî îãðàíè÷åíèå α íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî
ðîäà íàçûâàåòñÿ óðîâíåì çíà÷èìîñòè, à ñàì êðèòåðèé ϕ, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíÿåòñÿ ýòî îãðàíè÷åíèå, � êðèòåðèåì óðîâíÿ α. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå
âåðîÿòíîñòè îøèáêè ïåðâîãî ðîäà

α = sup
θ∈Θ0

α(θ)

íàçûâàåòñÿ ðàçìåðîì êðèòåðèÿ ϕ, è åñëè α = α, òî ãîâîðÿò î
êðèòåðèè ϕ ðàçìåðà α .
Â ýòîì âûáîðå îãðàíè÷åíèÿ èìåííî íà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî, à íå

âòîðîãî ðîäà ïðîÿâëÿåòñÿ òèïè÷íàÿ àñèììåòðèÿ â ïðàêòè÷åñêîé öåííîñòè
ãèïîòåçû è àëüòåðíàòèâû. Íàïðèìåð, åñëè ïðîâåðÿåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü íî-
âîãî ëåêàðñòâåííîãî ïðåïàðàòà, òî íóëåâîé ãèïîòåçå äîëæíî ñîîòâåòñòâî-
âàòü ðåøåíèå î åãî íåýôôåêòèâíîñòè, èáî, îòêëîíèâ ýòó ãèïîòåçó, êîãäà
îíà âåðíà, ìû âíåäðèì â ëå÷åáíóþ ïðàêòèêó áåñïîëåçíîå èëè âðåäíîå ëå-
êàðñòâî, ÷òî ïðèâåäåò ê áîëåå òÿæêèì ïîñëåäñòâèÿì, ÷åì îòêëîíåíèå â
äåéñòâèòåëüíîñòè ýôôåêòèâíîãî ïðåïàðàòà. Íî åñëè ìû èùåì çîëîòî, àíà-
ëèçèðóÿ ñîñòàâ êåðíîâ ïðè áóðåíèè ïðåäïîëàãàåìîãî ìåñòîðîæäåíèÿ, òî
åñòåñòâåííî ïðèíÿòü çà íóëåâóþ ãèïîòåçó óòâåðæäåíèå î íàëè÷èè çîëîòà,
èáî îòêëîíèâ åå, êîãäà îíà âåðíà, ìû ïîòåðÿåì íàìíîãî áîëüøå, ÷åì ñòîè-
ìîñòü íåñêîëüêèõ äîïîëíèòåëüíûõ àíàëèçîâ, óäîñòîâåðÿþùèõ, ÷òî çîëîòî
â ðàçáóðåííîé ìåñòíîñòè îòñóòñòâóåò.
Ñëåäóåò òàêæå îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà îáùóþ ìåòîäîëîãèþ ïðîâåð-

êè ãèïîòåç, îòðàæàåìóþ â âûáîðå ìàëîãî çíà÷åíèÿ óðîâíÿ α. Åñëè íàøè
âûáîðî÷íûå äàííûå ïîïàäàþò â îáëàñòü S ñ èñêëþ÷èòåëüíî ìàëîé âåðîÿò-
íîñòüþ, òî åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî òî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå ïðèâå-
ëî ê ýòîìó ìàëîâåðîÿòíîìó ñîáûòèþ, íå ñîîòâåòñòâóåò èñòèíå, è îòêëîíèòü
åãî. Ïîñòóïàÿ òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì òåðÿòü â äåéñòâèòåëüíîñòè âåðíóþ
ãèïîòåçó H0 êðàéíå ðåäêî � íå áîëåå, ÷åì â 100α% ñëó÷àåâ.
Îñíîâíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè êðèòå-
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ðèÿ çàäàííîãî óðîâíÿ α, êîòîðûé ðàâíîìåðíî ïî âñåì θ ∈ Θ äîñòàâëÿåò
ìàêñèìóì ìîùíîñòè m(θ), θ ∈ Θ1, â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ α. Òà-
êîé êðèòåðèé ϕ∗ , äëÿ êîòðîãî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà Eθϕ

∗(X) 6 α äëÿ
âñåõ θ ∈ Θ0 è Eθϕ

∗(X) > Eθϕ(X) äëÿ âñåõ θ ∈ Θ1 è ëþáîãî êðèòåðèÿ ϕ

c Eθϕ(X) 6 α äëÿ âñåõ θ ∈ Θ0, íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûì
(â äàëüíåéøåì ÐÍÌ êðèòåðèåì).
Îñíîâíàÿ èäåÿ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ ÐÍÌ êðèòåðèåâ ðàñêðûâàåòñÿ â óòâåð-

æäåíèè, êîòîðîå îáû÷íî íàçûâàåòñÿ �ôóíäàìåíòàëüíîé ëåììîé òåîðèè ïðî-
âåðêè ãèïîòåç� èëè �ôóíäàìåíòàëüíîé ëåììîé Íåéìàíà�Ïèðñîíà�. Â ýòîé
ëåììå ðàññìàòðèâàåòñÿ êðèòåðèé ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : âûáî-
ðî÷íûé âåêòîð X èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè p 0(x), x ∈ X ïðè òàêæå
ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H1 : ðàñïðåäåëåíèå X èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè
p 1(x), x ∈ X. Êðèòåðèé ñòðîèòñÿ íà îñíîâå ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâ-
äîïîäîáèÿ

L = L(X) =
p 1(X)

p 0(X)
.

Ëåììà 7.1. Ïóñòü P 0 è P 1 � ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, îáëàäàþùèå
ïëîòíîñòÿìè p 0 è p 1 ñîîòâåòñòâåííî, ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ìåðå µ
è îïðåäåëÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïîòåçû H0 è H1

( i ) Ñ óùå ñ ò â î â à í è å. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 íàéäóòñÿ êðèòåðèé ϕ è êîíñòàíòà k òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñè-
ðîâàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α, 0 < α < 1,

E 0 ϕ(X) = α (7.1)

è

ϕ(x) =

 1, åñëè p 1(x) > k p 0(x) ,

0, åñëè p 1(x) < k p 0(x) .
(7.2)

( ii ) Ä î ñ ò à ò î ÷ í î å ó ñ ë î â è å äëÿ êðèòåðèÿ íàèáîëüøåé ìîùíîñòè.
Åñëè êðèòåðèé óäîâëåòâîðÿåò òðåáîâàíèÿì (7.1) è (7.2) ïðè íåêîòîðîì
k, òî îí ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè
H0 ïðîòèâ H1 .
( iii ) Í å î á õ î ä èì î å ó ñ ë î â è å äëÿ êðèòåðèÿ íàèáîëüøåé ìîùíîñòè.

Åñëè ϕ � íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðîòèâ
H1, òî ïðè íåêîòîðîì k îí óäîâëåòâîðÿåò (7.2) ïî÷òè âñþäó ïî ìåðå µ.
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Îí òàêæå óäîâëåòâîðÿåò (7.1), êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà ñóùåñòâóåò êðèòå-
ðèé ðàçìåðà ñòðîãî ìåíüøå α è ìîùíîñòè 1.

Äîêà çàò åëü ñòâî. ( i ) Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

α(c) = P0( p1(X) > c p 0(X) ).

Ïðè âû÷èñëåíèè P0 âåðîÿòíîñòåé ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ìíîæåñòâà-
ìè, ïðèíàäëåæàùèìè íîñèòåëþ ðàñïðåäåëåíèÿ P0, óáèðàÿ èç íèõ òî÷êè
âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X, ãäå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè p 0(x) = 0. Â ñèëó
ýòîãî çàìå÷àíèÿ 1−α(c), c ∈ R, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòè-
ñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ L(X) = p1(X)/p 0(X), òàê ÷òî ôóíêöèÿ
α(c), c ∈ R, íå âîçðàñòàåò, íåïðåðûâíà ñïðàâà è

P0 (L(X) = c ) = α(c− 0)− α(c), α(−∞) = 1, α(+∞) = 0.

Äëÿ çàäàííîãî óðîâíÿ çíà÷èìîñòè α, 0 < α < 1, îïðåäåëèì c0 èç
ñîîòíîøåíèé α(c0) 6 α 6 α(c0 − 0) è ââåäåì êðèòåðèé

ϕ(x) =


1, åñëè p 1(x) > c0 p 0(x) ,

γ, åñëè p 1(x) = c0 p 0(x) ,

0, åñëè p 1(x) < c0 p 0(x) ,

(7.3)

ãäå

γ =
α− α(c0)

α(c0 − 0)− α(c0)
.

Ïîñòîÿííàÿ ðàíäîìèçàöèè γ îïðåäåëåíà âñþäó, êðîìå ñëó÷àÿ α(c0−0)−
α(c0) = P0( p1(X) = c0 p 0(X) ) = 0, òàê ÷òî êðèòåðèé ϕ îïðåäåëåí ïî÷òè
âñþäó. Ðàçìåð ýòîãî êðèòåðèÿ

E 0 ϕ(X) = P0 (L(X) > c0 ) +
α− α(c0)

α(c0 − 0)− α(c0)
P0 (L(X) = c0 ) = α.

Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé âèäà (7.2) çàäàííîãî ðàçìåðà α (êðèòåðèé,
óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâó (7.1)) ñóùåñòâóåò, åñëè ïîëîæèòü k = c0.

Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû c0 îïðåäåëÿåòñÿ, ïî ñó-
ùåñòâó, åäèíñòâåííûì îáðàçîì, êðîìå ñëó÷àÿ, êîãäà α(c) = α äëÿ öåëîãî
èíòåðâàëà çíà÷åíèé c. Åñëè (c ′, c ′′) òàêîé èíòåðâàë, òî P0 âåðîÿòíîñòü
ñîáûòèÿ X ∈ C, ãäå C = {x : p 0(x) > 0 è c ′ < L(x) < c ′′ }, ðàâíà íóëþ:
P0(C) = α(c ′) − α(c ′′ − 0) = 0. Òàê êàê p 0(x) > 0, êîãäà x ∈ C, òî ïî-
ñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå µ(C) = 0. Íî âåðîÿòíîñòü P1
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òàêæå íåïðåðûâíà îòíîñèòåëüíî ìåðû µ, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî P1(C) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâà, îòâå÷àþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì c, äëÿ êî-
òîðûõ α(c) = α, èìåþò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ïî îáåèì òåñòèðóåìûì ðàñ-
ïðåäåëåíèÿì, è ïîýòîìó âîîáùå ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç âûáîðî÷íîãî
ïðîñòðàíñòâà.

( ii ) Ïóñòü ϕ � êðèòåðèé âèäà (7.2) è ðàçìåðà α (âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
(7.2)), à ϕ∗ � äðóãîé êðèòåðèé óðîâíÿ α, òî åñòü E0 ϕ

∗(X) 6 α. Òðåáóåòñÿ
ïîêàçàòü, ÷òî E1ϕ(X) > E1ϕ

∗(X).

Ââåäåì äâà ïîäìíîæåñòâà âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X :

S+ = {x : ϕ(x)− ϕ∗(x) > 0 } è S− = {x : ϕ(x)− ϕ∗(x) < 0 }.

Åñëè x ∈ S+, òî ϕ(x) > ϕ∗(x) > 0, è èç âèäà (7.2) êðèòåðèÿ ϕ ñëåäóåò,
÷òî òîãäà è p 1(x) − k p 0(x) > 0. Åñëè æå x ∈ S−, òî ϕ(x) < ϕ∗(x) 6

1, è àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî òîãäà p 1(x) − k p 0(x) 6

0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîèçâåäåíèå (ϕ(x) − ϕ∗(x) ) ( p 1(x) − k p 0(x) ) âñåãäà
íåîòðèöàòåëüíî, òàê ÷òî∫

X

(ϕ− ϕ∗ ) ( p 1 − k p 0 ) d µ =

∫
S+∪S−

(ϕ− ϕ∗ ) ( p 1 − k p 0 ) d µ > 0,

è äëÿ ðàçíîñòåé ìîùíîñòåé ϕ è ϕ∗ ïîëó÷àåì îöåíêó∫
X

(ϕ− ϕ∗ ) p 1 d µ >
∫
X

(ϕ− ϕ∗ ) k p 0 ) d µ = α− E0 ϕ
∗(X) > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ϕ∗ íå áîëüøå ìîùíîñòè ϕ, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

( iii ) Ïóñòü ϕ∗ � íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé óðîâíÿ α è ϕ � êðèòåðèé,
äëÿ êîòîðîãî âûïëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (7.1) è (7.2). Òðåáóåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî

µ ( {x : ϕ(x) 6= ϕ∗(x) } ) = 0.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

S =
(
S+ ∪ S−

)
∩ {x : p1(x) 6= kp 0(x) }.

Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî µ(S ) = 0. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: µ(S ) > 0.
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Òàê êàê ïðîèçâåäåíèå (ϕ(x)−ϕ∗(x) ) ( p 1(x)− k p 0(x) ) > 0, åñëè x ∈ S,
òî ∫

S+∪S−

(ϕ− ϕ∗ ) ( p 1 − k p 0 ) d µ =

∫
S

(ϕ− ϕ∗ ) ( p 1 − k p 0 ) d µ > 0,

òî åñòü ϕ îêàçûâàåòñÿ áîëåå ìîùíûì, ÷åì ϕ∗, è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòè-
âîðå÷èþ. Ñëåäîâàòåëüíî, µ(S ) = 0 è íåîáõîäèìîñòü óñëîâèé (7.1) è (7.2)
äëÿ íàèáîëüøåé ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ϕ∗ äîêàçàíà.
Åñëè ϕ∗ èìååò ðàçìåð ñòðîãî ìåíüøèé çàäàííîãî óðîâíÿ α è ìîùíîñòü,

ìåíüøóþ 1, òî èìååòñÿ âîçìîæíîñòü âêëþ÷èòü â êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
{x : ϕ∗(x) = 1 } äîïîëíèòåëüíûå òî÷êè (èëè �÷àñòè� òî÷åê, èñïîëüçóÿ ïðî-
öåäóðó ðàíäîìèçàöèè). Òàêàÿ îïåðàöèÿ ïðèâåäåò èëè ê óâåëè÷åíèþ ìîùíî-
ñòè (âïëîòü äî çíà÷åíèÿ 1), èëè ðàçìåð êðèòåðèÿ ñòàíåò ðàâíûì çàäàííîìó
óðîâíþ α. Òàêèì îáðàçîì, èëè E 0 ϕ

∗(X) = α, èëè E 0 ϕ
∗(X) = 1. 2

Ñëåäñòâèå 7.1. Ïóñòü m � ìîùíîñòü íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ óðîâ-
íÿ α äëÿ ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H0 : ðàñïðåäåëåíèå X åñòü P0 ïðè
àëüòåðíàòèâå H1 : ðàñïðåäåëåíèå X åñòü P1. Òîãäà α < m, çà èñêëþ÷å-
íèåì ñëó÷àÿ P0 = P1.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Òàê êàê êðèòåðèé ϕ ≡ α èìååò ìîùíîñòü, ðàâíóþ
α, òî, î÷åâèäíî, α 6 m. Åñëè α = m < 1, òî êðèòåðèé ϕ ≡ α îêàçûâà-
åòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì, è â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ( iii ) Ëåììû 7.1 îí äîëæåí
óäîâëåòâîðÿòü (7.2). Íî òîãäà p 0(x) = k p1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ïî ìåðå µ.
Ïîñêîëüêó

1 =

∫
X
p 0 d µ = k

∫
X
p1 d µ = k,

òî p 0(x) = p1(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ x ïî ìåðå µ. Ñëåäîâàòåëüíî, P0 = P1.

2

Ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà è ñëåäñòâèå 7.1 äàþò ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ðàâíî-
ìåðíî íàèáîëåå ìîùíûõ êðèòåðèåâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé ïðîâåðêè
ñëîæíîé ãèïîòåçû H0 : θ 6 θ 0 ïðè àíàëîãè÷íîé �îäíîñòîðîííåé� àëü-
òåðíàòèâå H1 : θ > θ 0 îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ ∈ Θ ⊆ R.

Îäíàêî äàæå â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïîñòðîèòü ÐÍÌ êðèòåðèé óäàåòñÿ
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òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îáëàäàþùèõ äîñòà-
òî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè.

Îïðåäåëåíèå 7.1. Ñåìåéñòâî P = {P ( · | θ), θ ∈ R} íàçûâàåòñÿ ñåìåé-
ñòâîì ñ ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T = T (X) îòíîøåíè-
åì ïðàâäîïîäîáèÿ, åñëè äëÿ ëþáûõ θ ′, θ ′′ ñ θ ′′ > θ ′ îòíîøåíèå ôóíêöèé
ïëîòíîñòè p (x | θ ′′)/p (x | θ ′) åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ ñòàòèñòèêè T (x).

Òåîðåìà 7.1. Ïóñòü θ � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð è ñåìåéñòâî P ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè X îáëàäàåò ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâ-
äîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè T (X). Òîãäà
( i ) Äëÿ ïðîâåðêè H0 : θ 6 θ 0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ 0 ñóùå-

ñòâóåò ÐÍÌ êðèòåðèé

ϕ(x) =


1, åñëè T (x) > C ,

γ, åñëè T (x) = C ,

0, åñëè T (x) < C ,

(7.4)

ãäå C è γ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

E θ0
ϕ(X) = α. (7.5)

( ii ) Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè m(θ) = E θ ϕ(X) ýòîãî êðèòåðèÿ ñòðîãî âîç-
ðàñòàåò âî âñåõ òî÷êàõ, ãäå m(θ) < 1.

( iii ) Äëÿ ëþáîãî θ < θ 0 êðèòåðèé (7.3) ìèíèìèçèðóåò âåðîÿòíîñòü
îøèáêè ïåðâîãî ðîäà α(θ) = m(θ), θ < θ 0 â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ (7.5).

Äîêàçàò åëü ñòâî ( i ) è ( ii ). Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ïðîâåðêè ïðî-
ñòîé ãèïîòåçû H ′

0 : θ = θ0 ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H ′
1 : θ = θ1 (> θ0).

Ñîãëàñíî Ëåììå 7.1, äëÿ äàííîé çàäà÷è ñóùåñòâóåò íàèáîëåå ìîùíûé êðè-
òåðèé (7.3), êîòîðûé â ñèëó òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ p 1(x)/p 0(x) åñòü íåóáûâà-
þùàÿ ôóíêöèÿ T (x), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (7.4). Ïîñòîÿííûå C è γ

â íîâîé çàïèñè, åñòåñòâåííî, ïðèîáðåòàþò äðóãîé âèä, íî äëÿ äàëüíåéøèõ
öåëåé èõ êîíêðåòíûé âèä íå èãðàåò ðîëè, ïîñêîëüêó èç óòâåðæäåíèÿ ( i )
Ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå C è γ, äëÿ êîòîðûõ
(7.4) è (7.5) âûïîëíÿþòñÿ.
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Çàìå÷àòåëåí òîò ôàêò, ÷òî êðèòåðèé (7.4) ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì
ïðè ëþáîé àëüòåðíàòèâå θ1 > θ0, òî åñòü îí ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî íàèáîëåå
ìîùíûì êðèòåðèåì ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû H ′

0 ïðè ñëîæíîé àëüòåð-
íàòèâå H1 : θ > θ0, èìåííî òîé àëüòåðíàòèâå, êîòîðàÿ âûäâèãàåòñÿ â
èñõîäíîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è.
Äàëåå, åñëè θ ′ è θ ′′ � äâà ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, ïðè÷åì

θ ′ < θ ′′, òî èç óòâåðæäåíèÿ ( ii ) Ëåììû 7.1 ñëåäóåò, ÷òî êðèòåðèé (7.4)
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì êðèòåðèåì ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû θ = θ ′

ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå θ = θ ′′ ïðè óðîâíå α ′ = m(θ ′). Íî òîãäà â
ñèëó Ñëåäñòâèÿ 7.1 m(θ ′) < m(θ ′′), ÷òî, âî-ïåðâûõ, äîêàçûâàåò óòâåðæäå-
íèå ( ii ) äàííîé òåîðåìû î íåóáûâàíèè ôóíêöèè ìîùíîñòè m(θ) ïðè âñåõ
θ ∈ R, à âî-âòîðûõ, ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ êðèòåðèÿ (7.4) ñïðàâåäëèâî íåðà-
âåíñòâî

Eθ ϕ(X) 6 Eθ0
ϕ(X) = α (7.6)

äëÿ âñåõ θ 6 θ0. Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé (7.4) èìååò çàäàííûé óðîâåíü α
êàê êðèòåðèé ïðîâåðêè èñõîäíîé ãèïîòåçû H0 : θ 6 θ 0 ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 : θ > θ 0. Íî êëàññ êðèòåðèåâ, äëÿ êîòîðûõ âåðíî íåðàâåíñòâî (7.6)
ñîäåðæèòñÿ â áîëåå øèðîêîì êëàññå êðèòåðèåâ ñ Eθ0

ϕ(X) 6 α, â êîòîðîì
(7.4) ìàêñèìèçèðóåò m (θ) ïðè âñåõ θ > θ0. Ñëåäîâàòåëüíî, (7.4) åñòü ÐÍÌ
êðèòåðèé è ñïðàâåäëèâî óòâåðäæäåíèå ( i ) äàííîé òåîðåìû.
( iii ) ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî êðèòåðèé, ìèíèìèçèðóþùèé ìîùíîñòü

â çàäà÷å ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå, ïîëó÷àåòñÿ
èç Ëåììû 7.1, åñëè â íåé âñå íåðàâåíñòâà çàìåíèòü íà îáðàòíûå. 2

Î÷åâèäíûå èçìåíåíèÿ â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 7.1 äàþò ðåøåíèå ïðî-
áëåìû ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ > θ 0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ < θ 0

Ïîíÿòíî, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè ýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé
(ñì. îïðåäåëåíèå 2.2) ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íà ôóíêöèþ Q(θ) îáëà-
äàþò ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ îòíîñèòåëüíî äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêè T. Â ñèëó ýòîãî çàìå÷àíèÿ èç òåîðåìû 7.1 íåìåäëåííî âûòåêà-
åò

Ñëåäñòâèå 7.2. Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà X èìååò ðàñïðåäåëåíèå ñ
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ïëîòíîñòüþ (ïî íåêîòîðîé ìåðå µ)

p (x | θ) = B(θ) exp{Q(θ)T (x) }h(x),

ãäå Q(θ) � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà θ.

Òîãäà ôîðìóëû (7.4) è (7.5) Òåîðåìû 7.1 îïðåäåëÿþò ÐÍÌ êðèòåðèé äëÿ
ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ 6 θ 0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ 0. Åñëè Q

óáûâàåò, òî íåðàâåíñòâà â (7.4) çàìåíÿþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûìè.

Ïðèìåð 7.1. ÐÍÌ êðèòåðèé äëÿ âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â
ñõåìå Áåðíóëëè. Ìû íåîäíîêðàòíî ðàññìàòðèâàëè ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü
äëÿ íàáëþäåíèé â ñõåìå Áåðíóëëè. Ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè X =

(X1, . . . , Xn) èìååò ôóíêöèþ ïëîòíîñòè

pn(x
(n) | θ) = θ

∑n
1 xk(1− θ) n−

∑n
1 xk,

ãäå θ = P(Xk = 1) (âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ). Íåòðóäíî ïðî-
âåðèòü, ÷òî äàííàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ìîíîòîííûì îòíîñè-
òåëüíî äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T =

∑n
k=1Xk îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ñòàòèñòèêè T ïî ñ÷èòàþùåé ìåðå îòëè÷íà îò íóëÿ
òîëüêî â öåëî÷èñëåííûõ òî÷êàõ t = 0, 1, . . . , n è ðàâíà

p (t | θ) = C t
n θ

t (1− θ)n−t.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ 6 θ 0 ïðè àëüòåðíàòèâå
H1 : θ > θ 0. Â ñèëó òåîðåìû 7.1 ÐÍÌ êðèòåðèé óðîâíÿ α îïðåäåëÿåòñÿ
êðèòè÷åñêîé ôóíêöèåé

ϕ(T ) =


1, åñëè T > C ,

γ, åñëè T = C ,

0, åñëè T < C ,

(7.7)

ãäå C è γ âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

E θ0
ϕ(T (X) ) = α.

Îïðåäåëèì êðèòè÷åñêóþ êîíñòàíòó C = Cα êàê íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñ-
ëî, äëÿ êîòîðîãî

h(C) =
n∑

t=C+1

p ( t | θ0 ) 6 α, (7.8)
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Åñëè Cα + 1 6 n è â (7.8) èìååò ìåñòî ñòðîãîå íåðàâåíñòâî, òî ïîñòîÿííàÿ
ðàíäîìèçàöèè γ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

γ =
α − h(Cα )

p (Cα | θ0 )
.

Åñëè Cα +1 6 n è â (7.8) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî, òî H0 ïðèíèìàåòñÿ, åñëè
T 6 Cα, è îòâåðãàåòñÿ, êîãäà T > Cα, � â ýòîì ñëó÷àå ïîñòîÿííàÿ ðàíäî-
ìèçàöèè γ = 0. Åñëè, íàêîíåö, p (n | θ0) > α (êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà Cα íå
îïðåäåëÿåòñÿ), òî ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ γ = α/ p(n | θ0)

òîëüêî â ñëó÷àå T = n; ïðè T < n íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 âñåãäà ïðèíèìà-
åòñÿ.
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî â ýòîì ïðèìåðå ÐÍÌ êðèòåðèé ìîæíî òðàêòî-

âàòü êàê íåðàíäîìèçèðîâàííûé, åñëè âêëþ÷èòü ïðîöåäóðó ðàíäîìèçàöèè
â ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò. Êîãäà T = Cα èëè n, òî íàáëþäàåòñÿ ñëó-
÷àéíàÿ âåëè÷èíà U, íå çàâèñÿùàÿ îò X è ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ íà
èíòåðâàëå [ 0, 1 ]. Ãèïîòåçà H0 îòâåðãàåòñÿ, åñëè ðåçóëüòàò u íàáëþäåíèÿ U
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó u > 1−γ. Áóäåì òåïåðü òðàêòîâàòü ñëó÷àéíûé
âåêòîð (X1, . . . , Xn, U) êàê ñëó÷àéíóþ âûáîðêó. Òîãäà íåðàíäîìèçèðîâàí-
íûé êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ T + U > Cα + 1 − γ, î÷åâèäíî,
ýêâèâàëåíòåí ÐÍÌ êðèòåðèþ (7.7).

ÐÍÌ êðèòåðèè ñóùåñòâóþò íå òîëüêî äëÿ îäíîñòîðîííèõ, íî òàêæå è
äëÿ íåêîòîðûõ äâóñòîðîííèõ ãèïîòåç âèäà H0 : θ 6 θ1 èëè θ > θ2, ãäå
θ1, θ2. Ïðîáëåìû ïîäîáíîãî ðîäà ìîãóò âîçíèêàòü, íàïðèìåð, åñëè ìû æå-
ëàåì îïðåäåëèòü, óäîâëåòâîðÿþòñÿ ëè çàäàííûå òðåáîâàíèÿ îòíîñèòåëüíî
ïðîïîðöèè èíãðåäèåíòà â êàêîì-ëèáî ìåäèêàìåíòå. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà,
êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì äëÿ ñïðàâêè (áåç äîêàçàòåëüñòâà) óêàçûâàåò âèä
ÐÍÌ êðèòåðèÿ è ïîâåäåíèå åãî ôóíêöèè ìîùíîñòè.

Òåîðåìà 7.2. ( i ) Åñëè ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè X ïðèíàäëåæèò îäíî-
ïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè ïî
ìåðå µ

p (x | θ) = B(θ) exp{Q(θ)T (x) }h(x),

ãäå Q � ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ, òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :

θ 6 θ1 èëè θ > θ2, (θ1, θ2 ) ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ1 < θ < θ2 ñóùåñòâóåò
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ÐÍÌ êðèòåðèé, èìåþùèé âèä

ϕ(T ) =


1, åñëè C1 < T < C2 (C1 < C2) ,

γi, åñëè T = Ci, i = 1, 2 ,

0, åñëè T < C1 èëè T > C2 ,

(7.9)

ãäå Ci è γi îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

E θ1
ϕ(T (X) ) = E θ2

ϕ(T (X) ) = α. (7.10)

( ii ) Êðèòåðèé (7.9) ìèíèìèçèðóåò E θ ϕ(X) ïðè óñëîâèè (7.10) ïðè âñåõ
θ < θ1 è θ > θ2.

( iii ) Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ èìååò ìàêñèìóì â òî÷êå θ0 ∈
( θ1, θ2) è ñòðîãî óáûâàåò ïðè óäàëåíèè θ îò θ0 âïðàâî èëè âëåâî. Ïðè
ýòîì èñêëþ÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T ñîñðåäîòî÷å-
íî âñåãî â äâóõ òî÷êàõ.

Îòìåòèì, ÷òî ÐÍÌ êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ1 6 θ 6 θ2

èëè äëÿ ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ìîãóò íå ñóùåñòâîâàòü, � íåîáõîäèìî íàëî-
æèòü äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íåñìåùåííîñòè íà êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ
êðèòåðèåâ.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ θ íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èç-
âåñòíîì çíà÷åíèè σ2 ïîñòðîéòå ÐÍÌ êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåç, ðàññìîòðåííûõ â òåîðåìàõ 7.1 è 7.2. Íàðèñóéòå ýêñêèçû ãðàôèêîâ
ôóíêöèé ìîùíîñòè äëÿ ýòèõ êðèòåðèåâ.

2. Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ 6 θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ > θ0 î ïàðàìåòðå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå (0, θ) ðàñïðåäåëåíèÿ ïîñòðîéòå
ÐÍÌ êðèòåðèé, âû÷èñëèòå åãî ìîùíîñòü è íàðèñóéòå ýñêèç ãðàôèêà
ôóíêöèè ìîùíîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ.

3. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 7.1 ïîñòðîéòå ÐÍÌ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû θ 6 θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ > θ0 î ïàðàìåòðå θ ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïóàññîíà. Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü òåñòîâîé ñòà-
òèñòèêè, àïïðîêñèìèðóéòå ôóíêöèþ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ ïîñðåäñòâîì
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ôóíêöèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ; ïðèâåäèòå ïðèáëèæåííóþ ôîð-
ìóëó äëÿ ðàñ÷åòà êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷è-
ìîñòè.

4. Äëÿ ïàðàìåòðà ôîðìû λ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè
a = 1 ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà ïîñòðîéòå ÐÍÌ êðèòåðèé çàäàííîãî
óðîâíÿ α.

5∗ . Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ1 6 θ 6 θ2 ïðè àëüòåð-
íàòèâå H1 : θ < θ1 èëè θ > θ2 íå ñóùåñòâóåò ÐÍÌ êðèòåðèÿ â êëàññå
âñåâîçìîæíûõ êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α.
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§ 8. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íûå
äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû

Â ïðîáëåìå òî÷å÷íîé îöåíêè θ̂(X) ïàðàìåòðà θ ïðè ôóíêöèè ïîòåðü òè-
ïà 1� 0 ðàññìàòðèâàëñÿ êëàññ îöåíîê, ãàðàíòèðóþùèõ çàäàííóþ òî÷íîñòü
∆. Â ýòîì êëàññå èñêàëàñü îöåíêà, êîòîðàÿ äîñòàâëÿëà ìàêñèìóì íåêîòî-
ðûì ôóíêöèîíàëîì îò íàäåæíîñòè Pθ( | θ̂(X) − θ | 6 ∆ ) ïðîöåäóðû îöå-
íèâàíèÿ, íàïðèìåð, ìàêñèìèçèðîâàëîñü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå íàäåæíîñòè
ïî θ ∈ Θ èëè ñðåäíåå çíà÷åíèå íàäåæíîñòè ïî íåêîòîðîìó àïðèîðíîìó
ðàñïðåäåëåíèþ íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå. Ïðè ìàëûõ îáúåìàõ íà-
áëþäåíèé òðóäíî îæèäàòü áîëüøóþ âåëè÷èíó íàäåæíîñòè äàæå äëÿ îïòè-
ìàëüíûõ îöåíîê è íå ñëèøêîì æåñòêèõ òðåáîâàíèé ê òî÷íîñòè. Ïîýòîìó íà
ïðàêòèêå ÷àùå ïûòàþòñÿ êîíòðîëèðîâàòü íàäåæíîñòü îöåíêè, íå íàêëàäû-
âàÿ îãðàíè÷åíèÿ íà òî÷íîñòü, êîòîðàÿ ìîæåò çàâèñåòü îò ðåçóëüòàòîâ íà-
áëþäåíèé. Ýòî òàê íàçûâàåìûé ìåòîä äîâåðèòåëüíîé èëè èíòåðâàëüíîé
îöåíêè θ, êîòîðûé áóäåò èçó÷àòüñÿ â äàííîì ïàðàãðàôå. Íî ñíà÷àëà äà-
äèì ñòðîãîå îïðåäåëåíèå îáúåêòà äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé â îáùåì ñëó÷àå
àáñòðàêòíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ.

Îïðåäåëåíèå 8.1. Ïîäìíîæåñòâî Θ(X) ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Θ, ðàçìåðû è êîíôèãóðàöèÿ êîòîðîãî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè âû-
áîðî÷íûõ äàííûõ, íàçûâàåòñÿ (1−α) -äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì, åñëè
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Θ(X) íàêðîåò èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ áîëü-
øå èëè ðàâíà çàäàííîìó äîâåðèòåëüíîìó óðîâíþ 1−α ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
θ ∈ Θ :

inf
θ∈Θ

Pθ ( Θ(X) 3 θ ) > 1− α.

Åñëè Θ ⊂ R, à äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî èìååò âèä èíòåðâàëà íà ïðÿìîé
R : Θ(X) = ( θ(X), θ(X) ), òî Θ(X) íàçûâàåòñÿ 1−α -äîâåðèòåëüíûì èí-
òåðâàëîì, â êîòîðîì ðàçëè÷àþòñÿ íèæíèé θ(X) è âåðõíèé äîâåðèòåëü-
íûå ïðåäåëû. Åñëè Θ(X) = ( θ(X), ∞ ), òî ñòàòèñòèêà θ(X) íàçûâàåòñÿ
íèæíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöåé, à åñëè Θ(X) = (−∞, θ(X) ), òî ñòàòè-
ñòèêà θ(X) íàçûâàåòñÿ âåðõíåé äîâåðèòåëüíîé ãðàíèöåé.

Â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè ñòðîèëèñü äîâåðèòåëüíûå èí-
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òåðâàëû äëÿ ïàðàìåòðîâ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è àñèìïòîòè÷åñêè
(îáúåì íàáëþäåíèé n → ∞) äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ âåðîÿòíîñòè
óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè è ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàñ-
ñîíà. Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, íàñêîëüêî õîðîøè ýòè èíòåðâàëû
è, âîîáùå, êàê ââåñòè ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî äîâåðèòåëüíîãî ìíîæåñòâà?
Åñòåñòâåííîå æåëàíèå ñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå ìíîæåñòâà íàèìåíüøåãî (â
ñðåäíåì) äèàìåòðà èëè îáúåìà, íî òàêèå ìíîæåñòâà ñóùåñòâóþò î÷åíü ðåä-
êî è ïðè âåñüìà ñïåöèôè÷åñêèõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü.
Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå îïòèìàëüíîãî äîâåðèòåëüíîãî ìíîæåñòâà, ìåòî-
äàì ïîñòðîåíèÿ êîòîðîãî ïîñâÿùåíî äàëüíåéøåå ñîäåðæàíèå äàííîãî ïà-
ðàãðàôà, ïðèíàäëåæèò Äæ.Íåéìàíó.

Îïðåäåëåíèå 8.2. (1−α) -äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî Θ∗(X) íàçûâàåòñÿ
ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íûì (ÐÍÒ) äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì íà B ⊂
Θ × Θ, åñëè äëÿ ëþáûõ (θ, θ ′) ∈ B è ëþáîãî (1 − α) -äîâåðèòåëüíîãî
ìíîæåñòâà Θ(X) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Pθ ( Θ∗(X) 3 θ ′ ) 6 Pθ ( Θ(X) 3 θ ′ ).

Òàêèì îáðàçîì, ÐÍÒ äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî ñ ïðåäïèñàííîé âåðîÿò-
íîñòüþ 1 − α íàêðûâàåò èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ è ñ íàèìåíüøåé
(ïî ñðàâíåíèþ ñ îñòàëüíûìè äîâåðèòåëüíûìè ìíîæåñòâàìè) � äðóãîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà θ ′, êîòîðîå ñâÿçàíî ñ θ ñîîòíîøåíèåì (θ, θ ′) ∈ B . Âû-
áîð ìíîæåñòâà B çàâèñèò, åñòåñòâåííî, îò êîíôèãóðàöèè äîâåðèòåëüíîãî
ìíîæåñòâà. Òàê, åñëè ñòðîèòñÿ âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà θ(X), òî
ìèíèìèçèðóåòñÿ âåðîÿòíîñòü íàêðûòèÿ çíà÷åíèé θ ′ > θ, ñëåäîâàòåëüíî
B = { (θ, θ ′) : θ ′ > θ }. Åñëè ñòðîèòñÿ äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, òî ñëå-
äóåò ìèíèìèçèðîâàòü âñå òî÷êè, ëåæàùèå ïî îáå ñòîðîíû îò èñòèííîãî
çíà÷åíèÿ θ, òàê ÷òî B = { (θ, θ ′) : θ ′ 6= θ }.
Îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì ïîñòðîåíèÿ ÐÍÒ äîâåðèòåëüíûõ ìíîæåñòâ ñëó-

æàò ÐÍÌ êðèòåðèè ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå íóëåâîé è àëüòåðíàòèâíîé ãè-
ïîòåç. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà, î êîòîðîì ãîâîðèëîñü â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷å-
ñêîé ñòàòèñòèêè, ðàñêðûâàåò ñëåäóþùàÿ Òåîðåìà 8.1. Â åå ôîðìóëèðîâêå
ïðèñóòñòâóþò íåðàíäîìèçèðîâàííûå êðèòåðèè ñ çàäàííîé îáëàñòüþ ïðèíÿ-
òèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû. Òåì íå ìåíåå, îíà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è äëÿ ðàí-
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äîìèçèðîâàííûõ êðèòåðèåâ, åñëè ïðîöåäóðó ðàíäîìèçàöèè îñóùåñòâëÿòü
ñ ïîìîùüþ íàáëþäåíèÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà èíòåðâàëå [ 0, 1 ]
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû U è âêëþ÷èòü ðåçóëüòàò u åå íàáëþäåíèÿ â âûáîðî÷-
íûå äàííûå x. Òîãäà ëþáîé ðàíäîìèçèðîâàííûé êðèòåðèé ñ êðèòè÷åñêîé
ôóíêöèåé ϕ(X) ýêâèâàëåíòåí (èìååò òó æå ôóíêöèþ ìîùíîñòè) íåðàíäî-
ìèçèðîâàííîìó êðèòåðèþ ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ { (x, u) : ϕ(x) > u }.

Òåîðåìà 8.1. ( i ) Ðàññìîòðèì äëÿ êàæäîãî θ0 ∈ Θ êàêîé-ëèáî êðèòåðèé
óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H(θ0) : θ = θ0. Ïóñòü A(θ0) ⊂ X �
îáëàñòü ïðèíÿòèÿ H(θ0). Ïðè êàæäîì ðåçóëüòàòå x íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé
âûáîêè X îïðåäåëèì ïîäìíîæåñòâî Θ(x) çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïîëàãàÿ

Θ(x) = { θ : x ∈ A(θ), θ ∈ Θ }.

Òîãäà Θ(X) ÿâëÿåòñÿ äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì äëÿ θ ñ äîâåðèòåëüíûì
óðîâíåì 1− α.

( ii ) Åñëè A(θ0) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÌ êðèòåðèåì óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû H(θ0) ïðè àëüòåðíàòèâå K(θ0), òî Θ(X) ìèíèìèçèðóåò âåðîÿòíîñòü

Pθ( Θ(X) 3 θ ′ ) äëÿ âñåõ θ ∈ K(θ ′)

â êëàññå âñåõ äîâåðèòåëüíûõ ìíîæåñòâ äëÿ θ ñ äîâåðèòåëüíûì óðîâíåì
1− α.

Äîêàçàò åëü ñòâî ( i ) Ïî îïðåäåëåíèþ Θ(x) âêëþ÷åíèå θ ∈ Θ(x)

âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ A(θ), è, ñëåäîâàòåëüíî,

Pθ( θ ∈ Θ(X) ) = Pθ(X ∈ A(θ) ) > 1− α.

( ii ) Åñëè Θ ∗(X) � ëþáîå äðóãîå äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî óðîâíÿ 1−α
è åñëè A∗(θ) = {x : θ ∈ Θ ∗(X) }, òî

Pθ(X ∈ A∗(θ) ) = Pθ( Θ ∗(X) 3 θ ) > 1− α,

òàê ÷òî A∗(θ0) ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ ïðèíÿòèÿ äëÿ êðèòåðèÿ ïðîâåðêè ãèïî-
òåçû H(θ0) ñ óðîâíåì α. Òàê êàê A(θ0) � îáëàñòü ïðèíÿòèÿ ÐÍÌ êðè-
òåðèÿ, òî âåðîÿòíîñòü ïðèíàäëåæíîñòè âûáîðî÷íûõ äàííûõ A(θ0), êîãäà
θ ∈ K(θ0) (âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà) ïðèíèìàåò íàèìåíüøåå çíà-
÷åíèå. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì θ ∈ K(θ0)

Pθ(X ∈ A∗(θ0) ) > Pθ(X ∈ A(θ0)),
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îòêóäà
Pθ( Θ ∗(X) 3 θ0 ) > Pθ( Θ(X) 3 θ0 ). 2

Òàêèì îáðàçîì, Θ ∗(X) ÿâëÿåòñÿ ÐÍÒ äîâåðèòåëüíûì ìíîæåñòâîì íà
B = { (θ, θ ′) : θ ∈ K(θ ′) }.
Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûë íàéäåí ÐÍÌ êðèòåðèé äëÿ ïðîâåðêè îä-

íîñòîðîííèõ ãèïîòåç ïðè àíàëîãè÷íûõ îäíîñòîðîííèõ àëüòåðíàòèâàõ. Ïðè-
ìåíèì ýòîò êðèòåðèé â ïîñòðîåíèè ÐÍÒ âåðõíèõ è íèæíèõ äîâåðèòåëüíûõ
ãðàíèö äëÿ çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà.

Òåîðåìà 8.2. Ïóñòü ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ìîíîòîííûì îò-
íîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè T = T (X) îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ
è ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ G(t | θ) ñòàòèñòèêè T íåïðåðûâíà ïî àðãóìåíòó
t ∈ R ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè θ ∈ Θ ⊂ R.

( i ) Ïðè êàæäîì çíà÷åíèè 1−α äîâåðèòåëüíîãî óðîâíÿ ñóùåñòâóåò ÐÍÒ
íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà θ(X) äëÿ θ.
( ii ) Ïóñòü t = T (x) � çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T, êîãäà ðåçóëüòàò ñòàòè-

ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ðàâåí x. Åñëè óðàâíåíèå

G( t | θ ) = 1− α

èìååò ðåøåíèå θ = θ̂ ( t ) ∈ Θ, òî ðåøåíèå åäèíñòâåííî è θ (X) = θ̂ (T ).

Äîêàçàò åëü ñòâî ( i ) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè
T íåïðåðûâíà, òî äëÿ êàæäîãî θ0 ∈ Θ ÐÍÌ êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû
θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ > θ0 áóäåò íåðàíäîìèçèðîâàííûì è îïðåäåëÿòü-
ñÿ (ñì. Òåîðåìó 7.1) êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ T (x) > C(θ0), ãäå êðèòè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà C(θ0) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Pθ0

(T (X) > C(θ0) ) = α.

Ïðè ëþáîì θ ∈ Θ äëÿ îáëàñòè A(θ) = {x : T (x) 6 C(θ)} ïðèíÿòèÿ
ÐÍÌ êðèòåðèÿ ñîïîñòàâèì (ñì. Òåîðåìó 8.1) (1 − α) -äîâåðèòåëüíîå ìíî-
æåñòâî Θ(x) = { θ : x ∈ A(θ) }. Åñëè ôóíêöèÿ C(θ) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò
ñ ðîñòîì θ, òî ÐÍÒ íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà θ(X) = C−1(T (X)),

ãäå C−1( · ) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê C( · ). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèè
C( · ) ñòðîãî âîçðàñòàåò.
Ïóñòü θ1 > θ0 � íåêîòîðîå äðóãîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ èç îáëàñòè àëü-

òåðíàòèâ è ïóñòü C(θ1) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Pθ1
(T (X) > C(θ1) ) = α.
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Ïîñêîëüêó ÐÍÌ êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííûì (ñì. Ñëåäñòâèå 7.1), òî

Pθ1
(T (X) > C(θ1) ) = α = Pθ0

(T (X) > C(θ0) ) < Pθ1
(T (X) > C(θ0) ).

Ñëåäîâàòåëüíî, C(θ0) < C(θ1) ïðè ëþáûõ θ0 < θ1, òàê ÷òî C(θ), θ ∈ Θ, �
ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå.

( ii ) Èç ñëåäñòâèÿ 7.1 âûòåêàåò, ÷òî G(t | θ) ÿâëÿåòñÿ ñòðîãî óáûâàþùåé
ôóíêöèåé θ â êàæäîé òî÷êå t, â êîòîðîé 0 < G(t | θ) < 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî, óðàâíåíèå G(t | θ) = 1 − α èìååò íå áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè êàæ-
äîì θ ∈ Θ çíà÷åíèå C(θ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Pθ(T (X) < C(θ) ) =

G(C( θ ) | θ ) = 1−α. Åñòåñòâåííî, ýòî óðàâíåíèå îñòàåòñÿ â ñèëå è ïðè θ =

θ = θ (X), òî åñòü G (C( θ ) | θ ) = 1−α. Òàê êàê C(θ) = C(C−1(T ) ) = T,

òî ïîëó÷àåì èñêîìîå óðàâíåíèå G(T | θ) = 1− α. 2

Ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ
ãðàíèöà ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ G(t | θ) = α.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïðèìåíèìà è â ñëó÷àå äèñêðåòíûõ ðàñïðåäåëåíèé
ñòàòèñòèêè T. Ïàðà (T, U) (ñì. çàìå÷àíèå, ïðåäøåñòâóþùåå ôîðìóëèðîâ-
êå Òåîðåìû 8.1) èìååò îñîáåííî ïðîñòîå ïðåäñòàâëåíèå, êîãäà T ïðèíèìàåò
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòàòèñòèêà S = T +U ýêâèâàëåíò-
íà ïàðå (T, U), òàê êàê ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà T = [S ], U = S−[S ], ãäå
[S ] åñòü íàèáîëüøåå öåëîå, íå ïðåâîñõîäÿùåå S. Ðàñïðåäåëåíèå S íåïðå-
ðûâíî è äîâåðèòåëüíûå ãðàíèöû ìîæíî ñòðîèòü, îòïðàâëÿÿñü îò ýòîé ñòà-
òèñòèêè.

Ïðèìåð 8.1. ÐÍÒ íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà äëÿ âåðîÿòíîñòè
óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóëëè. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü èñïû-
òàíèé â ñõåìå Áåðíóëëè îáëàäàåò ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêè T =

∑n
k=1Xk îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

ñòàòèñòèêè T ïî ñ÷èòàþùåé ìåðå îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî â öåëî÷èñëåííûõ
òî÷êàõ t = 0, 1, . . . , n è ðàâíà

p (t | θ) = C t
n θ

t (1− θ)n−t .

Ïóñòü ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà U, èìåþùàÿ ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå íà
èíòåðâàëå [ 0, 1 ], èñïîëüçóåòñÿ â ïðîöåäóðå ðàíäîìèçàöèè äëÿ ÐÍÌ êðèòå-
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ðèÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ > θ0. Cîãëàñíî ïðåäøå-
ñòâóþùåìó äàííîìó ïðèìåðó çàìå÷àíèþ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÐÍÒ íèæíåé äî-
âåðèòåëüíîé ãðàíèöû ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 8.2 ââåäåì ñòàòèñòèêó S = T+U

è ïîêàæåì, ÷òî îíà èìååò íåïðåðûâíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ïëîòíî-
ñòè

g (s | θ) = C [ s ]
n θ [ s ] (1− θ) n−[ s ], (8.1)

îòëè÷íîé îò íóëÿ òîëüêî â îáëàñòè 0 6 s < n+ 1.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè S

G(s|θ) = P(S < s|θ) = P(S < [s] | θ) + P(S = [s], 0 6 U < s− [s] | θ) =

[s]−1∑
k=0

p (k | θ) + C [s]
n θ [s] (1− θ) n−[s](s− [s]),

ïîñêîëüêó U íå çàâèñèò îò T. Ýòî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-
ñÿ íèæíåé îãèáàþùåé ôóíêöèè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî åå ïðîèçâîäíàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé (8.1). Òàêèì îáðàçîì,
íèæíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà θ(S) îïðåäåëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
G(S | θ) = 1− α, à âåðõíÿÿ θ(S) � ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ G(S | θ) = α.

Ïîíÿòíî, ÷òî ( θ (S), θ(S) ) áóäåò (1 − 2α) -äîâåðèòåëüíûì èíòåðâàëîì
äëÿ θ, íî ïîñêîëüêó ìû íå èìååì ÐÍÌ êðèòåðèÿ äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòå-
çû θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå θ 6= θ0, òî ìû íè÷åãî íå ìîæåì ñêàçàòü îá
îïòèìàëüíîñòè òàêîãî äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà. Â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå
áóäóò ñòðîèòüñÿ ÐÍÌ íåñìåùåííûå êðèòåðèè äëÿ ïðîâåðêè òàêîãî ðîäà
ãèïîòåç, êîòîðûì áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ÐÍÒ íåñìåùåííûå äîâåðèòåëüíûå
èíòåðâàëû.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Äëÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ θ íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èç-
âåñòíîì çíà÷åíèè σ2 ïîñòðîéòå âåðõíþþ ÐÍÒ äîâåðèòåëüíóþ ãðàíèöó,
èñïîëüçóÿ êðèòåðèé, ïîëó÷åííûé ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 1 èç § 7.

2. Äëÿ ïàðàìåòð ïîëîæåíèÿ θ ðàâíîìåðíîãî íà èíòåðâàëå (0, θ) ðàñïðåäå-
ëåíèÿ íàéäèòå âåðõíþþ ÐÍÒ äîâåðèòåëüíóþ ãðàíèöó, èñïîëüçóÿ êðè-
òåðèé, ïîëó÷åííûé ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèÿ 2 èç § 7.
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3. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 8.1 ïîñòðîéòå ÐÍÒ íèæíþþ äîâåðèòåëüíóþ
ãðàíèöó äëÿ ïàðàìåòðà θ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà. Èñïîëüçóÿ àñèì-
ïòîòè÷åñêóþ íîðìàëüíîñòü òåñòîâîé ñòàòèñòèêè, ïîëó÷åííóþ ïðè âû-
ïîëíåíèè çàäàíèÿ 3 èç § 7, ïðèâåäèòå ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó äëÿ
ðàñ÷åòà ýòîé ãðàíèöû.

4. Äëÿ ïàðàìåòðà ôîðìû λ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ïðè èçâåñòíîì çíà÷åíèè
a = 1 ìàñøòàáíîãî ïàðàìåòðà ïîñòðîéòå ÐÍÒ âåðõíþþ äîâåðèòåëüíóþ
ãðàíèöó, èñïîëüçóÿ êðèòåðèé, ïîñòðîåííûé â çàäàíèè 4 èç § 7.
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§ 9. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå
íåñìåùåííûå êðèòåðèè

9.1. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå íåñìåùåííûå êðèòåðèè äëÿ
îäíîïàðàìåòðè÷åñêèõ ýêñïîíåíöèàëüíûõ ñåìåéñòâ. Ðàññìîòðèì îá-
ùóþ ïðîáëåìó ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ ∈ Θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ ∈
Θ1 è ïóñòü ϕ � êðèòåðèé çàäàííîãî óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè H0. Åñëè ìîù-
íîñòü ýòîãî êðèòåðèÿ ïðè íåêîòîðûõ àëüòåðíàòèâíûõ çíà÷åíèÿõ θ ∈ Θ1

îêàæåòñÿ ìåíüøå óðîâíÿ α, òî ïðè ýòèõ çíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ
íóëåâîé ãèïîòåçû îêàæåòñÿ áîëüøå, ÷åì êîãäà îíà âåðíà. Åñòåñòâåííî, ýòî
íåæåëàòåëüíîå ñâîéñòâî êðèòåðèÿ, è åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ÐÍÌ êðèòåðè-
åâ íàëîæèòü äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà êëàññ êîíêóðèðóþùèõ ïðî-
öåäóð ïðîâåðêè, óñòðàíÿþùåå òàêîãî ðîäà ïàòîëîãèè, òî ýòî áëàãîòâîðíî
îòðàçèòñÿ íà ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè êðèòåðèåâ.
Îïðåäåëåíèå 9.1. Êðèòåðèé ϕ, äëÿ ôóíêöèè ìîùíîñòè êîòîðîãî âû-

ïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

m(θ) = E θ ϕ(X) 6 α, åñëè θ ∈ Θ0, è m(θ) > α, åñëè θ ∈ Θ1,

íàçûâàåòñÿ íåñìåùåííûì.

Îãðàíè÷åíèå íåñìåùåííîñòè íà êëàññ ðàññìàòðèâàåìûõ êðèòåðèåâ îêà-
çûâàåòñÿ ïîëåçíûì íå òîëüêî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ � â øèðîêîì
êëàññå ïðîáëåì, ãäå ÐÍÌ êðèòåðèè íå ñóùåñòâóþò, òåì íå ìåíåå ñóùåñòâó-
þò ÐÍÌ íåñìåùåííûå êðèòåðèè. Â ÷àñòíîñòè, ñþäà âêëþ÷àþòñÿ íåêîòî-
ðûå ãèïîòåçû âèäà θ1 6 θ 6 θ2 èëè θ = θ0, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé
âûáîðêè çàâèñèò êðîìå θ òàêæå è îò äðóãèõ (ìåøàþùèõ ) ïàðàìåòðîâ.
Åñëè m(θ) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ïàðàìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå

Θ, òî íåñìåùåííîñòü âëå÷åò m(θ) = α äëÿ âñåõ θ ∈ Γ, ãäå Γ � îáùàÿ
ãðàíèöà Θ0 è Θ1 = Θ c

0, òî åñòü ìíîæåñòâî òî÷åê θ ïðåäåëüíûõ êàê äëÿ
Θ0, òàê è äëÿ Θ1. Êðèòåðèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïîñëåäíåìó óñëîâèþ, íàçû-
âàþòñÿ ïîäîáíûìè íà ãðàíèöå Θ0 è Θ1. Òàê êàê îïåðèðîâàòü ñ óñëîâèåì
ïîäîáèÿ íà ãðàíèöå óäîáíåå, ÷åì ñ óñëîâèåì íåñìåùåííîñòè, òî ñëåäóþùàÿ
Ëåììà èãðàåò âàæíóþ ðîëü â îòûñêàíèè ÐÍÌ íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ.

Ëåììà 9.1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ P ( · | θ ), θ ∈ Θ, ñëó÷àéíîé âûáîðêè X
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òàêîâû, ÷òî ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ëþáîãî êðèòåðèÿ íåïðåðûâíà, è åñëè ϕ∗

ÿâëÿåòñÿ ÐÍÌ ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ, ïîäîáíûõ íà ãðàíèöå, òî ϕ∗ � ÐÍÌ
íåñìåùåííûé êðèòåðèé.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Êëàññ êðèòåðèåâ, ïîäîáíûõ íà ãðàíèöå, ñîäåðæèò â
ñåáå êëàññ íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäîáíûé íà ãðàíèöå
ÐÍÌ êðèòåðèé ϕ∗ ðàâíîìåðíî íå ìåíåå ìîùåí, ÷åì ëþáîé íåñìåùåííûé
êðèòåðèé. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êðèòåðèé ϕ∗ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííûì, òàê êàê
îí ðàâíîìåðíî íå ìåíåå ìîùåí, ÷åì êðèòåðèé ϕ(x) ≡ α. 2

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû äàííîãî ïàðàãðàôà áóäóò îòíîñèòüñÿ ê ýêñïî-
íåíöèàëüíûì ñåìåéñòâàì ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè X. Ýòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ áûëè îïðåäåëåíû â § 2 è èìåëè ïëîòíîñòü âèäà

p (x | θ) = B( θ ) exp

[
k∑

i=1

Qi( θ )Ti(x)

]
h(x).

Èñïîëüçóÿ áîëåå åñòåñòâåííóþ ïàðàìåòðèçàöèþ è âêëþ÷àÿ ïîëîæèòåëüíûé
ìíîæèòåëü h(x) â äîìèíèðóþùóþ ìåðó µ, ïðèäàäèì ýêñïîíåíöèàëüíîìó
ñåìåéñòâó ôîðìó

p (x | θ) = B( θ ) exp

[
k∑

i=1

θi Ti(x)

]
.

Ýêñïîíåíöèàëüíûì ñåìåéñòâàì, êðîìå òîãî, ÷òî îíè îáëàäàþò äîñòàòî÷-
íûìè ñòàòèñòèêàìè, ïðèñóù ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, êîòîðûå áóäóò
ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåéøåì. Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñâîéñòâ
íå ñëîæíû è èõ ìîæíî íàéòè â êíèãå Ý.Ëåìàíà �Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ
ãèïîòåç�, § 7, ãëàâà 2.

Ëåììà 9.2. Ïóñòü ϕ � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà âûáîðî÷-
íîì ïðîñòðàíñòâå ( X, A ). Òîãäà èíòåãðàë∫

X
ϕ(x) exp

[
k∑

i=1

θi Ti(x)

]
dµ(x),

ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ θ1, . . . , θk, îáëàäàåò ïðîèçâîä-
íûìè ëþáîãî ïîðÿäêà è ýòè ïðîèçâîäíûå ìîæíî âû÷èñëÿòü äèôôåðåíöè-
ðîâàíèåì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà.
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Ëåììà 9.3. Ïóñòü X èìååò ðàñïðåäåëåíèå èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåé-
ñòâà

dP (x | θ, ϑ) = B( θ, ϑ ) exp

[
r∑

i=1

θi Ui(x) +
s∑

j=1

ϑj Tj(x)

]
dµ(x).

Òîãäà ñóùåñòâóþò ìåðû λ θ, θ ∈ Θ, è âåðîÿòíîñòíûå ìåðû ν t, t ∈ T, íà s
è r -ìåðíîì ýâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî, òàêèå, ÷òî

( I ) ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîé ñòàòèñòèêè T = (T1, . . . , Ts) ïðèíàäëåæèò
ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó

dP T (t | θ, ϑ) = B( θ, ϑ ) exp

[
s∑

j=1

ϑj tj

]
dλ θ(t),

( II ) óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðíîé ñòàòèñòèêè U = (U1, . . . , Ur)

îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T ïðèíàäëåæèò ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó
âèäà

dP
U |T
θ (u | t ) = Bt( θ ) exp

[
r∑

i=1

θi ui

]
dν t(u),

òî åñòü, â ÷àñòíîñòè, íå çàâèñèò îò ϑ.

Îïðåäåëèì òåïåðü âèä ÐÍÌ êðèòåðèåâ äëÿ ïðîâåðêè äâóõñòîðîííèõ ãè-
ïîòåç, êîãäà ðåäóêöèÿ êëàññà ðàññìàòðèâàåìûõ êðèòåðèåâ ê êëàññó íåñìå-
ùåííûõ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâîâàíèþ ÐÍÌ êðèòåðèåâ.

Òåîðåìà 9.1. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ïðèíàäëåæèò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ñ ïëîòíîñòüþ

p (x | θ) = B(θ) exp{ θ T (x) }h(x). (9.1)

Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ1 6 θ 6 θ2 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 :

θ < θ1 èëè θ > θ2 ñóùåñòâóåò ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé, îïðåäåëÿåìûé
ðàâåíñòâàìè

ϕ(x) =


1, åñëè T (x) < C1 èëè T (x) > C2 ,

γi, åñëè T (x) = Ci, i = 1, 2 ,

0, åñëè C1 < T (x) < C2 ,

(9.2)

ãäå Ci è γi íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

E θ1
ϕ(X) = E θ2

ϕ(X) = α. (9.3)
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Â ñèëó Ëåììû 9.2 ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ëþáîãî êðè-
òåðèÿ äëÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà íåïðåðûâíà, ïîýòîìó ïðèìåíèìà
Ëåììà 9.1 � íåñìåùåííîñòü çàìåíÿåòñÿ òðåáîâàíèåì ïîäîáèÿ íà ãðàíèöå,
òàê ÷òî ÐÍÌ êðèòåðèé óðîâíÿ α äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì (9.3).
Ìíîæåñòâî ãðàíè÷íûõ òî÷åê Γ = { θ1, θ2 }, ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè E θ ϕ(X) äëÿ çíà÷åíèÿ θ, ëåæàùåãî âíå èíòåðâàëà
[ θ1, θ2 ] ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé (9.3). Åñëè çàäà÷ó ñôîðìóëèðîâàòü â òåð-
ìèíàõ 1 − ϕ(x), òî èç ÷àñòè ( ii ) Òåîðåìû 7.2 âûòåêàåò, ÷òî åå ðåøåíèå
äàåòñÿ ôîðìóëàìè (9.2) è (9.3). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèòåðèé (9.2) åñòü ÐÍÌ
êðèòåðèé â êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ. Êàê âèäíî èç ÷àñòè ( iii )
Òåîðåìû 7.2, ôóíêöèÿ ìîùíîñòè ýòîãî êðèòåðèÿ èìååò ìèíèìóì â òî÷êå,
ðàñïîëîæåííîé ìåæäó θ1 è θ2, è ñòðîãî âîçðàñòàåò ïðè óäàëåíèè îò òî÷êè
ìèíèìóìà âëåâî èëè âïðàâî. 2

Òåîðåìà 9.2. Ïóñòü ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ïðèíàäëåæèò
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ýêñïîíåíöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ñ ïëîòíîñòüþ (9.1).
Òîãäà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 : θ = θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ 6= θ0

ñóùåñòâóåò ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé, îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâàìè (9.2).
Ïîñòîÿííûå C è γ â ýòîì ñëó÷àå íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

E θ0
ϕ(X) = α. (9.4)

E θ0
[T (X)ϕ(X) ] = αE θ0

T (X). (9.5)

Äîêàçàò åëü ñòâî òîãî, ÷òî èñêîìûé ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé èìå-
åò âèä (9.2), íå ñòîëü ñëîæíî, ñêîëüêî òðåáóåò íåñêîëüêèõ ïðåäâàðèòåëüíûõ
ëåìì è, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îáîáùåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíîé ëåììû Íåéìàíà�
Ïèðñîíà íà ñëó÷àé ðàçëè÷åíèÿ áîëåå ÷åì äâóõ ãèïîòåç. Ïîýòîìó äîêàçà-
òåëüñòâî ýòîé ÷àñòè òåîðåìû ìû îïóñêàåì, íî òî, ÷òî ïîñòîÿííûå C è γ

îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèé (9.4) è (9.5), äîêàçàòü ïðîñòî íåîáõîäèìî äëÿ
ïîíèìàíèÿ äàëüíåéøèõ ðåçóëüòàòîâ äàííîãî ïàðàãðàôà.
Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî (9.1) îáëàäàåò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé

T = T (X), ïîýòîìó â ñèëó Òåîðåìû 2.1 ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ êðèòåðè-
ÿìè, çàâèñÿùèìè îò x òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè:
ϕ = ϕ(T ). Èç óòâåðæäåíèÿ ( I ) Ëåììû 9.3 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ ìîù-
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íîñòè êðèòåðèÿ ϕ(T ) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå èíòåãðàëà

m(θ) = B(θ)

∫
R

e θ tϕ(t) dν(t) . (9.6)

Íåñìåùåííîñòü êðèòåðèÿ âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà
(9.4), îòêóäà è èç ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîèçâîäíûõ ó ôóíêöèè ìîùíîñòè (Ëåì-
ìà 9.2) âûòåêàåò, ÷òî θ0 åñòü òî÷êà ìèíèìóìà ôóíêöèè ìîùíîñòè è ïðî-
èçâîäíàÿ â ýòîé òî÷êå m′(θ0) = 0. Äèôôåðåíöèðóÿ (9.6) ïîä çíàêîì èí-
òåãðàëà, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè
ìîùíîñòè:

m′(θ) = Eθ [T ϕ(T ) ] +
B ′(θ)

B(θ)
Eθ ϕ(T ) . (9.7)

Äëÿ êðèòåðèÿ ϕ(T ) ≡ α ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â

0 = Eθ T +
B ′(θ)

B(θ)
.

Ïîäñòàíîâêà â (9.7) B ′(θ)/B(θ) = −Eθ T äàåò ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè ìîùíîñòè:

m′(θ) = Eθ [T ϕ(T ) ] − Eθ T Eθ ϕ(T ) .

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïðè θ = θ0, êîãäà m′(θ0) = 0, ñîâïàäàåò ñ (9.5). Òàêèì
îáðàçîì, íåñìåùåííîñòü, â äîïîëíåíèå ê (9.4), âëå÷åò è (9.5). 2

Çàìå÷àíèå 9.1. Îïðåäåëåíèå ÐÍÌ íåñìåùåííîãî êðèòåðèÿ äëÿ ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû θ = θ0 ïî ôîðìóëàì (9.2), (9.4) è (9.5) çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàåòñÿ, êîãäà ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T ïðè ñïðàâåäëèâîñòè íóëåâîé
ãèïîòåçû (θ = θ0 ) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé òî÷êè
m, òî åñòü P(T < m − t | θ0) = P(T > m + t | θ0). Â ýòîì ñëó÷àå ÐÍÌ
êðèòåðèé áóäåò ñèììåòðè÷íûì: ϕ(m − T ) = ϕ(m + T ), ïîñêîëüêó òàêîãî
âèäà êðèòåðèè óäîâëåòâîðÿþò (9.4), åñëè ïîëîæèòü γ2 = γ1, C2 = 2m−C1,

à êîíñòàíòû C1 è γ1 íàõîäèòü èç óðàâíåíèÿ

P(T < C1 | θ0) + γ1 P(T = C1 | θ0) = α/2 .

Òîãäà Eθ0
ϕ(T ) = α, òî åñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (9.4), ïðè÷åì ýòî óñëîâèå

âëå÷åò (9.5). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ (t −m)ϕ( t ), t ∈ R, â ýòîì ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîé, E θ0

T = m , è ïîýòîìó

E θ0
[T ϕ(T ) ] = E θ0

[ (T −m )ϕ(T ) ] +mE θ0
ϕ(T ) = mα = αE θ0

T .
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Íàïðèìåð, òàêèå ñèììåòðè÷íûå ÐÍÌ êðèòåðèè ñóùåñòâóþò ïðè ïðîâåð-
êå ãèïîòåçû θ = 1/2 î âåðîÿòíîñòè óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â ñõåìå Áåðíóë-
ëè èëè ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû θ = θ0 î ñðåäíåì çíà÷åíèè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ èñïûòàíèé n ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòî
èñïîëüçóåìûõ íà ïðàêòèêå òåñòîâûõ ñòàòèñòèê T àïïðîêñèìèðóåòñÿ íîð-
ìàëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì, è â òàêîì ñëó÷àå ðåçîííî òàêæå îãðàíè÷èòüñÿ
ñèììåòðè÷íûìè ðåøàþùèìè ôóíêöèÿìè. 2

9.2. Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûå íåñìåùåííûå êðèòåðèè ïðè
íàëè÷èè ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ (ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêèå ýêñïî-
íåíöèàëüíûå ñåìåéñòâà). Â § 7 è â ðàçäåëå 9.1 íàñòîÿùåãî ïàðàãðàôà
áûëè ðåøåíû çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ ÐÍÌ êðèòåðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α äëÿ
ïðîâåðêè ñëåäóþùèõ ãèïîòåç è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì àëüòåðíàòèâ îòíîñè-
òåëüíî ñêàëÿðíîãî ïàðàìåòðà θ ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà (9.1):

(A) H0 : θ 6 θ0 H1 : θ > θ0

(B) H0 : θ 6 θ1 èëè θ > θ2 H1 : θ1 < θ < θ2

(C) H0 : θ1 6 θ 6 θ2 H1 : θ < θ1 èëè θ > θ2

(D) H0 : θ = θ0 H1 : θ 6= θ0 .

Äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç (A) è (B) ÐÍÌ êðèòåðèè â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ
çàäàííîãî óðîâíÿ α îïðåäåëÿëèñü, ñîîòâåòñòâåííî, ñîîòíîøåíèÿìè (7.4)�
(7.5) è (7.9)�(7.10). ×òî æå êàñàåòñÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç (C) è (D), òî çäåñü
ÐÍÌ êðèòåðèè óðîâíÿ α ñóùåñòâîâàëè òîëüêî â êëàññå íåñìåùåííûõ êðè-
òåðèåâ. Îáùèé âèä êðèòåðèÿ äëÿ ïðîáëåì (C) è (D) îïðåäåëÿëñÿ ôîðìóëîé
(9.2), îäíàêî ïîñòîÿííûå êðèòåðèÿ îïðåäåëÿëèñü ïî-ðàçíîìó: äëÿ (C) êðè-
òè÷åñêèå êîíñòàíòû è âåðîÿòíîñòè ïðîöåäóðû ðàíäîìèçàöèè îïðåäåëÿëèñü
èç óðàâíåíèé (9.3), à äëÿ (D) � èç óðàâíåíèé (9.4) è (9.5).
Â ýòîì ðàçäåëå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ àíàëîãè÷íûå çàäà÷è äëÿ ïàðà-

ìåòðà θ ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîãî ýêñïîíåíöèàëüíîãî ñåìåéñòâà

dP (x | θ, ϑ) = B( θ, ϑ ) exp

[
θ U(x) +

k∑
i=1

ϑi Ti(x)

]
dµ(x), (θ, ϑ) ∈ Θ,

(9.8)
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ãäå ϑ = (ϑ1, . . . , ϑk) � âåêòîð òàê íàçûâàåìûõ ìåøàþùèõ ïàðàìåòðîâ, äëÿ
êîòîðûõ T = (T1, . . . , Tk) � âåêòîðíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà; ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ âûïóêëî è èìååò ðàçìåðíîñòü
k + 1. Ïîñêîëüêó äëÿ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé (9.8) ñóùåñòâóåò (k + 1) -
ìåðíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà (U, T ), òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü (9.8) ðå-
äóöèðóåòñÿ ê ñåìåéñòâó ðàñïðåäåëåíèé ýòîé ñòàòèñòèêè, ðàñïðåäåëåíèå êî-
òîðîé â ñèëó Ëåììû 9.3 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

dPU, T (u, t | θ, ϑ) = B( θ, ϑ ) exp

[
θ u+

k∑
i=1

ϑi ti

]
dν(u, t), (θ, ϑ) ∈ Θ,

à óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå U îòíîñèòåëüíî T ïðèíàäëåæèò ýêñïîíåíöèàëü-
íîìó ñåìåéñòâó

dP
U |T
θ (u | t) = Bt(θ) exp{ θ u } dνt(u).

Ïîñêîëüêó ýòî ñåìåéñòâî íå çàâèñèò îò ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà ϑ , òî åñòå-
ñòâåííî ðàññìàòðèâàòü åãî êàê íîâóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü è ñòðîèòü
ÐÍÌ êðèòåðèé àíàëîãèè ñ ðåøåíèÿìè ïðîáëåì (A�(D), ìàêñèìèçèðóÿ ìîù-
íîñòü êðèòåðèÿ íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè T (X) = t âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X. Còàòèñòèêà U áóäåò ëåæàòü â îñíîâàíèè êðèòè÷åñêîé ôóíêöèè, à
ïîñòîÿííûå C è γ áóäóò çàâèñåñòü îò íàáëþäåííîãî çíà÷åíèÿ t ñòàòèñòèêè
T.

Èòàê, äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç (A) ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé

ϕA(u, t) =


1, åñëè u > C(t) ,

γ, åñëè u = C(t) ,

0, åñëè u < C(t) ,

(9.9)

ãäå C(t) è γ(t) âûáèðàþòñÿ òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

E θ0
{ϕA(U, T ) |T = t } = α. (9.10)

Ãèïîòåçû (B) ïðåäëàãàåòñÿ ðàçëè÷àòü ñ ïîìîùüþ êðèòåðèÿ

ϕB(u, t) =


1, åñëè C1(t) < u < C2(t) ,

γi, åñëè u = Ci(t), i = 1, 2 ,

0, åñëè u < C1(t) èëè u > C2(t) ,

(9.11)
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ãäå Ci(t) è γi(t), i = 1, 2, îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé

E θ1
{ϕB(U, T ) |T = t } = E θ2

{ϕB(U, T ) |T = t } = α. (9.12)

Íàêîíåö, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû ïðîâåðêè ãèïîòåç (C) è (D) ïðåäëàãà-
åòñÿ îáùèé êðèòåðèé

ϕ(u, t) =


1, åñëè u < C1(t) èëè u > C2(t) ,

γi, åñëè u = Ci(t), i = 1, 2 ,

0, åñëè C1(t) < u < C2(t) ,

(9.13)

ãäå Ci è γi, i = 1, 2, â ñëó÷àå çàäà÷è (C) íàõîäÿòñÿ èç óðàâíåíèé

E θ1
{ϕ(U, T ) |T = t } = E θ2

{ϕ(U, T ) |T = t } = α, (9.14)

à äëÿ çàäà÷è (D) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

E θ0
{ϕ(U, T ) |T = t } = α, (9.15)

E θ0
{U ϕ(U, T ) |T = t } = αE θ0

{U |T = t } . (9.16)

Ðàâåíñòâà (9.10), (9.12), (9.14) � (9.16) äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ
çíà÷åíèÿõ t ñòàòèñòèêè T (X) .
Åñòåñòâåííî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòè êðèòåðèè ÿâëÿþòñÿ ÐÍÌ ìîùíû-

ìè â êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ óðîâíÿ α, íî òîëüêî ïðè äîïîë-
íèòåëüíîì óñëîâèè ïîëíîòû ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íîé ñòàòè-
ñòèêè (U, T ).

Ñóùåñòâî äàííîé ïðîáëåìû çàêëþ÷àåòñÿ â õàðàêòåðèçàöèè ïîäîáíûõ
êðèòåðèåâ íà ãðàíèöå ðàçëè÷àåìûõ ãèïîòåç, èç êîòîðîé áóäåò ñëåäîâàòü
íåñìåùåííîñòü ÐÍÌ êðèòåðèåâ (ñì. Ëåììó 9.1 ). Â ïðîáëåìå ïðîâåðêè ãè-
ïîòåç (A) � (D) ñ ìåøàþùèìè ïàðàìåòðàìè òàêàÿ ãðàíèöà Γ = Γθ×Γϑ, ãäå
Γθ � ãðàíèöà, îòíîñÿùàÿñÿ ê òåñòèðóåìîìó ïàðàìåòðó θ è ñîñòîÿùàÿ íå
áîëåå ÷åì èç äâóõ òî÷åê, à Γϑ åñòü îáëàñòü âñåâîçìîæíûõ çíà÷åíèé ìåøàþ-
ùåãî ïàðàìåòðà ϑ = (ϑ1, . . . , ϑk ), òî åñòü ïîäìíîæåñòâî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Θ ðàçìåðíîñòè k.

Ðàññìîòðèì äàííóþ ïðîáëåìó â áîëåå îáùåì âèäå. Ïóñòü T � äîñòàòî÷-
íàÿ ñòàòèñòèêà äëÿ ïîäñåìåéñòâà P X = {PX( · | θ ), θ ∈ Γ } ñòàòèñòè÷åñêîé
ìîäåëè P è P T = {P T ( · | θ ), θ ∈ Γ } � ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäñåìåéñòâî ðàñ-
ïðåäåëåíèé ñòàòèñòèêè T, êîãäà ïàðàìåòð θ ∈ Γ ⊂ Θ. Òðåáóåòñÿ õàðàê-
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òåðèçîâàòü êëàññ êðèòåðèåâ ϕ, äëÿ êîòîðûõ Eθ ϕ(X) = α ïðè âñåõ ðàñ-
ïðåäåëåíèÿõ X, ïðèíàäëåæàùèõ çàäàííîìó ñåìåéñòâó P X , òî åñòü êëàññ
êðèòåðèåâ, ïîäîáíûõ ïî îòíîøåíèþ ê P X èëè Γ.

Ëþáîé êðèòåðèé, äëÿ êîòîðîãî E {ϕ(X) |T (X) = t } = α äëÿ ïî÷òè
âñåõ çíà÷åíèé t ñòàòèñòèêè T ïî ëþáîìó ðàñïðåäåëåíèþ èç ñåìåéñòâà
P T îêàçûâàåòñÿ ïîäîáíûì ïî îòíîøåíèþ ê P X . Äîêàçàòåëüñòâî òðèâè-
àëüíî:

Eθ ϕ(X) = Eθ E {ϕ(X) |T (X) = t } = α.

Î êðèòåðèÿõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

E {ϕ(X) |T (X) = t } = α P
T -ïî÷òè âñþäó, (9.17)

ãîâîðÿò, ÷òî îíè èìåþò íåéìàíîâñêóþ ñòðóêòóðó îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòè-
êè T. Äëÿ òàêèõ êðèòåðèåâ âåðîÿòíîñòü îòêëîíåíèÿ íóëåâîé ãèïîòåçû ïðè
åå ñïðàâåäëèâîñòè ðàâíà α íà êàæäîé èç ïîâåðõíîñòåé St = {x : T (x) =

t } ⊂ X. Òàê êàê ðàñïðåäåëåíèå íà êàæäîé St íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé
θ ∈ Γ, òî óñëîâèå (9.17), ïî ñóùåñòâó, ñâîäèò ïðîáëåìó ê ïðîâåðêå ïðîñòîé
ãèïîòåçû ïðè êàæäîì çíà÷åíèè t. Ñðåäè êðèòåðèåâ, îáëàäàþùèõ íåéìà-
íîâñêîé ñòðóêòóðîé, ÷àñòî áåç òðóäà íàõîäèòñÿ íàèáîëåå ìîùíûé, äëÿ ÷å-
ãî ïðîáëåìà îïòèìèçàöèè ðåøàåòñÿ íà êàæäîé ïîâåðõíîñòè St îòäåëüíî.
Ñîáñòâåííî, èìåííî ýòîò ìåòîä áûë èñïîëüçîâàí ïðè ïîñòðîåíèè êðèòåðèåâ
(9.9)�(9.16). Íî âñÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì îá-
ðàçîì êðèòåðèé îêàçûâàåòñÿ íàèáîëåå ìîùíûì ñðåäè âñåõ ïîäîáíûõ êðè-
òåðèåâ (è íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ) òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè êàæäûé
ïîäîáíûé êðèòåðèé îáëàäàåò íåéìàíîâñêîé ñòðóêòóðîé. Óñëîâèå, ïðè êî-
òîðîì âåðíî ýòî óòâåðæäåíèå, ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ ïîëíîòû ñåìåé-
ñòâà ðàñïðåäåëåíèé ñòàòèñòèêè T. Ïîíÿòèå ïîëíîòû áûëî ââåäåíî â § 2,
íàïîìíèì, ÷òî ýòî îçíà÷àåò.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñòàòèñòèêà T = T (X) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé äëÿ ñå-
ìåéñòâà âåðîÿòíîñòíûõ ìåð P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ}, åñëè äëÿ ëþáîé èçìåðè-
ìîé ôóíêöèè g ðàâåíñòâî Eθ g(T (X) ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Θ âëå÷åò g(t) = 0

ïî÷òè âñþäó ïî ëþáîé ìåðå èç ñåìåéñòâà P.

Ëåììà 9.4. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà è ïóñòü T � äîñòàòî÷íàÿ ñòà-
òèñòèêà äëÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìîäåëè P. Åñëè ñåìåéñòâî P T = {P T ( · | θ ), θ ∈
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Γ } ðàñïðåäåëåíèé T ïîëíî, òî âñå ïîäîáíûå êðèòåðèè èìåþò íåéìàíîâ-
ñêóþ ñòðóêòóðó ( óäîâëåòâîðÿþò (9.17) ).

Äîêà çàò åëü ñòâî. Ïóñòü P T � ïîëíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé è ϕ(X)

� êðèòåðèé, ïîäîáíûé îòíîñèòåëüíî P X = {PX( · | θ ), θ ∈ Γ }. Òîãäà
Eθ [ϕ(X)− α ] = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Γ. Åñëè ψ(t) = E {ϕ(X)− α |T (X) = t},
òî Eθ ψ(T ) = 0 ïðè âñåõ θ ∈ Γ. Èç ïîëíîòû ñåìåéñòâà P T ñëåäóåò, ÷òî
ψ(t) = 0, îòêóäà

E {ϕ(X) |T (X) = t } = α P
T -ïî÷òè âñþäó,

òî åñòü ëþáîé ïîäîáíûé êðèòåðèé èìååò íåéìàíîâñêóþ ñòðóêòóðó. 2

Èíòåðåñíî çàìåòèòü, ÷òî âåðíî è îáðàòíîå óòâåðæäåíèå: åñëè ïîäîáíûå
êðèòåðèè èìåþò íåéìàíîâñêóþ ñòðóêòóðó, òî ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé äî-
ñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè îãðàíè÷åííî ïîëíî � â îïðåäåëåíèè ïîëíîòû ëþáàÿ
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ g îãðàíè÷åíà. Ìû íå áóäåì äîêàçûâàòü ýòî óòâåð-
æäåíèå, ïîñêîëüêó îíî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæåñëå-
äóþùåé Òåîðåìû 9.3. Ïîñêîëüêó äîêàçàòü ýòó òåîðåìó ìû òàêæå íå óñïååì
èç-çà íåõâàòêè âðåìåíè, òî çà÷åì, ñïðàøèâàåòñÿ, äîêàçûâàòü âñïîìîãàòåëü-
íûå óòâåðæäåíèÿ, õîòÿ, âîçìîæíî, îíî èìååò ñàìîñòîÿòåëüíûé èíòåðåñ.
Îáðàòèìñÿ ëó÷øå ê ôîðìóëèðîâêå óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ ýêñïîíåíöèàëü-
íîå ñåìåéñòâî îáëàäàåò ïîëíûìè äîñòàòî÷íûìè ñòàòèñòèêàìè.

Ëåììà 9.5. Ïóñòü X � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà ñ ðàñïðåäåëåíèåì âåðîÿòíî-
ñòåé

dP (x | θ) = B( θ ) exp

[
k∑

i=1

θi Ti(x)

]
d µ(x)

è ïóñòü P T = {P T ( · | θ ), θ ∈ Γ } � ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé âåêòîðíîé
ñòàòèñòèêè T = (T1, . . . , Tk). Òîãäà, åñëè ïîäìíîæåñòâî Γ ïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ ñîäåðæèò k -ìåðíûé ïðÿìîóãîëüíèê, òî P T ïîëíî.

Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíîé ðåçóëüòàò, êîòîðûé âûòåêàåò èç âñåõ ïðåäûäó-
ùèõ ïîñòðîåíèé äàííîãî ðàçäåëà.

Òåîðåìà 9.3. Êðèòåðèè, îïðåäåëÿåìûå ôîðìóëàìè (9.9) � (9.16), ÿâëÿ-
þòñÿ ÐÍÌ íåñìåùåííûìè êðèòåðèÿìè â êëàññå âñåõ íåñìåùåííûõ êðèòå-
ðèåâ çàäàííîãî óðîâíÿ α äëÿ ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïîòåç (A) � (D).
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Íàèáîëåå ëþáîïûòíûå è ëþáîçíàòåëüíûå ìîãóò ïðî÷èòàòü äîêàçàòåëü-
ñòâà íåäîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé â ïàðàãðàôàõ 3 è 4 ãëàâû 4 êíèãè Ý.Ëåìàíà
�Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç�.

9.3 Ïðèìåðû íà ïîñòðîåíèå ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûõ íå-
ñìåùåííûõ êðèòåðèåâ.
Ïðèìåð 9.1. Ñðàâíåíèå ïàðàìåòðîâ èíòåíñèâíîñòè äâóõ ðàñïðåäåëå-

íèé Ïóàññîíà. Ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîå ñîäåðæàíèå äàííîãî ïðèìåðà ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü â òåðìèíàõ ñðàâíåíèÿ äâóõ èñòî÷íèêîâ ðàäèàêòèâíîñòè.
Ïóñòü ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò ñòàòèñòèêó òðàêòîâàòü
ðåçóëüòàòû íàáëþäåíèé x è y íàä êàæäûì îáúåêòîì ðàäèàêòèâíîãî èçëó-
÷åíèÿ êàê ðåàëèçàöèè íåçàèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y, èìåþùèõ
ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè λ è µ ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðåäñòàâèì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè X è Y â âèäå (9.8), óäîá-

íîì äëÿ ïðèìåíåíèÿ Òåîðåìû (9.3):

p (x, y |λ, µ) =
λ x

x !
e −λ · µ

y

y !
e −µ =

exp{− (λ+ µ) }
x ! y !

exp
{
y ln

µ

λ
+ (x+ y) ln λ

}
.

Â òàêîì ïðåäñòàâëåíèè òåñòèðóåìûé ïàðàìåòð θ = ln (µ/λ) ñ ñîîòâåòñòâó-
þùåé åìó äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé U = Y, à ìåøàþùèé ïàðàìåòð ϑ = ln λ

ñ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé T = X +Y. Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå U îòíîñè-
òåëüíî T îïðåäåëÿåòñÿ óñëîâíîé ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p Y | (X+Y )(u | t) =
P(Y = u, X + Y = t)

P(X + Y = t )
.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè â ÷èñëèòåëå è çíàìåíàòåëå ýòîé ôîðìóëû, èñ-
ïîëüçóÿ íåçàâèñèìîñòü X è Y, à òàêæå òåîðåìó ñëîæåíèÿ äëÿ ðàñïðåäåëå-
íèÿ Ïóàññîíà,

P(Y = u, X + Y = t) = P(X = t− u, Y = u) =
λ u−t

(t− u) !
e −λ · µ

u

u !
e −µ ,

P (X + Y = t ) =
(λ+ µ ) t

t !
e − ( λ+µ ) .
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Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíàÿ ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè, ïî êîòîðîé ñòðîÿòñÿ êðè-
òåðèè ïðîâåðêè ãèïîòåç (A) � (D),

p Y | (X+Y )(u | t ) = C u
t

(
µ

λ+ µ

)u (
λ

λ+ µ

)t−u

u = 0, 1, . . . , t .

Ýòî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ t èñïûòàíèÿ-
ìè â ñõåìå Áåðíóëëè è âåðîÿòíîñòüþ p = µ/(λ + µ) óñïåøíîãî èñõîäà.
Äëÿ ïðîâåðêè, íàïðèìåð, ãèïîòåçû H0 : µ 6 λ ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ
ôîðìóëàìè ïðèìåðà 7.1, ãäå ïàðàìåòð θ = µ/(λ+ µ), à íóëåâàÿ ãèïîòåçà
H0 : θ 6 θ0 = 0, 5.

Â äàííîì ïðèìåðå ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ñîñòîÿë â íàáëþäåíèè
äâóõ ñëó÷àéíûõ âûáîðîê êàæäàÿ îáúåìà n = 1. Åñëè âûáîðêè ñîñòîÿò èç
n è, ñîîòâåòñòâåííî, m íàáëþäåíèé, òî ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äîñòàòî÷íûå
ñòàòèñòèêè

X =
n∑

k=1

Xk, è Y =
m∑

k=1

Yk,

êîòîðûå ðàñïðåäåëåíû ïî çàêîíó Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðàìè nλ è mµ ñîîò-
âåòñòâåííî.

Ïðèìåð 9.2. Êðèòåðèé çíàêîâ. ×òîáû îïðåäåëèòü, êàêîé èç äâóõ òîâà-
ðîâ ïðåäïî÷èòàåò ïîòðåáèòåëü, îïðàøèâàþò n ëèö. Ðåçóëüòàò îòìå÷àåòñÿ
çíàêîì ïëþñ, êîãäà ïðåäïî÷èòàþò òîâàð A1, è çíàêîì ìèíóñ, åñëè ïðåäïî-
÷èòàåòñÿ òîâàð A2 . Ïîëíîå ÷èñëî ïëþñîâ â ðåçóëüòàòå îïðîñà ïðåäñòàâëÿåò
ðåàëèçàöèþ äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T, èìåþùåé áèíîìèàëüíîå ðàñïðå-
äåëåíèå c ïàðàìåòðàìè n è p. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ïðîâåðêè ãèïîòåçû
p = 1/2 îá îòñóòñòâèè ðàçíèöû â ñïðîñå ïðè àëüòåðíàòèâå p 6= 1/2. ÐÍÌ
íåñìåùåííûé êðèòåðèé, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå íàçûâàåòñÿ êðèòåðèåì
çíàêîâ, îòâåðãàåò íóëåâóþ ãèïîòåçó, åñëè çíà÷åíèå |T − n/2 | îñòàòî÷íî
âåëèêî.
Äîïóñòèì, ÷òî ïîòðåáèòåëè ìîãóò âîçäåðæàòüñÿ îò îòâåòà. Îáîçíà÷èì

θ1, θ2 è θ0 âåðîÿòíîñòè ïðåäïî÷åñòü A1, ïðåäïî÷åñòü A2 è âîçäåðæàòüñÿ ñî-
îòâåòñòâåííî; θ1+θ2+θ0 = 1. Òîãäà íàáëþäåíèÿ ñòàòèñòèê T1, T2, T0, T1+

T2+T0 = n, ñîîòâåòñòâóþò êîëè÷åñòâàì ïîòðåáèòåëåé, äëÿ êîòîðûõ îñóùå-
ñòâëÿþòñÿ óêàçàííûå âîçìîæíîñòè. Ýòè ñòàòèñòèêè èìåþò ïîëèíîìèàëü-
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íîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

p( t0, t1, t2 | θ) =
n !

t0 ! t1 ! t2!
θ t0

0 θ
t1
1 θ

t2
2 , t0 + t1 + t2 = n,

è ãèïîòåçà, êîòîðóþ íàäëåæèò ïðîâåðèòü èìååò âèä H0 : θ1 = θ2.

Ïðåäñòàâèì ñîâìåñòíóþ ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ñòàòèñòèê T0, T1, T2 â ôîð-
ìå

n !

t0 ! t1 ! t2 !

(
θ1

1− θ0 − θ1

)t1 ( θ0

1− θ0 − θ1

)t0

(1− θ0 − θ1)
n,

èç êîòîðîé âèäíî, ÷òî ýòî � ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ñ

U = T1, T = T0, θ = ln
θ1

1− θ0 − θ1
, ϑ = ln

θ0

1− θ0 − θ1
.

Ãèïîòåçà H0 : θ1 = θ2 = 1− θ0 − θ1 ýêâèâàëåíòíà ãèïîòåçå θ = 0.

Ñîãëàñíî òåîðåìå 9.3, äëÿ ïðîâåðêè ýòîé ãèïîòåçû ïðè àëüòåðíàòèâå
H : θ 6= 0 ñóùåñòâóåò ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé, äëÿ ïîñòðîåíèÿ êî-
òîðîãî òðåáóåòñÿ íàéòè óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå T1 îòíîñèòåëüíî T0. Ïðè
ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè T0 = t ïîëèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïðåâðà-
ùàåòñÿ â áèíîìèàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè n− t è p = θ1/(θ1 + θ2) (äîêàæèòå
ýòî!). Ïðîáëåìà ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ1 = θ2 ñâåëàñü ê ïðîáëåìå ïðîâåðêè
ãèïîòåçû p = 1/2 â ñõåìå èñïûòàíèé Áåðíóëëè ñ îáúåìîì èñïûòàíèé n− t
(íàïîìíèì, t � ÷èñëî �íè÷üèõ�) è âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà p. Êðèòè÷åñêàÿ îá-
ëàñòü òàêîãî êðèòåðèÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî ðàíäîìèçàöèè) èìååò âèä∣∣∣∣T1 −

n− T0

2

∣∣∣∣ > C(T0).

Òàêèì îáðàçîì, ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé îòáðàñûâàåò ñëó÷àè, êî-
ãäà ïðåäïî÷òåíèå íå áûëî âûñêàçàíî, è ñâîäèòñÿ ê ïðèìåíåíèþ êðèòåðèÿ
çíàêîâ ê îñòàâøèìñÿ äàííûì.
Ìîùíîñòü êðèòåðèÿ ñèëüíî çàâèñèò îò âåðîÿòíîñòè θ0, îïðåäåëÿþùåé

ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè T0 (÷èñëî íè÷üèõ). Åñëè θ0 ñëèøêîì âåëèêî, òî
ìû âûíóæäåíû ïðèìåíÿòü êðèòåðèé çíàêîâ íà îñíîâå äîñòàòî÷íî ñêóäíî-
ãî îáúåìà äàííûõ. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâíîãî ñïîñîáà îáðàùåíèÿ ñ íè-
÷åéíûìè èñõîäàìè èíîãäà ïðåäëàãàþò ïðèïèñûâàòü êàæäîé íè÷üåé çíàê
(+) èëè (�) íàóäà÷ó, ñ âåðîÿòíîñòüþ 1/2, à ïîòîì óæå ïðèìåíÿòü êðèòå-
ðèé çíàêîâ. Ïîêàæèòå, ÷òî òîãäà ïîëíîå ÷èñëî ïëþñîâ T ′1 áóäåò èìåòü
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áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè n è p = θ1 + θ0/2. Èñõîä-
íàÿ ãèïîòåçà H0 çàìåíÿåòñÿ íà ãèïîòåçó p = 1/2, êîòîðàÿ îòêëîíÿåòñÿ,
êîãäà |T ′1 − n/2 | > C. Òàê êàê òàêîé êðèòåðèé âêëþ÷àåò ðàíäîìèçàöèþ
íå òîëüêî íà ãðàíèöå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, òî îí ìåíåå ìîùåí, ÷åì ÐÍÌ
íåñìåùåííûé êðèòåðèé, èãíîðèðóþùèé íè÷üè. Ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àéíîå
�ðàñùåïëåíèå� íè÷üèõ ïðèâîäèò òîëüêî ê ïîòåðè ìîùíîñòè è íå ðåêîìåí-
äóåòñÿ ê ïðàêòè÷åñêîìó èñïîëüçîâàíèþ.

Ïðèìåð 9.3. Ïðîâåðêà ãèïîòåç î ïàðàìåòðàõ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ. Ïðè ïîñòðîåíèè ÐÍÌ íåñìåùåííûõ êðèòåðèåâ äëÿ ïàðàìåòðîâ íîð-
ìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâíóþ ðîëü èãðàåò íåçàâèñèìîñòü âû-
áîðî÷íîãî ñðåäíåãî X è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S2, à òàêæå íåçàâèñèìîñòü
ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà îò X è S2 ïðè îïðåäåëåííîì çíà÷åíèè µ. Áëàãî-
äàðÿ ýòîìó ñâîéñòâó íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ÐÍÌ íåñìåùåííûå êðè-
òåðèè íå ÿâëÿþòñÿ óñëîâíûìè (òåðÿþò íåéìàíîâñêóþ ñòðóêòóðó), òàê ÷òî
êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå êðèòåðèè, íå çàâèñÿò îò çíà÷åíèé êà -êèõ-ëèáî
ñòàòèñòèê è âû÷èñëÿþòñÿ äî ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé ïî çàäàííîìó óðîâ-
íþ çíà÷èìîñòè α. ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, íàïîìíèì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ
è ðåçóëüòàòû èç § 2.

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ñòàòèñòèêà V = V (X) íàçûâàåòñÿ ïîä÷èíåííîé,
åñëè åå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ, èíäåêñèðóþùåãî ñòàòè-
ñòè÷åñêóþ ìîäåëü.

Còàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü âûáîðêè èç íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ
ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè äèñïåðñèè σ2 îáëàäàåò ïîëíîé äîñòàòî÷íîé
ñòàòèñòèêîé X . Ðàñïðåäåëåíèå âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè S2 íå çàâèñèò îò µ,
ïîýòîìó S2 � ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà.
Íåçàâèñèìîñòü ñòàòèñòèê X è S2 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ,

íîñÿùåãî áîëåå îáùèé õàðàêòåð.

Òåîðåìà 2.2. (òåîðåìà Áàñó) Åñëè T � ïîëíàÿ äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà
äëÿ ñåìåéñòâà P, òî ëþáàÿ ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà V íå çàâèñèò îò T .

Êàê è â ïðåäûäóùèõ ïðèìåðàõ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ÐÍÌ íåñìåùåííûõ êðè-
òåðèåâ ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âûáîðî÷íîãî âåêòîðà íîðìàëüíîãî
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ðàñïðåäåëåíèÿ â ôîðìå ýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (9.8):

p (x |µ, σ2) =
1

(2π) n/2σn
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

(xi − µ)2

}
=

= ( 2πσ2 )−n/2 exp

{
− nµ2

2σ2

}
exp

{
− 1

2σ2

n∑
i=1

x2
i +

µ

σ2

n∑
i=1

xi

}
. (9.18)

Ïðè ïîñòðîåíèè ÐÍÌ êðèòåðèåâ â çàäà÷àõ (A) � (D) äëÿ ïàðàìåòðà σ2

ñðàâíåíèå (9.8) è (9.18) ïîêàçûâàåò, ÷òî

θ = − 1

2σ2 , U(X) =
n∑

i=1

X2
i ; ϑ =

nµ

σ2 , T (X) = X =
1

n

n∑
i=1

Xi.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, çàäà÷ó (A), îñòàëüíûå ðåøàþòñÿ àíàëîãè÷íî.
Íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : σ2 6 σ2

0 â òåðìèíàõ ïàðàìåòðà θ èìååò àíàëîãè÷-
íûé âèä H0 : θ 6 θ0. Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ äîñòàòî÷íûõ
ñòàòèñòèê ÐÍÌ êðèòåðèé íåðàíäîìèçèðîâàí è èìååò êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
(ñì. (9.9))

U(X) =
n∑

i=1

X2
i > C(X),

ãäå êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C(x) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

Pσ0

{
n∑

i=1

X2
i > C(X) |X = x

}
= α .

Ýòî óðàâíåíèå ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Pσ0

{
n∑

i=1

X2
i − nX

2
> C ′(X) |X = x

}
= α ,

ãäå C ′(x) = C(x) − nx2 òàêàÿ æå, ïî ñóòè äåëà, êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà,
êàê è C(x). Ïîñêîëüêó

n∑
i=1

X2
i − nX

2
= nS2,

à S2 íå çàâèñèò îò X, òî è êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C ′(x) íå çàâèñèò îò
x è îïðåäåëÿåòñÿ èçâåñòíûì íàì èç îáùåãî êóðñà ñïîñîáîì ñ ïîìîùüþ
õè-êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèÿ ñ (n− 1) -é ñòåïåíüþ ñâîáîäû:

Pσ0

(
n∑

i=1

(Xi −X)2 > C

)
= Pσ0

(
nS2

σ2
0
>
C

σ2
0

)
= 1−K(C/σ2

0) = α,
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îòêóäà C = C(α) = σ2
0K

−1(1− α).

Òàêèì îáðàçîì, çíàêîìûé íàì èç îáùåãî êóðñà êðèòåðèé, òåñòèðóþùèé
çíà÷åíèå äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, åñòü ÐÍÌ íåñìåùåííûé
êðèòåðèé.
Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî è êðèòåðèé Ñòüþäåíòà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåçû H0 :

µ 6 µ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : µ > µ0 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ÐÍÌ íåñìåùåííûì
êðèòåðèåì. Ïîñêîëüêó µ � ïàðàìåòð ñäâèãà, òî ìîæíî â öåëÿõ ïðîñòîòû
âûêëàäîê ðàññìîòðåòü ñíà÷àëà ñëó÷àé µ0 = 0, à ïîòîì ïðîñòî ñäåëàòü
çàìåíó x→ x+ µ0.

Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè (9.18) ïðåâðàùàåòñÿ â (9.8), åñëè ïîëîæèòü

θ =
nµ

σ2 , U(X) = X; ϑ = − 1

2σ2 , T (X) =
n∑

i=1

X2
i .

ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ íåðàíäîìèçèðîâàííûì è îïðåäåëÿ-
åòñÿ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ U(X) = X > C(T ), ãäå êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà
C(T ) îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (íàïîìíèì, µ0 = 0)

Pµ0

{
X > C(T ) |T = t

}
= α .

Ïðîñòûì èññëåäîâàíèåì ïðîèçâîäíîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ y =

x/
√
t− nx2 åñòü âîçðàñòàþùàÿ ôóíêöèÿ àðãóìåíòà x. Ñëåäîâàòåëüíî, óðà-

âíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

Pµ0

 X√
T − nX

2

√
n− 1 > C ′(T ) |T = t

 = α .

Ðàñïðåäåëåíèå ñòàòèñòèêè Ñòüþäåíòà

Tn−1 =
X√

T − nX
2

√
n− 1,

êîãäà âûáîðêà áåðåòñÿ èç íîðìàëüíîãî (0, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, íå çàâèñèò
îò äèñïåðñèè σ2, òî åñòü ýòî ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà. Â ñèëó Òåîðåìû
2.2 îíà íå çàâèñèò îò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêè T. Ïîýòîìó êðèòè÷åñêàÿ
êîíñòàíòà C ′(T ) íå çàâèñèò îò T è îïðåäåëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì êâàíòèëè
ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ (n− 1) -é ñòåïåíüþ ñâîáîäû.
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Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1∗. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 9.1 ïîñòðîéòå ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé
ïðîâåðêè ãèïîòåçû î ðàâåíñòâå âåðîÿòíîñòåé óñïåøíîãî èñïûòàíèÿ â
äâóõ íåçàâèñèìûõ ñõåìàõ Áåðíóëëè.

2∗. Ïóñòü X1, . . . , Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
f(x | θ, ϑ) = θ−1 exp{− (x−ϑ)/θ }, x > ϑ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû θ = 1 ñóùåñòâóåò ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé ñ îáëàñòüþ
ïðèíÿòèÿ

C1 6 2
n∑

k=1

(Xk −X(1) ) 6 C2.

3∗. Ïóñòü X1, . . . , Xn � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
f(x | θ, ϑ) = ϑ−1 exp{− (x−θ)/ϑ }, x > θ. Ïîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû θ = 0 ñóùåñòâóåò ÐÍÌ íåñìåùåííûé êðèòåðèé ñ îáëàñòüþ
ïðèíÿòèÿ

0 6 n
X(1)∑n

k=1(Xk −X(1) )
6 C.
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§ 10. Èíâàðèàíòíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä

10.1. Ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà; ìàê-
ñèìàëüíûå èíâàðèàíòû. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî îáøèðíûé êëàññ ïðî-
áëåì ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ãäå îïðåäåëåííîå ïðåîáðàçîâàíèå âûáîðî÷-
íûõ äàííûõ íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ïðèíÿòèþ ðåøåíèÿ, êîòîðîå áû ïðîòè-
âîðå÷èëî ðåøåíèþ, ïðèíÿòîìó íà îñíîâå èñõîäíûõ äàííûõ. Íàïðèìåð, åñëè
âûáîðî÷íûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò çàìåðû êîëè÷åñòâà âðåäíûõ ïðèìåñåé â
äèçåëüíîì òîïëèâå, òî ðåøåíèå î åãî êîíäèöèîííîñòè íå äîëæíî çàâèñåòü
îò òîãî, â êàêèõ åäèíèöàõ ïðîèçâîäÿòñÿ çàìåðû � â ãðàììàõ, ìèëëèãðàì-
ìàõ èëè â ïðîöåíòîì îòíîøåíèè ê âåñó âñåé ïàðòèè òîïëèâà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè
ïî îòíîøåíèþ ê ìàñøòàáíûì ïðåîáðàçîâàíèÿì âûáîðî÷íûõ äàííûõ. Åñëè
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà ñîñòîèò â îöåíêå ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (òèïè÷-
íàÿ çàäà÷à ïðè îöåíêå íàäåæíîñòè èëè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ î ãàðàíòèéíîì
ñðîêå ñëóæáû âûïóñêàåìûõ èçäåëèé), òî îöåíêà íå äîëæíà çàâèñåòü îò
òîãî, â êàêîì ïîðÿäêå ïîñòóïàþò âûáîðî÷íûå äàííûå, òàê ÷òî ñòàòèñòè-
÷åñêèé âûâîä äîëæåí îáëàäàòü ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî
ïåðåñòàíîâîê êîìïîíåíò âûáîðêè. Òàêèõ ïðèìåðîâ ñ òðåáîâàíèåì èíâàðè-
àíòíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà îòíîñèòåëüíî âûáîðà ñèñòåìû êîîðäèíàò
ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþäåíèé, èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé è òîìó ïîäîáíîå ìîæíî ïðèâåñòè ñêîëüêî óãîäíî.
Îáùèì ìàòåìàòè÷åñêèì âûðàæåíèåì òàêîãî ðîäà òðåáîâàíèþ �áåñïðè-

ñòðàñòíîñòè� ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ÿâëÿåòñÿ åãî èíâàðèàíòíîñòü îòíî-
ñèòåëüíî ïîäõîäÿùåé ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà.
Íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ è òåðìèíû èç òåîðèè ãðóïï.

Îïðåäåëåíèå 10.1. Ìíîæåñòâî G ýëåìåíòîâ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé, åñëè
âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.

(A) Îïðåäåëåíà îïåðàöèÿ ãðóïïîâîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ ëþáûì äâóì
ýëåìåíòàì a, b ∈ G ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå ýëåìåíò c ∈ G. Ýëåìåíò c

íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ýëåìåíòîâ a è b è îáîçíà÷àåòñÿ ab.

(B) Ãðóïïîâîå óìíîæåíèå àññîöèàòèâíî: (ab)c = a(bc).
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(C) Ñóùåñòâóåò ýëåìåíò e ∈ G, íàçûâàåìûé åäèíèöåé, òàêîé, ÷òî ae = ea

äëÿ âñåõ a ∈ G.

(D) Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà a ∈ G ñóùåñòâóåò åìó îáðàòíûé ýëåìåíò
a−1 ∈ G òàêîé, ÷òî aa−1 = a−1a = e.

Åñëè ýëåìåíòû G ÿëÿþòñÿ îòîáðàæåíèåì íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà X

íà ñåáÿ, ïðè÷åì ãðóïïîâîå ïðîèçâåäåíèå g2g1 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ðåçóëü-
òàò âûïîëíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòà g1 è ïîñëåäóþùå-
ãî ïðèìåíåíèÿ ýëåìåíòà g2, òî G íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé ïðåîáðàçîâàíèé.

Òî÷êà x ∈ X ïðîáåãàåò òðàåêòîðèþ, êîãäà ê íåé ïðèìåíÿþòñÿ âñå ïðå-
îáðàçîâàíèÿ g èç G; ýòî îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó x,

ñîñòîèò èç ìíîæåñòâà òî÷åê {gx : g ∈ G}. Ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé ãðóïïû
G îáðàçóåò ðàçáèåíèå ïðîñòðàíñòâà X.

Ôóíêöèÿ ϕ(x), x ∈ X, íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
G, åñëè ϕ(gx) = ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è âñåõ g ∈ G. Èç ýòîãî îïðåäå-
ëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ èíâàðèàíòíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà
ïîñòîÿííà íà êàæäîé òðàåêòîðèè.
Ôóíêöèÿ T = T (x), x ∈ X, íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàíòîì,

åñëè îíà èíâàðèàíòíà è åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå: èç ðàâåíñòâà T (x1) =

T (x2) ñëåäóåò, ÷òî x2 = gx1 äëÿ íåêîòîðîãî g ∈ G, òî åñòü åñëè T ( · )
ïîñòîÿííà íà êàæäîé òðàåêòîðèè è íà ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèÿõ ïðèíèìàåò
ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ëåììà 10.1. Ïóñòü T � ìàêñèìàëüíûé èíâàðèàíò îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
G. Òîãäà íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äëÿ èíâàðèàíòíîñòè ôóíêöèè
ϕ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ϕ çàâèñåëà îò x ∈ X òîëüêî ÷åðåç T (x), òî åñòü
÷òîáû ñóùåñòâîâàëà òàêàÿ ôóíêöèÿ h(t), t ∈ T, ÷òî ϕ(x) = h(T (x)) äëÿ
âñåõ x ∈ X.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè ϕ(x) = h(T (x)) äëÿ âñåõ x ∈
X, òîãäà ϕ(gx) = h(T (gx)) = ϕ(x), òî åñòü ϕ èíâàðèàíòíà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Çàâèñèìîñòü ϕ îò x òîëüêî ÷åðåç T (x) îçíà÷àåò, ÷òî

ôóíêöèÿ ϕ ïîñòîÿííà íà òåõ ïîäìíîæåñòâàõ X, íà êîòîðûõ ïîñòîÿííà T.
Îäíàêî, åñëè ϕ èíâàðèàíòíà è åñëè T (x1) = T (x2), òî x2 = gx1 äëÿ íåêî-
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òîðîãî g ∈ G, è ïîýòîìó ϕ(x2) = ϕ(gx1) = ϕ(x1) â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè
ôóíêöèè ϕ. 2

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ïîñòðîåíèå ìàêñèìàëüíûõ èíâàðèàí-
òîâ äëÿ ãðóïï ïðåîáðàçîâàíèé âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X � ïðîñòðàíñòâà
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n.

Ïðèìåð 10.1. Ãðóïïà ñäâèãîâ. Êàæäûé ýëåìåíò g ãðóïïû ñäâèãîâ G

îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ÷èñëà a ∈ R, êîòîðîå ïðèáàâëÿåòñÿ ê êàæäîé êîì-
ïîíåíòå x = (x1, . . . , xn) âûáîðî÷íîãî âåêòîðà: gx = x+a = (x1+a, . . . , xn+

a). Âåêòîð ðàçíîñòåé T (x) = (x1 − xn, . . . , xn−1 − xn) ðàçìåðíîñòè n − 1

èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ è ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èí-
âàðèàíòîì. ×òîáû äîêàçàòü ýòî, íàäî íàéòè òàêîå ÷èñëî c, ÷òî x′ = x+ c,

êîãäà T (x) = T (x′). Ïóñòü xi − xn = x′i − x′n, i = 1, . . . , n − 1. Âûáèðàÿ
c = x′n − xn, ïîëó÷àåì, ÷òî x′i = xi + c äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n − 1, ÷òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Åñòåñòâåííî, ñóùåñòâóþò è äðóãèå ìàêñèìàëüíûå èíâàðèàíòû, íàïðè-

ìåð, T (x) = (x2−x1, . . . , xn−x1). Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà n =1, íå ñóùå-
ñòâóåò íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ôóíêöèé. Âñå ïðîñòðàíñòâî ñîñòîèò
èç îäíîé òðàåêòîðèè, òàê ÷òî ëþáûå äâå òî÷êè ìîãóò áûòü ïåðåâåäåíû
îäíà â äðóãóþ âûáîðîì ñäâèãà g ∈ G. Â òàêîì ñëó÷àå ãðóïïà ïðåîáðàçî-
âàíèé íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíîé. Èíâàðèàíòíûìè ôóíêöèÿìè ìîãóò áûòü
òîëüêî êîíñòàíòû ϕ(x) = c.

Ïðèìåð 10.2. Ãðóïïà ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êàæäûé ýëåìåíò
g ãðóïïû G îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì ÷èñëà a 6= 0, íà êîòîðîå óìíîæàåò-
ñÿ êàæäàÿ êîìïîíåíòà âûáîðî÷íîãî âåêòîðà: gx = ax = (ax1, . . . , axn).

Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòü è,
òåì ñàìûì, ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî èç ðàññìîòðåíèÿ, ìàêñèìàëüíûì èíâà-
ðèàíòîì ãðóïïû ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ T (x) =

(x1/xn, . . . , xn−1/xn). Äîêàæèòå ýòî ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 10.1.

Ïðèìåð 10.3. Ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Êàæäûé ýëåìåíò g

ýòîé ãðóïïû îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðîì äâóõ ÷èñåë: a 6= 0 è b ∈ R. Âûáî-
ðî÷íûé âåêòîð x ïðåîáðàçóåòñÿ â gx = ax + b = (ax1 + b, . . . , axn + b),
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Äîêàæèòå, ÷òî èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ

T (x) =
x2 − x1

xn − x1
, . . . ,

xn−1 − x1

xn − x1

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàíòîì.

Ïðèìåð 10.4. Ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïóñòü x = (x1,

. . . , xn) âûáîðî÷íûé âåêòîð m -ìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, òî åñòü êàæäàÿ
êîìïîíåíòà xi âûáîðêè x ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì xi = (xi1, . . . , xim). Åñëè G

� ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Rm, òî ìàêñèìàëüíûì èíâàðèàí-
òîì áóäåò ôóíêöèÿ

T (x) =

(
m∑

k=1

x2
1k, . . . ,

m∑
k=1

x2
nk

)
.

10.2. Èíâàðèàíòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà. Îáðàòèìñÿ ñíîâà
ê ðàññóæäåíèÿì î íåîáõîäèìîñòè ââåäåíèÿ èíâàðèàíòíûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ
ïðàâèë, êîòîðûå áûëè ïðèâåäåíû â íà÷àëå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà. Ëåãêî
ïîíÿòü, ÷òî ýòè ñîîáðàæåíèÿ äîëæíû áûòü ïîëîæåíû â ïîñòðîåíèå âåðî-
ÿòíîñòíîé ìîäåëè, âûáîð ôóíêöèè ïîòåðü è ïîâëå÷ü îãðàíè÷åíèÿ íà êëàññ
ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ.
Ãðóïïà G îñòàâëÿåò ñòàòèñòè÷åñêóþ ïðîáëåìó èíâàðèàíòíîé, åñëè âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
q(I) Îíà îñòàâëÿåò èíâàðèàíòíîé ñòàòèñòè÷åñêóþ ìîäåëü P = {P ( ·, | θ ),

θ ∈ Θ }, òî åñòü äëÿ ëþáîãî âîçìîæíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ P (A | θ ), A ∈ A,

ñëó÷àéíîé âûáîðêè X ðàñïðåäåëåíèå gX, ñêàæåì, P ( · | θ ′ ), òàêæå ïðè-
íàäëåæèò P. Òî÷êà θ ′ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ, ñâÿçàííàÿ ñ θ
óêàçàííûì îáðàçîì, áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ g θ, òàê ÷òî P( gX ∈ A | θ ) =

P(X ∈ A | g θ ). Áîëåå îáùèì îáðàçîì ýòî óñëîâèå ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
â òåðìèíàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ îò ëþáîé ñòàòèñòèêè T :

Eθ T (gX) = Eg θ T (X). (10.1)

Ïðåîáðàçîâàíèÿ g îáðàçóþò ãðóïïó G ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðè÷åñêî-
ãî ïðîñòðàíñòâà Θ. Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî îñòàåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G, åñëè g θ ∈ Θ äëÿ âñåõ θ ∈ Θ è âñåõ g ∈ G

è åñëè, äîïîëíèòåëüíî, äëÿ êàæäîãî θ ′ ∈ Θ ñóùåñòâóåò òàêîå θ ∈ Θ, ÷òî
g θ = θ ′. Ýòè äâà óñëîâèÿ ìîæíî âûðàçèòü â ôîðìå ðàâåíñòâà gΘ = Θ.
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(II) Äëÿ êàæäîãî g ∈ G ñóùåñòâóåò òàêîå îòîáðàæåíèå g∗ ïðîñòðàíñòâà
ðåøåíèé D íà ñåáÿ, ÷òî ôóíêöèÿ ïîòåðü íå ìåíÿåòñÿ ïðè ýòîì îòîáðàæå-
íèè, òî åñòü L( g θ, g∗d ) = L( θ, d ). Ýòî óñëîâèå ïîðîæäàåò îãðàíè÷åíèå íà
âûáîð ïðàâèë ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ, êîòîðûé â òåðìèíàõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé
δ(x) ïðèíèìàåò âèä

δ(g x) = g∗ δ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X è g ∈ G. (10.2)

Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ïðåîáðàçîâàíèé âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X

ïîðîæäàåò ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G è G∗ ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà Θ è ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé D ñîîòâåòñòâåííî.
Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ïðåîáðàçîâàííàÿ çàäà÷à â òåðìèíàõ X ′ =

gX, θ ′ = g θ è d ′ = g∗d ôîðìàëüíî èäåíòè÷íà ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷å â
òåðìèíàõ X, θ è d. Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δ ïåðâîíà÷àëüíîé çàäà÷è îñòàåò-
ñÿ ïðèãîäíîé è ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Èíòåðïðåòèðóÿ ïðåîáðàçîâàíèå êàê
çàìåíó êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû, ìû âûáðàëè áû, íàáëþäàÿ x ′, ðåøåíèå, êî-
òîðîå â íîâîé ñèñòåìå çàïèñûâàåòñÿ êàê δ(x ′), à â ñòàðîé � êàê g∗−1δ(x ′).

Åñëè ïðèíèìàåìîå ðåøåíèå íå äîëæíî çàâèñåòü îò âûáîðà ñèñòåìû êîîð-
äèíàò, òî ïîñëåäíåå ðåøåíèå äîëæíî ñîâïàäàòü ñ ïåðâîíà÷àëüíûì δ, òî
åñòü ðåøàþùåå ïðàâèëî äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ èíâàðèàíòíîñòè,
êîòîðîå â òåðìèíàõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé çàïèñûâàåòñÿ êàê ñîîòíîøåíèå
(10.2).
Îäíî ñóùåñòâåííîå çàìå÷àíèå òåðìèíîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà. Ïîñêîëü-

êó ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ, êàê òàêîâàÿ, íå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ôóíêöè-
åé (δ(gx) 6= δ(x), âîîáùå ãîâîðÿ), òî δ, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
(10.2), íàçûâàþò ýêâèâàðèàíòíîé ðåøàþùåé ôóíêöèåé.

Òåîðåìà 10.1. Åñëè δ � ýêâèâàðèàíòíàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ â çàäà÷å,
êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G, òî ôóíêöèÿ
ðèñêà ñîîòâåòñòâóþùåãî δ ïðàâèëà ϕ ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò
ðàâåíñòâó

R(ϕ | g θ) = R(ϕ | θ) äëÿ âñåõ θ ∈ Θ. (10.3)

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè ðèñêà

R(ϕ | g θ) = Eg θL( g θ, δ(X) ). (10.4)
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Èç (10.1) ñëåäóåò, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (10.4) ðàâíà

Eθ L( g θ, δ(gX) ) = Eθ L( g θ, g∗δ(X) ) = EθL(θ, δ(X) ) = R(ϕ | θ). 2

Ñëåäñòâèå 10.1. Â ïðåäïîëîæåíèÿõ òåîðåìû 10.1, åñëè G åñòü òðàí-
çèòèâíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ, òî
ôóíêöèÿ ðèñêà ïîñòîÿííà (íå çàâèñèò îò θ ∈ Θ).

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ òðàíçèòèâíîñòè äëÿ ëþáûõ äâóõ
òî÷åê θ ′, θ ∈ Θ ñóùåñòâóåò òàêîå g ∈ G, ÷òî θ ′ = g θ. Â ñèëó ôîðìóëû
(10.3)

R(ϕ | θ ′) = R(ϕ | g θ) = R(ϕ | θ) äëÿ âñåõ θ ′, θ ∈ Θ,

òî åñòü R(ϕ | θ) íå çàâèñèò îò θ ∈ Θ. 2

Ýòî ñâîéñòâî ýêâèâàðèàíòíûõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé ïîçâîëÿåò íàéòè îá-
ùèé âèä ýêâèâàðèàíòíîé îöåíêè äëÿ ïàðàìåòðà ñäâèãà èëè ìàñøòàáà, êîòî-
ðûå äîñòàâëÿþò ìèíèìóì ôóíêöèè ðèñêà. Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàêèõ îöåíîê
àíàëîãè÷åí òîìó, ÷òî èñïîëüçîâàëñÿ â § 6 ïðè ïîñòðîåíèè íåñìåùåííûõ
îöåíîê ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíîé ôóíêöèåé ðèñêà, íî â çàäà÷å îïòèìàëü-
íîé ýêâèâàðèàíòíîé îöåíêè íå òðåáóåòñÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè ïîòåðü ïî
àðãóìåíòó d ∈ D. Òåîðèÿ ýêâèâàðèàíòíûõ îöåíîê ñîäåðæèòñÿ â ãëàâå 3
êíèãè Ý.Ëåìàíà �Òåîðèÿ òî÷å÷íîãî îöåíèâàíèÿ�, êóäà è îòñûëàåòñÿ ëþáî-
çíàòåëüíûé ñòóäåíò. Ìû æå çàéìåìñÿ ïîñòðîåíèåì èíâàðèàíòíûõ êðèòå-
ðèåâ ïðîâåðêè ãèïîòåç ïðè íàëè÷èè ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà ϑ, êîãäà ðàñ-
ïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîãî ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ξ çàâèñèò îò ϑ �ãðóïïîâûì
îáðàçîì�. Íàïðèìåð, ξ åñòü äåéñòâèòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ôóíêöèÿ
ðàñïðåäåëåíèÿ êîòîðîé èìååò âèä Fλ( bx+a, ), b > 0, a ∈ R. Îòíîñèòåëüíî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ ïðîâåðÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ãèïîòåçà ïðè ìåøàþùåì ïà-
ðàìåòðå θ = (a, b), êîòîðûé îïðåäåëÿåò ãðóïïó ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà X.

10.3. Íàèáîëåå ìîùíûå èíâàðèàíòíûå êðèòåðèè. Çàäà÷à ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H0 : θ ∈ Θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ ∈ Θ1 îñòàåòñÿ
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G, åñëè ýëåìåíòû g
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ãðóïïû G ñîõðàíÿþò ãèïîòåòè÷åñêèå ïîäïðîñòðàíñòâà H0 è H1, òî åñòü â
äîïîëíåíèå ê gΘ = Θ òðåáóåòñÿ, ÷òîáû è gΘ0 = Θ0.

Êðèòåðèé ϕ, óäîâëåòâîðÿþùèé ðàâåíñòâàì ϕ(gx) = ϕ(x) äëÿ âñåõ x ∈ X

è âñåõ g ∈ G íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû G. Â ñèëó
Ëåììû 10.1 ëþáîé èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé çàâèñèò îò x ∈ X òîëüêî ÷åðåç
çíà÷åíèÿ T (x) ìàêñèìàëüíîãî èíâàðèàíòà T. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðî-
åíèè íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ ñ ïîìîùüþ ëåììû Íåéìàíà�Ïèðñîíà ìû
ñòàëêèâàåìñÿ, â ïåðâóþ î÷åðåäü, ñ íåîáõîäèìîñòüþ âûâîäà ðàñïðåäåëåíèé
ìàêñèìàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ íà ðåøåíèå
äàííîé çàäà÷è.

Ïðèìåð 10.5. Ðàçëè÷åíèå äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç ñ ìåøàþùèì ìàñ-
øòàáíûì ïàðàìåòðîì. Ïðîâåðÿåòñÿ ïðîñòàÿ ãèïîòåçà H0 : âûáîðêà X =

(X1, . . . , Xn) áåðåòñÿ èç íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïîòíîñòè
f0 = θf0(θ x), x > 0, θ > 0, ïðè àëüòåðíàòèâå H1, êîòîðàÿ ïðåäïîëàãàåò,
÷òî ðàñïðåäåëåíèå êàæäîãî Xi, i = 1, . . . , n, èìååò ïëîòíîñòü f1 = θf1(θ x)

ñ òåì æå íîñèòåëåì R+ è òàêèì æå ïðîñòðàíñòâîì çíà÷åíèé ìåøàþùåãî
ïàðàìåòðà θ. Êàê áûëî îòìå÷åíî â Ïðèìåðå 10.2, ìàêñèìàëüíûì èíâàðè-
àíòîì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìîæåò ñëóæèòü
ñòàòèñòèêà

T (X) =

(
X1

Xn
, . . . ,

Xn−1

Xn

)
.

Íàéäåì ðàñïðåäåëåíèå ýòîé (n − 1) -ìåðíîé ñòàòèñòèêè, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî
âûáîð ïðîèñõîäèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ, ñîñðåäîòî÷åííîãî íà ïîëîæèòåëüíîé
ïîëóîñè ñ ïëîòíîñòüþ f(x), x > 0.

Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè T

H( t1, . . . , tn−1) = P(X1 < t1Xn, . . . , Xn−1 < tn−1Xn ) =

∞∫
0

f(xn) dxn

t1xn∫
0

f(x1) dx1 · · ·
tn−1xn∫
0

f(xn−1) dxn−1 ;

åå ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè

h( t1, . . . , tn−1 ) =
∂ n−1H

∂ t1 . . . ∂ tn−1
=

∞∫
0

xn−1 f(x)
n−1∏
i=1

f(tix) dx.
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Êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà äëÿ ïðîâåðêè H0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 îñ-
íîâàí íà ñòàòèñòèêå îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïðàâäîïîäîáèå Hi, ñîîò-
âåòñòâóþùåå íàáëþäåíèþ ñòàòèñòèêè T, ðàâíî

Li(T ) = h

(
X1

Xn
, . . . ,

Xn−1

Xn

)
=

∞∫
0

xn−1 fi(x)
n−1∏
k=1

fi

(
Xk

Xn
x

)
dx, i = 0, 1.

Çàìåíà x = tXn ïðèâîäèò ïðàâäîïîäîáèå Hi ê âèäó

Li(T ) = Xn
n

∞∫
0

tn−1
n∏

k=1

fi (Xk t ) dt, i = 0, 1. (10.5)

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ, èç êîòîðîãî áåðåòñÿ âûáîðêà, íàè-
áîëåå ìîùíûé êðèòåðèé íå ðàíäîìèçèðîâàí è èìååò êðèòè÷åñêóþ îáëàñòü
L1(T )/L0(T ) > C, ãäå ïîñòîÿííàÿ C = C(α) îïðåäåëÿåòñÿ ïî çàäàííîìó
óðîâíþ çíà÷èìîñòè α èç óðàâíåíèÿ

P0

(
L1(T )

L0(T )
> C

)
= α.

Åñëè îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ L1(T )/L0(T ) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé ôó-
íêöèåé íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè U(T ), à ãèïîòåçû H0 è H1 âèäà (A) � (D)
(ñì. ïóíêò 9.2) ñîñòàâëÿþò óòâåðæäåíèÿ î ïàðàìåòðå λ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ôóíêöèåé ïëîòíîñòè θ fλ(θ x), òî ìåòîäû § 9 ïîçâîëÿþò ñòðîèòü ÐÍÌ èí-
âàðèàíòíûå íåñìåùåííûå êðèòåðèè ïðîâåðêè òàêèõ ãèïîòåç.

Ïðèìåð 10.6. Ïðîâåðêà ãèïîòåçû î äèñïåðñèè íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-
íèÿ (ìàêñèìàëüíûå èíâàðèàíòû ïðè íàëè÷èè äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê).
Åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñëó÷àéíîé âûáîðêè X = (X1, . . . , Xn) îáëà-
äàåò äîñòàòî÷íîé ñòàòèñòèêîé, òî ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì òîëüêî ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé ýòîé ñòàòèñòèêè. Òàê, åñ-
ëè X � âûáîðêà èç íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, òî äëÿ ïðîâåðêè
ãèïîòåçû H0 : σ 6 σ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : σ > σ0 ñëåäóåò îïèðàòüñÿ
òîëüêî íà ñòàòèñòèêè X = 1

n

∑n
k=1Xk, S 2 =

∑n
k=1(Xk −X)2.

Ãèïîòåçà H0 îñòàåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ X ′
k =

Xk+a, k = 1, . . . , n, a ∈ R. Â òåðìèíàõ äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê X è S 2 ýòî
ïðåîáðàçîâàíèå ïåðåõîäèò â X ′

= X + a, S 2′ = S 2, è ìàêñèìàëüíûì èí-
âàðèàíòîì ÿâëÿåòñÿ ñòàòèñòèêà S 2. Ïîýòîìó âñå èíâàðèàíòíûå êðèòåðèè
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äîëæíû çàâèñåòü òîëüêî îò S2. Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ § 9, ñóùåñòâóåò
ÐÍÌ íåñìåùåííûé èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé, îòêëîíÿþùèé ãèïîòåçó H0,

êîãäà S2 > C, è ýòîò êðèòåðèé ñîâïàäàåò ñ ÐÍÌ íåñìåùåííûì êðèòåðèåì
(ñì. ïðèìåð (9.3)).
Ðàññìîòðèì åùå îäíó çàäà÷ó íà ïîñòðîåíèå ÐÍÌ èíâàðèàíòíîãî êðè-

òåðèÿ, ïðåäñòàâëÿþùóþ îñîáûé èíòåðåñ ïðè òåñòèðîâàíèè âåðîÿòíîñòíûõ
ìîäåëåé â èñïûòàíèÿõ íà äîëãîâå÷íîñòü (òåîðèÿ íàäåæíîñòè).

10.4. ÐÍÌ èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé ïðîâåðêè âåðîÿòíîñòíîé
ìîäåëè �îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ� â èñïûòàíèÿõ íà äîëãîâå÷-
íîñòü. Ïóñòü âûáîðêà X = (X1, . . . , Xn) áåðåòñÿ èç ãàììà ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ïëîòíîñòüþ

1

θ
fλ

( x
θ

)
=

1

θλ Γ(λ)
xλ−1 exp

{
− x

θ

}
, x > 0; θ > 0, λ > 0.

Ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 : λ = 1 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : λ > 1. Â òåðìè-
íàõ èñïûòàíèé íà äîëãîâå÷íîñòü, êîãäà âûáîðî÷íûå äàííûå ïðåäñòàâëÿþò
ñðîêè ñëóæáû n èñïûòóåìûõ îáúåêòîâ, ãèïîòåçà H0 ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿò-
íîñòíîé ìîäåëè �îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ� (ïîêàçàòåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå
äîëãîâå÷íîñòè), à àëüòåðíàòèâà H1 � âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè èçíîñà (ñòàðå-
íèÿ) îáúåêòà ïðè âîçäåéñòâèè ïèêîâûõ íàãðóçîê.
Ãèïîòåçà H0 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçî-

âàíèé, ïîýòîìó åå ïðîâåðêà äîëæíà îñóùåñòâëÿòüñÿ íà îñíîâå ìàêñèìàëü-
íîãî èíâàðèàíòà

T (X) =

(
X1

Xn
, . . . ,

Xn−1

Xn

)
,

ôóíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ êîòîðîãî (ñì. (10.5),

L(λ |T ) = Xn
n

∞∫
0

tn−1
n∏

k=1

fλ (Xk t ) dt =

Xn
n

Γn(λ)

n∏
k=1

Xλ−1
k

∞∫
0

tnλ−1 exp

{
− t

n∑
k=1

Xk

}
dt = Xn

n

Γ(nλ)

Γn(λ)

∏n
k=1 X

λ−1
k

(
∑n

k=1Xk )
nλ
.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ëîãàðèôìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ
ln L(λ′′ |T ) − ln L(λ′ |T ) ïðè λ′′ > λ′ åñòü ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ
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ôóíêöèÿ ñòàòèñòèêè

U(T ) =
n∑

k=1

ln Xk − n ln

(
n∑

k=1

Xk

)
,

òàê ÷òî ÐÍÌ èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé ÿâëÿåòñÿ íåðàíäîìèçèðîâàííûì è
îòâåðãàåò ìîäåëü �îòñóòñòâèå ïîñëåäåéñòâèÿ� â ïîëüçó ìîäåëè �ñòàðåíèå,�
åñëè U(T ) > C.

Åñòåñòâåííî, ýòîò æå êðèòåðèé ìîæíî ïîëó÷èòü ñ ïîìîùüþ îòíîøåíèÿ
ïðàâäîïîäîáèÿ óñëîâíûõ ðàñïðåäåëåíèé âûáîðî÷íîãî âåêòîðà îòíîñèòåëü-
íî äîñòàòî÷íîé (äëÿ ìåøàþùåãî ïàðàìåòðà) ñòàòèñòèêè

∑n
k=1Xk. Îäíà-

êî â ëþáîì ñëó÷àå îñòàåòñÿ ïðîáëåìà âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû
C ïî çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α. Ê ñîæàëåíèþ, òî÷íîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñòàòèñòèêè U(T ) èìååò ñîâåðøåííî �íåðàáî÷èé âèä� òèïà äâîéíî-
ãî íåñîáñòâåííîãî èíòåãðàëà. Ïðè áîëüøèõ îáúåìàõ n ïðåäïî÷òèòåëüíåå
âîñïîëüçîâàòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì ýòîé ñòàòèñòèêè. Äëÿ
óïðîùåíèÿ âûâîäà àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ U(T ) ââåäåì ñòàòè-
ñòèêó V (T ) = U(T )/n.

Òåîðåìà 10.2. Ñòàòèñòèêà V = V (T ) àñèìïòîòè÷åñêè (n → ∞) íîð-
ìàëüíà ñ ïàðàìåòðàìè

µ(λ) = EλV = ψ(λ)− ψ(nλ), σ2(λ) = DλV = ψ ′(λ)/n − ψ ′(nλ), (10.6)

ãäå ψ(x) = d ln Γ(x)/dx � òàê íàçûâàåìàÿ ïñè-ôóíêöèÿ Ýéëåðà, à ψ ′(x)

� ïðîèçâîäíàÿ ýòîé ôóíêöèè. Äëÿ ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êðèòåðèÿ V > C

èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå

m(λ) = 1− Φ

(
C − µ(λ)

σ(λ)

)
+O

(
1√
n

)
,

ãäå êðèòè÷åñêàÿ êîíñòàíòà C = C(α) = µ(1) + σ(1) Φ−1(1− α).

Äîêàçàò åëü ñòâî. Àñèìïòîòè÷åñêàÿ íîðìàëüíîñòü ñòàòèñòèêè

V =
1

n

n∑
k=1

ln Xk − ln

(
n∑

k=1

Xk

)
óñòàíàâëèâàåòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê ìû äîêàçûâàëè àñèìïòîòè÷åñêóþ íîð-
ìàëüíîñòü îöåíêè ïàðàìåòðà ïî ìåòîäó ìîìåíòîâ, ðàçëàãàÿ ôóíêöèþ îò
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âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî X â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè EX è ñîõðàíÿÿ
òîëüêî ëèíåéíûå ÷ëåíû. Â íàøåì ñëó÷àå

V =
1

n

n∑
k=1

ln Xk − ln n− ln X.

Òàê êàê EλX = λ, Eλ lnX = ψ(λ) (âñïîìíèòå, êàê â îáùåì êóðñå òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé âû÷èñëÿëèñü ìîìåíòû ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ), òî

√
nV =

1√
n

n∑
k=1

[ ln Xk − ψ(λ) ] +
√
nψ(λ)−

√
n ln n−

√
n ln X =

1√
n

n∑
k=1

[ ln Xk−ψ(λ) ]+
√
nψ(λ)−

√
n ln n−

√
n(X − λ)

λ
+

√
n(X − λ)2

2[λ+ γ(X − λ) ]2
,

(10.7)

ãäå 0 < γ < 1 , îñòàòî÷íûé ÷ëåí (ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (10.7)) ñõîäèòñÿ ïî
âåðîÿòíîñòè ê íóëþ ñî ñêîðîñòüþ O(1/

√
n), à ëèíåéíûå ÷ëåíû ðàçëîæåíèÿ,

áóäó÷è ñóììàìè íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-
÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì, îáåñïå÷èâàþò àñèìïòîòè÷åñêóþ íîð-
ìàëüíîñòü â ñèëó öåíòðàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.
Åñòåñòâåííî, ðàçëîæåíèå (10.7) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ïàðàìåòðû àñèì-

ïòîòè÷åñêîé íîðìàëüíîñòè, íî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî íàéòè òî÷íîå çíà-
÷åíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè U, èñïîëüçóÿ åå õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ, êîòîðàÿ òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå:

ϕ(t) = Eλe
itU =

1

Γn(λ)

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

n∏
k=1

xλ−1
k ×

exp

{
it

[
n∑

k=1

ln Xk − n ln

(
n∑

k=1

Xk

)]
−

n∑
k=1

xk

}
dx1 · · · dxn =

1

Γn(λ)

∞∫
0

· · ·
∞∫

0

(
n∑

k=1

xk

)−nit n∏
k=1

xλ+it−1
k exp

{
−

n∑
k=1

xk

}
dx1 · · · dxn.

Ïîñëåäíèé n -êðàòíûé èíòåãðàë ñ òî÷íîñòüþ äî íîðìèðîâî÷íîé êîíñòàí-
òû åñòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

∑n
k=1Xk, êîãäà X1, . . . , Xn íåçàâèñèìû

è îäèíàêîâî ãàììà-ðàñïðåäåëåíû ñ ïàðàìåòðîì ôîðìû λ + it. Åñòåñòâåí-
íî, ýòî ïðîñòî âîëüíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ, îáëåã÷àþùàÿ âû÷èñëåíèå êðàòíîãî
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èíòåãðàëà. Èòàê,

ϕ(t) =
Γn(λ+ it)

Γn(λ)

1

Γ(n(λ+ it) )

∞∫
0

x−nit xn(λ+it)−1 e−xdx =

Γ(nλ) Γn(λ+ it)

Γn(λ) Γ(n(λ+ it)
.

Ðàçëàãàÿ lnϕ(t) â ðÿä Òåéëîðà ïî ñòåïåíÿì it, íàõîäèì ñðåäíåå çíà÷åíèå
U (êîýôôèöèåíò ïðè it) è äèñïåðñèþ V (êîýôôèöèåíò ïðè (it)2/2,). Ôîð-
ìóëû (10.6) äëÿ ñðåäíåãî è äèñïåðñèè ñòàòèñòèêè V ïîëó÷àþòÿ äåëåíèåì
EλU íà n è äåëåíèåì DλU íà n2 ñîîòâåòñòâåííî. 2

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 10.5 íàéäèòå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ìàêñèìàëü-
íîãî èíâàðèàíòà T (X(n)) = (X1 − Xn, . . . , Xn−1 − Xn), êîãäà âûáîðêà
X(n) = X1, . . . , Xn áåðåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ f(x−θ), x ∈
R, θ ∈ R. Íàéäèòå ÿâíûé âèä ïëîòíîñòè T, êîãäà f � ïëîòíîñòü íîð-
ìàëüíîãî (θ, 1) ðàñïðåäåëåíèÿ.

2.∗ Íàéäèòå ôóíêöèþ ïëîòíîñòè ìàêñèìàëüíîãî èíâàðèàíòà

T (X(n)) =

(
X1 −Xn−1

Xn −Xn−1
, . . . ,

Xn−2 −Xn−1

Xn −Xn−1

)
,

êîãäà âûáîðêà X(n) áåðåòñÿ èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ

σ−1f ( (x− µ)/σ ) , x ∈ R, µ ∈ R, σ ∈ R+ .

Íàéäèòå ÿâíûé âèä ôóíêöèè ïëîòíîñòè ñòàòèñòèêè T, êîãäà f � ïëîò-
íîñòü íîðìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ.

3.∗ Ïî àíàëîãèè ñ ï.10.4 ïîñòðîéòå ÐÍÌ èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé ïðîâåð-
êè ãèïîòåçû H0 : λ = 0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : λ > 0 î ïàðàìåòðå λ
ðàñïðåäåëåíèÿ

Fλ

( x
θ

)
=
( x
θ

)λ+1
, 0 6 x 6 θ,

ïðè ìåøàþùåì ïàðàìåòðå θ.
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4.∗∗ Ïî àíàëîãèè ñ ï.10.4 ïîñòðîéòå ÐÍÌ èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé ïðî-
âåðêè ãèïîòåçû H0 : λ = 0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : λ > 0 î ïàðàìåòðå
ôîðìû λ îáðàòíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ôóíêöèåé ïëîòíîñòè

1

θ
fλ

( x
θ

)
=

1

θ
√

2π

(
θ

x

)3/2

exp

− 1

2

(√
θ

x
− λ

√
x

θ

)2
 , x > 0,

ïðè ìåøàþùåì ìàñøòàáíîì ïàðàìåòðå θ.
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§ 11∗. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé,

ìèíèìèçèðóþùèé d-ðèñê

11.1. Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòè÷åñêîãî êîíòðîëÿ êà-
÷åñòâà; çàäà÷à ìèíèìèçàöèè d-ðèñêà. Â § 1 ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷è-
íû ñðåäíèõ ïîòåðü, íàðÿäó ñ ïîíÿòèåì θ -ðèñêà (ôóíêöèè ðèñêà R(ϕ | θ) =

EθL(θ, δ(X))), ïðèâîäèëèñü ïðèìåðû ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåì, ãäå θ -ðèñê
íå îòðàæàåò ïî-ñóùåñòâó òó âåëè÷èíó ñðåäíèõ ïîòåðü, êîòîðàÿ íåîáõîäèìà
äëÿ óòâåðæäåíèÿ ãàðàíòèéíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà, ïîíÿòèÿ îïòè-
ìàëüíîé ïðîöåäóðû, ïëàíèðîâàíèÿ îáúåìà èñïûòàíèé è ò.ï. Óñðåäíåíèå
ïîòåðü â òàêèõ çàäà÷àõ, êàê ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü êà÷åñòâà è ìåäè-
öèíñêàÿ äèàãíîñòèêà, ñëåäóåò îñóùåñòâëÿòü ïî �ñëó÷àéíîìó ïàðàìåòðó� ϑ
ñðåäè òåõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå çàâåðøèëèñü ïðèíÿòèåì
îäíîãî è òîãî æå ðåøåíèÿ d ∈ D, òî åñòü ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèþ d-ðèñêà
RG(ϕ | d) = Eϑ|δ{L(ϑ, d) | δ(X) = d }, d ∈ D. Ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþ-
äåíèé íàä òàêîãî ðîäà îáúåêòàìè çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ, îïðåäåëÿþùåãî
ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âûáîðêè, ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîãî ýëå-
ìåíòà ϑ ñ àïðèîðíûì ðàñïðåäåëåíèåì G. Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, êàê è
ïðè ðåøåíèè áàéåñîâñêèõ çàäà÷, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå G ïîëíîñòüþ èçâåñò-
íî; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñëåäóåò ïðîèçâîäèòü åãî îöåíêó ïî íàêîïëåííîìó
àðõèâó äàííûõ � ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé â ïðåäûäóùèõ ýêñïåðèìåíòàõ.
×òîáû ïîä÷åðêíóòü íåîáõîäèìîñòü òàêîãî îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ðèñêà,
íàïîìíèì îäèí ïðèìåð èç îáùåãî êóðñà òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûé èë-
ëþñòðèðîâàë ïðèìåíåíèå ôîðìóëû Áàéåñà.
Ïðèìåð 11.1. Âû÷èñëåíèå óðîâíÿ âûõîäíîãî êà÷åñòâà è óðîâíÿ êîí-

òðîëÿ ïðè ñòàòèñòè÷åñêîì êîíòðîëå êà÷åñòâà. Ïðîèçâîäèòåëü ïðîäóê-
òà äîëæåí âûïîëíÿòü îïðåäåëåííûå äîãîâîðíûå îáÿçàòåëüñòâà ïåðåä ïî-
òðåáèòåëåì, êîòîðûå, òàê èëè èíà÷å, ñâîäÿòñÿ ê îãðàíè÷åíèÿì íà äîëþ
íåêîíäèöèîííîé ïðîäóêöèè, ïîñòàâëÿåìîé ïîòðåáèòåëþ, èëè, ÷òî òî æå,
äîëÿ êîíäèöèîííîé ïðîäóêöèè äîëæíà áûòü äîñòàòî÷íî âûñîêîé. Îáåñïå-
÷åíèå ýòèõ îãðàíè÷åíèé äîñòèãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíòðîëÿ (êàê ïðàâèëî,
âûáîðî÷íîãî) ïðîèçâîäèìîé ïðîäóêöèè. Ïóñòü Qin � äîëÿ êîíäèöèîííîé
ïðîäóêöèè ñðåäè èçãîòàâëèâàåìîé ïðåäïðèÿòèåì. Îáû÷íî ýòà äîëÿ íàçû-

133



âàåòñÿ âõîäíûì óðîâíåì êà÷åñòâà, è íåîáõîäèìîñòü êîíòðîëÿ ïðîäóêöèè
îáóñëàâëèâàåòñÿ íåâûñîêèì çíà÷åíèåì Qin , êîòîðîå íå óäîâëåòâîðÿåò ïî-
òðåáèòåëÿ. Åñëè êîíòðîëü ïðîäóêöèè ïðîèçâîäèòñÿ íà îñíîâå îáñëåäîâàíèÿ
òîëüêî åå ÷àñòè (òàê íàçûâàåìûé âûáîðî÷íûé èëè ñòàòèñòè÷åñêèé êîí-
òðîëü êà÷åñòâà), òî âîçíèêàåò âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íîãî ðåøåíèÿ
î êà÷åñòâå êîíòðîëèðóåìîãî ïðîäóêòà: ñ íåêîòîðîé âåðîÿòíîñòüþ β ïðîöå-
äóðà êîíòðîëÿ ìîæåò ïðîïóñòèòü íåêîíäèöèîííûé ïðîäóêò èëè, íàîáîðîò,
ñ âåðîÿòíîñòüþ α îòêëîíèòü êîíäèöèîííûé. Âåðîÿòíîñòü β íàçûâàåòñÿ
ðèñêîì ïîòðåáèòåëÿ, à âåðîÿòíîñòü α � ðèñêîì èçãîòîâèòåëÿ. Ýòè ðèñ-
êè åñòü íå ÷òî èíîå, êàê âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî (α) è âòîðîãî (β )
ðîäà. Çíàÿ çíà÷åíèÿ Qin, α è β , ìîæíî, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Áàéåñà, âû-
÷èñëèòü âûõîäíîé óðîâåíü êà÷åñòâà Qout � äîëþ êîíäèöèîííîé ïðîäóêöèè,
ñðåäè îòñûëàåìîé ïîòðåáèòåëþ ïîñëå êîíòðîëÿ.
Ïóñòü B1 � ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â òîì, ÷òî ïîñòóïèâøèé íà êîíòðîëü

ïðîäóêò êîíäèöèîíåí, à B2 = Bc
1 � ïðîäóêò �ïëîõîé�. Â òàêèõ îáîçíà÷åíèÿõ

P (B1) = Qin. Ïóñòü, äàëåå, A � óòâåðæäåíèå î êîíäèöèîííîñòè ïðîäóêòà
ïîñëå åãî êîíòðîëÿ. Òîãäà Qout = P (B1 |A) � âåðîÿòíîñòü êîíäèöèîííîñòè
ïðîäóêòà ïðè óñëîâèè, ÷òî îí ïðîøåë êîíòðîëü. Íàêîíåö, P (A |B1) = 1−α
è P (A |B2) = β. Ïî ôîðìóëå Áàéåñà

Qout = P (B1 |A) =
P (A |B1)P (B1)

P (A |B1)P (B1) + P (A |B2)P (B2)
=

(1− α)Qin

(1− α)Qin + β(1−Qin)
.

Ïðîèëëþñòðèðóåì ðàñ÷åòû, ïðîèçâîäèìûå ïî ýòîé ôîðìóëå, íà îñíî-
âå êîíêðåòíûõ ÷èñëîâûõ äàííûõ. Ïóñòü ïðåäïðèÿòèå ðàáîòàåò èç ðóê âîí
ïëîõî: Qin = 0.1 (90% âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè íå óäîâëåòâîðÿåò íîðìàì
êà÷åñòâà), íî íà ïðåäïðèÿòèè ñóùåñòâóåò äîâîëüíî æåñòêèé êîíòðîëü, â
êîòîðîì ðèñê ïîòðåáèòåëÿ β = 0.01, à ðèñê èçãîòîâèòåëÿ α = 0.1. Òîãäà
âûõîäíîé óðîâåíü êà÷åñòâà

Qout =
0.9 · 0.1

0.9 · 0.1 + 0.01 · 0.9
=

10

11
≈ 0.91,

è ýòî ñîâñåì íåïëîõî ïî ñðàâíåíèþ ñ òåì, ÷òî áûëî äî êîíòðîëÿ.
Îäíàêî ñóùåñòâóåò åùå îäèí àñïåêò äàííîé ïðîáëåìû, êîòîðûé âàæåí

äëÿ èçãîòîâèòåëÿ ïðîäóêöèè. Åãî, åñòåñòâåííî, èíòåðåñóåò äîëÿ íåêîíäè-
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öèîííîé ïðîäóêöèè, ñðåäè òîé ÷òî áûëà îòêëîíåíà ïðè êîíòðîëå. Ýòî òàê
íàçûâàåìûé óðîâåíü êîíòðîëÿ Qcont, êîòîðûé òàêæå âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå Áàéåñà. Ïóñòü Ac � ðåøåíèå î íåêîíäèöèîííîñòè ïðîäóêòà ïîñëå åãî
êîíòðîëÿ. Òîãäà

Qcont = P (B2 |Ac) =
P (Ac |B2)P (B2)

P (Ac |B1)P (B1) + P (Ac |B2)P (B2)
=

(1− β)(1−Qin)

αQin + (1− β)(1−Qin)
.

Ïðè òîì æå âõîäíîì óðîâíå êà÷åñòâà Qin = 0.1 è òåõ æå ðèñêàõ ïîòðåáè-
òåëÿ β = 0.01 è èçãîòîâèòåëÿ α = 0.1 óðîâåíü êîíòðîëÿ

Qcont =
0.99 · 0.9)

0.1 · 0.1 + 0.99 · 0.9
≈ 0.99.

Ñëåäîâàòåëüíî, è óðîâåíü êîíòðîëÿ, êàê è óðîâåíü âûõîäíîãî êà÷åñòâà,
äîñòàòî÷íî âûñîêè.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, çà÷åì îïðåäåëÿòü ïðîöåäóðó ñòàòèñòè-
÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïî çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì α è β íà ðèñêè èçãîòîâèòå-
ëÿ è ïîòðåáèòåëÿ, òî åñòü ââîäèòü ãàðàíòèéíûé êðèòåðèé ðàçëè÷åíèÿ äâóõ
ãèïîòåç, ñîîòâåñòâóþùèõ êîíäèöèîííîñòè è íåêîíäèöèîííîñòè âûïóñêàå-
ìîé ïðîäóêöèè. Åñëè íàñ èíòåðåñóþò òîëüêî óðîâíè âûõîäíîãî êà÷åñòâà
è êîíòðîëÿ, òî åñòåñòâåííåå ñòðîèòü êðèòåðèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñíèçó íà
ýòè óðîâíè èëè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ñâåðõó β0 è β1 íà äîëþ íåêîíäèöèîííîé
ïðîäóêöèè ñðåäè ïðèíÿòîé è êîíäèöèîííîé ñðåäè îòêëîíåííîé ñîîòâåò-
ñòâåííî. Åñòåñòâåííî, ïðè ôèêñèðîâàííîì îáúåìå èíñïåêöèè âûïóñêàåìîé
ïðîäóêöèè (ôèêñèðîâàííîì îáúåìå èñïûòàíèé) íåâîçìîæíî êîíòðîëèðî-
âàòü îáà ðèñêà, ïîýòîìó âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ïîñòðîåíèè àíàëîãà
íàèáîëåå ìîùíîãî êðèòåðèÿ, êîãäà îäèí èç d-ðèñêîâ îãðàíè÷èâàåòñÿ �óðîâ-
íåì çíà÷èìîñòè� β0, à äðóãîé ìèíèìàëåí. Ðàññìîòðèì ýòó çàäà÷ó â ðàìêàõ
îáùåãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ïðîâåðêè ãèïîòåç.
Ïóñòü, êàê îáû÷íî, X � ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîòî-

ðîé p (x | θ), x ∈ X, çàâèñèò îò ïàðàìåòðà θ (∈ Θ), çíà÷åíèå êîòîðîãî íå
èçâåñòíî. Ïî ðåçóëüòàòó x íàáëþäåíèÿ X òðåáóåòñÿ âûáðàòü îäíî èç äâóõ
àëüòåðíàòèâíûõ óòâåðæäåíèé H0 : θ ∈ Θ 0 èëè H1 : θ ∈ Θ1 = Θ0

c î çíà÷å-
íèè ïàðàìåòðà θ . Äàííîé ïðîáëåìå ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé
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D, ñîñòîÿùåå âñåãî èç äâóõ òî÷åê: d0 � ðåøåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè ãèïîòåçû
H0 è d1 � ðåøåíèå îá èñòèííîñòè àëüòåðíàòèâû.
Ðåøåíèå î ñïðàâåäëèâîñòè òîé èëè èíîé ãèïîòåçû ïðèíèìàåòñÿ ñ ïîìî-

ùüþ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ïðàâèëà (êðèòè÷åñêîé ôóíêöèè) ϕ(x), óêàçûâà-
þùåãî, ñ êàêîé âåðîÿòíîñòüþ ñëåäóåò îòâåðãàòü ãèïîòåçó H0 (ïðèíèìàòü
ðåøåíèå d1 î ñïðàâåäëèâîñòè àëüòåðíàòèâû), åñëè x � ðåçóëüòàò ñòàòè-
ñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðàâèëó ϕ ñîîòâåòñòâóåò ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ
δ(x) , êîòîðàÿ êàæäîìó íàáëþäåííîìó çíà÷åíèþ x ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå
ðåøåíèå d0 èëè ðåøåíèå d1 ïî ðåçóëüòàòó u íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû U ñ ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèåì íà îòðåçêå [ 0, 1 ]: δ(x) = d0, åñëè
ϕ(x) > u.

Íàïîìíèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d0 ïðè ôèêñèðîâàííîì
çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ

Ψ(d0 | θ) = Pθ{δ(X) = d0} = Eθ{1− ϕ(X)}

âìåñòå ñ âåðîÿòíîñòüþ Ψ(d1 | θ) = 1 − Ψ(d0 | θ) ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d1 íà-
çûâàåòñÿ îáðàçîì ðåøàþùåãî ïðàâèëà (êðèòåðèÿ) ϕ.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîáëåì, â êîòîðûõ çíà÷åíèå ïà-

ðàìåòðà θ ïðè ïðîâåäåíèè íàáëþäåíèé åñòü ðåàëèçàöèÿ íåêîòîðîãî ñëó-
÷àéíîãî ýëåìåíòà ϑ è ïóñòü P � ñîâìåñòíîå ðàñïðåäåëåíèå âåêòîðà (X,ϑ)

íà ïðîñòðàíñòâå X×Θ, ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè êîòîðîãî ïî ìåðå µ×χ ðàâíà
h(x, θ) = p (x | θ) g(θ), ãäå g � ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè àïðèîðíîãî ðàñïðåäå-
ëåíèÿ G �ñëó÷àéíîãî ïàðàìåòðà� ϑ. Íèæíèé èíäåêñ θ ó çíàêà âåðîÿòíî-
ñòè Pθ , êàê âñåãäà, áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýòà âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ ïðè
çàäàííîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà θ . Âåðõíèé èíäåêñ ó çíàêà âåðîÿòíîñòè èñ-
ïîëüçóåòñÿ äëÿ êîíêðåòèçàöèè ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé
ýòà âåðîÿòíîñòü âû÷èñëÿåòñÿ, åñëè òîëüêî ýòî íå âèäíî èç êîíòåêñòà çà-
ïèñè. Àíàëîãè÷íûå ñîãëàøåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ çíàêà ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ E .
Áåçóñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé d0 è d1 (àïðèîðíûé îáðàç

ϕ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì

Ψ(d1) = P(δ(X) = d1) = E [ Ψ(d1 |ϑ) ] = E ϑ [E ϑ ϕ(X) ], Ψ(d0) = 1−Ψ(d1).

Èíäåêñ λ èëè G ó Ψ ìû îïóñêàåì, ÷òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêîé çàïèñè
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ôîðìóë.
Ïóñòü Ii(θ) � èíäèêàòîðíàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà Θi, òî åñòü Ii(θ) =

1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà θ ∈ Θi, i = 0, 1. Êà÷åñòâî êðèòåðèÿ ϕ

îïèñûâàåòñÿ äâóìÿ âåëè÷èíàìè

R(d0 |ϕ) = P(ϑ ∈ Θ1 | δ(X) = d0 ) =
E [ I1(ϑ)( 1− ϕ(X) ) ]

Ψ(d0)
, (11.1)

R(d1 |ϕ) = P(ϑ ∈ Θ0 | δ(X) = d1 ) =
E [ ( I0(ϑ) )ϕ(X) ]

Ψ(d1)
, (11.2)

ïðåäñòàâëÿþùèìè ñîáîé óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè ïðèíÿòèÿ îøèáî÷íûõ ðå-
øåíèé è íàçûâàåìûìè d-àïîñòåðèîðíûìè ðèñêàìè (êîðîòêî, d-ðèñêàìè)
1-ãî è 2-ãî ðîäà. Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå óñëîâèÿ èìåþò íóëåâóþ âåðîÿò-
íîñòü, òî ðèñêè ïîëàãàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ.

Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êðèòåðèé ϕ∗ , óäîâëå-
òâîðÿþùèé çàäàííîìó îãðàíè÷åíèþ íà âåëè÷èíó d-ðèñêà 1-ãî ðîäà:

R(d0 |ϕ∗) 6 β0,

è ìèíèìèçèðóþùèé d-ðèñê 2-ãî ðîäà: R(d1 |ϕ∗) → min .

11.2. Îïòèìàëüíûé êðèòåðèé. Îïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ñðåäíèõ ïî-
òåðü ñðåäè òåõ ýêñïåðèìåíòîâ, êîòîðûå çàâåðøèëèñü ïðèíÿòèåì îäíîãî è
òîãî æå ðåøåíèÿ d, ïðèâîäèò, åñëè ïðîâîäèòü ïàðàëëåëè ñ θ -ðèñêîì, ê
çàìåíå â ôîðìóëàõ, îïðåäåëÿþùèõ θ -îïòèìàëüíûå ñòàòèñòè÷åñêèå ïðàâè-
ëà, ïåðåìåííûõ d è x íà θ è íàîáîðîò. Òàê, åñëè ÐÍÌ êðèòåðèé îïðå-
äåëÿëñÿ ÷åðåç îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèé, òî êðèòåðèé, ìèíèìèçèðóþùèé
d -ðèñê, ñëåäóåò ñòðîèòü, èñïîëüçóÿ îòíîøåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ãèïîòåç: p (x | θ) çàìåíÿåòñÿ íà hG( θ |x). Ïîñêîëüêó àïîñòåðèîðíàÿ
âåðîÿòíîñòü P(ϑ ∈ Θ 1 |X) = 1 − P(ϑ ∈ Θ 0 |X), òî îòíîøåíèå àïîñòå-
ðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé åñòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ P(ϑ ∈ Θ 1 |X). Ñëåäóÿ
ñôîðìóëèðîâàííîé âûøå ýâðèñòè÷åñêîé ïàðàëëåëè ìåæäó äâóìÿ ïîäõîäà-
ìè ê îïðåäåëåíèþ ðèñêà, êðèòåðèé ϕ∗, ìèíèìèçèðóþùèé d -ðèñê âòîðîãî
ðîäà, äîëæåí îïðåäåëÿòüñÿ àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ P(ϑ ∈ Θ 1 |X).

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûé êðèòåðèé ϕ∗ îòâåðãàåò íóëåâóþ
ãèïîòåçó, åñëè åå àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü äîñòàòî÷íî ìàëà, èëè, ÷òî òî
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æå, àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü P(ϑ ∈ Θ 1 |X) > C, ãäå C îïðåäåëÿåòñÿ
ïî çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì β0 íà d -ðèñê ïåðâîãî ðîäà ñ âîçìîæíîé ðàí-
äîìèçàöèåé íà ãðàíèöå P(ϑ ∈ Θ 1 |X) = C êðèòè÷åñêîé îáëàñòè, åñëè ýòà
ãðàíèöà èìååò íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ P.

Ïðåäâîñõèùàÿ äàëüíåéøèå ïóòè â äîêàçàòåëüñòâå îïòèìàëüíîñòè òàêî-
ãî êðèòåðèÿ, ñðàçó æå ðàññêàæåì, â ÷åì ñîñòîèò çàêëþ÷èòåëüíûé ýòàï
äîêàçàòåëüñòâà. Åñëè êðèòåðèé ϕ , íå ñîâïàäàþùèé ñ ϕ∗ , èìååò d-ðèñê
â íåêîòîðîé òî÷êå d (= d0 èëè d1), äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåí-
ñòâî R(d |ϕ) 6 R(d |ϕ∗) , òî äëÿ íåãî âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ýòîãî ðåøå-
íèÿ P ( δ = d ) < P ( δ∗ = d ). Ïîñêîëüêó ñóììà âåðîÿòíîñòåé P ( δ =

d0 ) + P ( δ = d1 ) = 1 , òî íåðàâåíñòâà

R(d0 |ϕ) 6 R(d0 |ϕ∗) è R(d1 |ϕ) 6 R(d1 |ϕ∗)

íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ îäíîâðåìåííî, åñëè òîëüêî êðèòåðèè ϕ è ϕ∗ íå ñîâ-
ïàäàþò.
Äîêàæåì ñíà÷àëà äâà âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðûõ àïîñòå-

ðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü Ri(x) = P(ϑ ∈ Θ 1−i |X = x) òðàêòóåòñÿ (ñ òî÷êè
çðåíèÿ ôóíêöèè ïîòåðü 1� 0) êàê àïîñòåðèîðíûé ðèñê îò ïðèíÿòèÿ ðåøå-
íèÿ di, i = 0, 1, ïðè ëþáîì ðåçóëüòàòå x íàáëþäåíèÿ ñëó÷àéíîé âûáîðêè
X, òî åñòü ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ èãíîðèðóåò ðåçóëüòàò ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïå-
ðèìåíòà. Â òåðìèíàõ àïîñòåðèîðíûõ ðèñêîâ ïðåòåíäåíò ϕ∗ íà îïòèìàëüíîå
ïðàâèëî ïðèíèìàåò âèä

ϕ∗(x) =

{
1, åñëè R0(x) > C,

0, åñëè R0(x) < C .
(11.3)

Ëåììà 11.1 ( i ) Äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ ϕ d-ðèñêè

R(di |ϕ) = E{Ri(X) | δ(X) = di}, i = 0, 1 ,

è äëÿ âû÷èñëåíèÿ óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ñïðàâåäëèâû ôîð-
ìóëû (11.1) è (11.2).
( ii ) Åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà A , ÷òî P (Ri(X) > A ) = 1 , òî

äëÿ ëþáîãî �íåâûðîæäåííîãî� â òî÷êå di êðèòåðèÿ ϕ d-ðèñêè R(di |ϕ) >

A, i = 0, 1.

( iii ) Äëÿ ðåøàþùåãî ïðàâèëà ϕ∗ âèäà (11.3)

R(d0 |ϕ∗) 6 C, R(d1 |ϕ∗) 6 1− C.
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû åñòü ñëåäñòâèå îñíîâíî-
ãî ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïî êîòîðîìó îïåðàöèþ
âçÿòèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî áîëåå ãðóáîìó ðàçáèåíèþ (δ(X) = d)
ïðîñòðàíñòâà çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî ýëåìåíòà ìîæíî ïðåäâàðèòü îïåðàöèåé
âçÿòèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ïî áîëåå ìåëêîìó ðàçáèåíèþ
ýòîãî ïðîñòðàíñòâà (X = x). Â ñâÿçè ñ ýòèì ñìîòðèòå ôîðìóëû (11.1) è
(11.2).
Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì ïåðâîãî óòâåð-

æäåíèÿ, ïîñêîëüêó çàìåíà Ri(X) íà ìåíüøóþ âåëè÷èíó A ïðèâîäèò ê
óìåíüøåíèþ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
Òðåòüå óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì:

R(d0 |ϕ∗) = E{R0(X) | δ(X) = d0} = E{R0(X) |R0 < C} 6 C,

R(d1 |ϕ∗) = E{R1(X) |R0 > C} = E{R1(X) |R1 < 1− C} 6 1− C. 2

Ëåììà 11.2. Åñëè d-ðèñêè êðèòåðèÿ ϕ è êðèòåðèÿ ϕ∗ â íåêîòîðîé òî÷êå
d óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

R(d |ϕ) 6 R(d |ϕ∗),

òî äëÿ áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d ýòèìè êðèòåðèÿìè
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

Ψ(d) = P ( δ(X) = d ) 6 P ( δ∗(X) = d ) = Ψ∗(d).

Äîêàçàò åëü ñòâî ëåììû ïðîâåäåì òîëüêî äëÿ ðåøåíèÿ d = d0 . Ñíà-
÷àëà çàìåòèì, äëÿ êðèòåðèåâ ϕ è ϕ∗ ôóíêöèÿ

H(x) = [ϕ∗(x)− ϕ(x) ] [C − R0(x)) ] 6 0, ∀x ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåðàâåíñòâà ñîâïàäàåò ñ äîêàçàòåëüñòâîì àíàëî-
ãè÷íîãî íåðàâåíñòâà â ëåììå Íåéìàíà�Ïèðñîíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè C−
R0(x) > 0 , òî ϕ∗(x) = 0 è ϕ∗(x) − ϕ(x) = −ϕ(x) 6 0 . È íàîáîðîò, åñëè
C−R0(x) < 0 , òî ϕ∗(x) = 1 è ϕ∗(x)−ϕ(x) = 1−ϕ(x) > 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E[ϕ∗(X)− ϕ(X) ] [C −R0(X) ] 6 0, (11.4)

ñî ñòðîãèì çíàêîì íåðàâåíñòâà òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè ñ ïîëîæèòåëüíîé
âåðîÿòíîñòüþ íà ìíîæåñòâå R0(x ) 6= C ϕ è ϕ∗ ðàçëè÷àþòñÿ.
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Ïóòåì î÷åâèäíûõ âûêëàäîê íåðàâåíñòâî (11.4) ïðåîáðàçóåòñÿ ê âèäó

C E [ϕ∗(X)− ϕ(X) ] 6 ER0(X)[ϕ∗(X)− ϕ(X) ].

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ðàâíà

C[ Ψ∗(d1)−Ψ(d1) ] = C[ Ψ(d0)−Ψ∗(d0) ].

Ïðàâóþ ÷àñòü â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ( i ) ëåììû 11.1 è ôîðìóëû (11.1) ìîæíî
çàïèñàòü êàê

ER0(X)[ ( ( 1−ϕ(X) )− ( 1−ϕ∗(X) ) ] = R(d0 |ϕ) Ψ(d0)−R(d0 |ϕ∗) Ψ∗(d0).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ íàñòîÿùåé ëåììû ýòà ðàçíîñòü ìåíüøå èëè ðàâíà

R(d0 |ϕ∗) [ Ψ(d0)−Ψ∗(d0) ].

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

[C −R(d0 |ϕ∗) ] [ Ψ(d0)−Ψ∗(d0) ] 6 0,

êîòîðîå â ñèëó òðåòüåãî óòâåðæäåíèÿ Ëåììû 11.1 âëå÷åò äîêàçûâàåìîå
íåðàâåíñòâî äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d0 . Äëÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ
äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî (ñ çàìåíîé C íà 1− C ). 2

Òåîðåìà 11.1 (ëåììà Ñèìóøêèíà). Åñëè d-ðèñê 1-ãî ðîäà êðèòåðèÿ ϕ

R(d0 |ϕ) 6 R(d0 |ϕ∗)

è ϕ íå ñîâïàäàåò ñ ϕ∗ , òî d-ðèñê 2-ãî ðîäà

R(d1 |ϕ) > R(d1 |ϕ∗).

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïîñêîëüêó ñóììà âåðîÿòíîñòåé Ψ(d) + Ψ(d0) = 1

äëÿ ëþáîãî êðèòåðèÿ, òî d-ðèñê íèêàêîãî ïðàâèëà íå ìîæåò áûòü ìåíüøå
d-ðèñêà ïðàâèëà ϕ∗ ñðàçó äëÿ îáîèõ ðåøåíèé. 2

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïîäîáðàòü êîíñòàíòó C = C(β0) òàê, ÷òîáû d-ðèñê
ïåðâîãî ðîäà R(d0 |ϕ∗) = β0 , òî êðèòåðèé ϕ∗ ñòàíîâèòñÿ îïòèìàëüíûì
ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì íà d-ðèñê
ïåðâîãî ðîäà. Ýòî, åñòåñòâåííî, ìîæíî ñäåëàòü ïî àíàëîãèè ñ êðèòåðèåì
Íåéìàíà�Ïèðñîíà, ââîäÿ ðàíäîìèçàöèþ íà ãðàíèöå êðèòè÷åñêîé îáëàñòè
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êðèòåðèÿ ϕ∗, íî òîëüêî ïðè íå ñëèøêîì ìàëûõ è íå ñëèøêîì áîëüøèõ
çíà÷åíèÿõ β0. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü, â ÷åì ñóòü ïðîáëåìû, ðàññìîòðèì
êðèòåðèé

ϕc(x) =

{
1, åñëè R0(x) > c,

0, åñëè R0(x) < c ,

êîòîðûé ïî ôîðìå ñîâïàäàåò ñ ϕ∗, íî îïðåäåëåí ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x ∈ X.

Ïóñòü
r(c) = R(d0 |ϕc) = E{ϑ ∈ Θ1 |R0(x) < c } −

d-ðèñê ïåðâîãî ðîäà ïðàâèëà ϕc , ðàññìàòðèâàåìûé êàê ôóíêöèÿ àðãóìåíòà
c ∈ [ 0, 1 ], è c0 � íàèìåíüøåå çíà÷åíèå àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòè R0(x)

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî P (R0(X) < c ) > 0 äëÿ âñåõ c > c0.

Ëåììà 11.3. Ôóíêöèÿ r(c)
( i ) íå óáûâàåò,
( ii ) íåïðåðûâíà ñëåâà,
( iii ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 èëè c0 6 r(c) 6 G1 = P(ϑ ∈ Θ1).

Äîêàçàò åëü ñòâî. ( i ) Òàê êàê ñ ðîñòîì c ìíîæåñòâî {x : R0(x) <

c} ðàñøèðÿåòñÿ, òî áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ (áåçóñëîâíàÿ
âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d0 ) óâåëè÷èâàåòñÿ. Èç óòâåðæäåíèÿ Ëåììû
11.2 ñëåäóåò, ÷òî òîãäà d-ðèñê ïåðâîãî ðîäà íå ìîæåò óìåíüøèòüñÿ.
( ii ) Íåïðåðûâíîñòü ñëåâà óñòàíàâëèâàåòñÿ òàê æå, êàê äîêàçûâàëàñü

íåïðåðûâíîñòü ñëåâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. îáùèé êóðñ ÒÂ è ÌÑ).
( iii ) Ïðàâèëî ϕ ′ , ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå d0 ïðè ëþáûõ x ∈ X , èìå-

åò d-ðèñê ïåðâîãî ðîäà, ðàâíûé áåçóñëîâíîé âåðîÿòíîñòè ñïðàâåäëèâîñòè
àëüòåðíàòèâû

R(d0 |ϕ ′) = P (ϑ ∈ Θ1 ) = G1.

Ïîñêîëüêó áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d0 êðèòåðèåì ϕc

ïðè ëþáîì c ìåíüøå ñîîòâåòñòâóþùåé âåðîÿòíîñòè äëÿ ϕ ′ , òî èç Ëåììû
11.2 âûòåêàåò, ÷òî R( d0 |ϕc ) 6 R( d0 |ϕ ′ ) = G1 ïðè ëþáûõ c ∈ [ 0, 1 ] .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ëþáîãî c > c0 âåðîÿòíîñòü P (R0(X) < c ) >

0 (ñì. îïðåäåëåíèå c0 ), ïîýòîìó êðèòåðèé ϕc íå âûðîæäåí è åãî d-ðèñê
ïåðâîãî ðîäà, â ñèëó óòâåðæäåíèÿ ( ii ) Ëåììû 11.1), c0 6 R(d0 |ϕc) < c.
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Åñëè c0 > 0 , òîãäà ïðè ëþáûõ c < c0 âåðîÿòíîñòü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ d0

ïî êðèòåðèþ ϕc ðàâíà íóëþ è ïî ïîñòðîåíèþ R(d0 |ϕc) = 0 2

Èç äîêàçàííîé ëåììû ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1). Åñëè îãðàíè÷åíèå β0 < γ0 , òîãäà íå ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííûõ êðè-
òåðèåâ ϕ , ó êîòîðûõ d-ðèñê R(d0 |ϕ) 6 β0 .
2). Åñëè îãðàíè÷åíèå β0 > G1 , òîãäà ðåøàþùåå ïðàâèëî, ïðèíèìàþùåå

ðåøåíèå d0 ïðè ëþáûõ ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé (òî åñòü, ïî-ñóùåñòâó, áåç
ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé) óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ β0 íà âåëè÷èíó d-
ðèñêà ïåðâîãî ðîäà.

Èòàê, ïóñòü c0 < β0 < G1 . Êàê îòìå÷àëîñü âûøå, åñëè íàéäåòñÿ êîíñòàí-
òà c∗ , äëÿ êîòîðîé r(c∗) = β0 , òîãäà êðèòåðé ϕc∗ è áóäåò îïòèìàëüíûì.
Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ r(c) èçìåíÿåòñÿ (íå óáûâàÿ) îò c0 äî G1 , òî ïðè ñäå-
ëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëüíî β0 ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà

c∗ = sup{c : r(c) 6 β0}.

Òàê êàê ôóíêöèÿ r(c) íåïðåðûâíà ñëåâà, òî è r(c∗) 6 β0 . Íàì îñòàëîñü
èçó÷èòü ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ r(c) òåðïèò ðàçðûâ â òî÷êå c∗ , ïðè÷åì
r(c∗) < β0 .
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ r̃(c) = R(d0 | ϕ̃c) , ãäå êðèòåðèé

ϕ̃c(x) =

{
1, åñëè R0(x) > c,

0, åñëè R0(x) 6 c ,

Ýòà ôóíêöèÿ òàê æå, êàê è r(c) , íå óáûâàåò è èçìåíÿåòñÿ îò γ0 äî G1 .
Åäèíñòâåííîå å¼ îòëè÷èå îò r(c) ñîñòîèò â òîì, ÷òî îíà íåïðåðûâíà ñïðà-
âà. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïðè c < c′ âåðîÿòíîñòü P (R0(X) < c ) 6

P (R0(X) 6 c ) 6 P (R0(X) < c′ ) , òî

r(c) 6 r̃(c) 6 r(c′).

Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî â òî÷êå c = c∗ ôóíêöèÿ r̃(c∗) < β0 , òîãäà â
ñèëó å¼ íåïðåðûâíîñòè ñïðàâà íàéäåòñÿ òî÷êà c′ > c∗ , â êîòîðîé òàêæå
r̃(c′) < β0 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîé òî÷êè c′′ òàêîé, ÷òî c∗ < c′′ < c <

c′, ôóíêöèÿ r(c′′) 6 r(c) 6 r̃(c) 6 r̃(c′) < β0 , òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå
c′′ > c∗, äëÿ êîòîðîãî òàêæå r(c′′) < β0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó c∗ êàê
ìàêñèìàëüíîé òî÷êè ñ òàêèì ñâîéñòâîì.
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Òåîðåìà 11.2. Åñëè c0 < β0 < G1 , òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå êîíñòàíòû
C è γ, ÷òî äëÿ êðèòåðèÿ

ϕ∗(x) =


1, åñëè R0(x) > C,

γ, åñëè R0(x) = C,

0, åñëè R0(x) < C

(11.5)

( i ) d-ðèñê 1-ãî ðîäà R(d0 |ϕ∗) = β0 ;
( ii ) d-ðèñê 2-ãî ðîäà R(d1 |ϕ∗) ìèíèìàëåí ñðåäè âñåõ êðèòåðèåâ ϕ , óäî-

âëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèþ R(d0 |ϕ) 6 β0 íà âåëè÷èíó d-ðèñêà ïåðâîãî
ðîäà.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ðàññìîòðèì êðèòåðèé

ϕ∗q(x) =


1, åñëè R0(x) > c∗,

q, åñëè R0(x) = c∗,

0, åñëè R0(x) < c∗ .

Åãî d-ðèñê ïåðâîãî ðîäà ðàâåí (ñì. ôîðìóëó (11.1))

R(d0 |ϕ∗q) =
E [ I1(ϑ) ( 1− ϕ∗q(X) ) ]

E( 1− ϕ∗q(X) )
=

P ( {ϑ ∈ Θ1} ∩ {R0(X) < c∗} ) + qP ( {ϑ ∈ Θ1} ∩ {R0(X) = c∗} )

P (R0(X) < c∗ ) + qP (R0(X) = c∗ )
.

Î÷åâèäíî, îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé q ýòîò ðèñê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðå-
ðûâíóþ, ìîíîòîííóþ äðîáíî-ëèíåéíóþ ôóíêöèþ.
Ïðè q = 0 ðèñê R(d0 |ϕ∗0) = r(c∗) < β0 , à ïðè q = 1 ðèñê R(d0 |ϕ∗1) =

r̃(c∗) > β0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò (åäèíñòâåííàÿ) êîíñòàíòà γ , ïðè
êîòîðîé R(d0 |ϕ∗γ) = β0. Òàêèì îáðàçîì, êðèòåðèé ϕ∗(x) ñ êîíñòàíòîé
C = c∗ è êîíñòàíòîé γ, îïðåäåëÿåìîé êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ R(d0 |ϕ∗q) =

β0 îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííîé q , ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì êðèòåðèåì. 2

Çàìå÷àíèå. Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû âèäíî, ÷òî íåîáõîäèìîñòü â ðàí-
äîìèçàöèè âîçíèêàåò òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà P (R0(X) = c∗ ) > 0 .

Âåðíåìñÿ ê íàøåìó íà÷àëüíîìó ïðèìåðó ñ êîíòðîëåì êà÷åñòâà. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî êà÷åñòâî âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðîöåíò-
íûì ñîäåðæàíèåì âðåäíîé ïðèìåñè, êîëè÷åñòâî êîòîðîé îïðåäåëÿåò çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà θ. Ïðîäóêò ñ÷èòàåòñÿ êîíäèöèîííûì, åñëè θ 6 θ0, è
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ïóñòü ýòà îáëàñòü Θ0 ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ = [ 0, 100 ] ñîîò-
âåòñòâóåò íóëåâîé ãèïîòåçå H0. Íåêîíäèöèîííîñòü ïðîäóêòà îïðåäåëÿåòñÿ
çíà÷åíèÿìè θ, ïðåâûøàþùèìè äîïóñòèìîå çíà÷åíèå θ0 , òî åñòü àëüòåð-
íàòèâíàÿ ãèïîòåçà H1 îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàëîì Θ1 = Θc

0 = ( θ0, 100 ].

Ïîäîáíîãî ðîäà ïðèìåð ìû ðàññìàòðèâàëè â îáùåì êóðñå ÒÂ è ÌÑ, êî-
ãäà ââîäèëè ìîäåëü íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ N(θ, σ2) , � îïðåäåëÿëîñü
îáùåå ñîäåðæàíèå ñåðû â äèçåëüíîì òîïëèâå. Åñòåñòâåííî, òå æå äîâîäû,
÷òî è ïðè èçó÷åíèè ìåòîäà, êîòîðûì îïðåäåëÿåòñÿ ñîäåðæàíèå îáùåé ñåðû,
ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñïåöèôèêàöèè ñåìåéñòâà àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé �
ýòî ñíîâà íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåêîòîðûìè ïàðàìåòðàìè (µ, τ 2 ).

Ïðè òàêîé ôîðìàëèçàöèè ïðîáëåìû, êîíòðîëü êà÷åñòâà, îñóùåñòâëÿåìûé
ñ ïîìîùüþ îïòèìàëüíîãî êðèòåðèÿ (11.5), áóäåò ãàðàíòèðîâàòü çàäàííóþ
äîëþ β0 íåêîíäèöèîííîãî ( θ ∈ Θ1 ) ïðîäóêòà, ïîñòàâëÿåìîãî ïîòðåáèòå-
ëþ, èáî âåðîÿòíîñòü �íåæåëàòåëüíîãî� ñîáûòèÿ ϑ ∈ Θ1 ïðè óñëîâèè, ÷òî
ïðîäóêò ïðîøåë êîíòðîëü (δ(x) = d0), íå ïðåâîñõîäèò β0. Â òîæå âðåìÿ,
êðèòåðèé (11.5) ìèíèìèçèðóåò äîëþ β1 êîíäèöèîííîé ïðîäóêöèè, ñðåäè
îòêëîíåííîé ïðè êîíòðîëå.
Ìû åùå âåðíåìñÿ ê äåòàëüíîìó ïîñòðîåíèþ êðèòåðèÿ (11.5) â ðàìêàõ

ìîäåëè N�N, à ïîêà äîêàæåì îäíî óòâåðæäåíèå, êîòîðîå çíà÷èòåëüíî óïðî-
ùàåò ïîñòðîåíèå ýòîãî êðèòåðèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ íàìè ìîäåëåé N�N,
B�B è P-G â § 4.

Òåîðåìà 11.3. Ïóñòü θ � äåéñòâèòåëüíûé ïàðàìåòð, îòíîñèòåëüíî çíà-
÷åíèé êîòîðîãî âûäâèãàåòñÿ íóëåâàÿ ãèïîòåçà H0 : θ 6 θ0, ïðè àëüòåðíà-
òèâå H1 : θ > θ0. Åñëè ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü P = {P ( · | θ), θ ∈ Θ ⊂ R }
îáëàäàåò ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè T = T (X) îò-
íîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ, òî îïòèìàëüíûé êðèòåðèé (11.5) ïðèíèìàåò âèä

ϕ∗(x) =


1, åñëè T (x) > C,

γ, åñëè T (x) = C,

0, åñëè T (x) < C ,

ãäå ïîñòîÿííûå C = C(β0) è γ = γ(β0) îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
P ( {ϑ ∈ Θ1} ∩ {T (X) < C} ) + γP ( {ϑ ∈ Θ1} ∩ {T (X) = C} )

P (T (X) < C ) + γP (T (X) = C )
= β0 .

(11.6)
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Äîêàçàò åëü ñòâî. Êðèòåðèé (11.5) íå ìåíÿåò ñâîèõ îïòèìàëüíûõ
ñâîéñòâ, åñëè âìåñòî ñòàòèñòèêè R0(X) = P(ϑ ∈ Θ 1 |X) èñïîëüçîâàòü
îòíîøåíèå àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíîñòåé R0(X)/R(X) � ìîíîòîííî âîçðàñ-
òàþùóþ ôóíêöèþ t/(1 − t) àðãóìåíòà t = P(ϑ ∈ Θ 1 |X). Íàïîìíèì,
÷òî èìåííî ýòà ñòàòèñòèêà ñëóæèëà ýâðèñòè÷åñêèì äîâîäîì â ïîëüçó îïòè-
ìàëüíîñòè êðèòåðèÿ, îñíîâàííîãî íà îòíîøåíèè àïîñòåðèîðíûõ âåðîÿòíî-
ñòåé ðàçëè÷àåìûõ ãèïîòåç. Äëÿ îäíîñòîðîííèõ ãèïîòåç, ïðåäñòàâëåííûõ â
ôîðìóëèðîâêå äàííîé òåîðåìû, ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ àïîñòåðèîðíûõ âå-
ðîÿòíîñòåé èìååò âèä îòíîøåíèÿ äâóõ èíòåãðàëîâ ïî íåïåðåñåêàþùèìñÿ
èíòåðâàëàì, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò ãèïîòåçàì H1 è H0 :

L(X) =

∫ θ0

−∞
p (X | θ) dG(θ) /

∫ ∞

θ0

p (X | θ) dG(θ).

Ïî îïðåäåëåíèþ ñåìåéñòâà ðàñïðåäåëåíèé, îáëàäàþùèõ ìîíîòîííûì îò-
íîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ, îòíîøåíèå ïëîòíî-
ñòåé p (x | θ)/p (x | θ0) çàâèñèò îò x òîëüêî ÷åðåç çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè T (x),

íå óáûâàåò, åñëè θ > θ0, è íå âîçðàñòàåò, åñëè θ < θ0. Ñëåäîâàòåëüíî, çà-
ïèñü ñòàòèñòèêè L(X) â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå

L(X) =

∫ θ0

−∞

p (X | θ)
p (X | θ0)

dG(θ) /

∫ ∞

θ0

p (X | θ)
p (X | θ0)

dG(θ)

ïîêàçûâàåò, ÷òî L(X) åñòü íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ T (X). 2

Ïðèìåð 11.2. Ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü êà÷åñòâà â ðàìêàõ ìîäåëè
N�N ñ ãàðàíòèðîâàííûì óðîâíåì âûõîäíîãî êà÷åñòâà. Îáðàòèìñÿ ñíîâà
ê ïðèìåðó ñ êîíòðîëåì êà÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè ïî ñîäåðæàíèþ
âðåäíîé ïðèìåñè. Ìû ðàññìàòðèâàëè åãî ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé è äîêàçà-
òåëüñòâîì Òåîðåìû 11.3, êîòîðàÿ äàåò èíñòðóìåíò äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïðîöå-
äóðû êîíòðîëÿ ñ ãàðàíòèðîâàííûì óðîâíåì 1 − β0 âûõîäíîãî êà÷åñòâà â
ðàìêàõ âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè N�N.
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü N�N (ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîé âû-

áîðêè) îáëàäàåò ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî ñòàòèñòèêè T (X) = X îòíî-
øåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïîñêîëüêó íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñî ñðåäíèì
θ è äèñïåðñèåé σ2/n ñòàòèñòèêè T ïðèíàäëåæèò íåïðåðûâíîìó òèïó, òî
êðèòåðèé, ãàðàíòèðóþùèé âûõîäíîé óðîâåíü êà÷åñòâà, ÿâëÿåòñÿ íåðàí-
äîìèçèðîâàííûì è îòâåðãàåò ãèïîòåçó êîíäèöèîííîñòè ïðîäóêòà, åñëè
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X > C, ãäå C îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (ñì. (11.6) ïðè γ = 0)

P(ϑ ∈ Θ 1 |X < C) =
P ( {ϑ > θ0} ∩ {X < C} )

P (X < C )
= β0. (11.7)

Óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå X îòíîñèòåëüíî ϑ åñòü íîðìàëüíîå ðàñïðåäå-
ëåíèå ñî ñðåäíèì ϑ è äèñïåðñèåé σ2/n, ðàñïðåäåëåíèå ϑ ∼ N(µ, τ 2), ìàð-
ãèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå X ∼ N(µ, τ 2+σ2/n). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå
(11.7) äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé êîíñòàíòû C = C(β0) èìååò âèä

1√
2π τ

∞∫
θ0

Φ

(
C − θ

σ

√
n

)
exp

{
− (θ − µ)2

2τ 2

}
dθ = β0 Φ

(
C − µ√
τ 2 + σ2/n

)
.

Ðåøèòü òàêîå óðàâíåíèå, åñòåñòâåííî, ìîæíî òîëüêî ñ ïîìîùüþ êîìïüþòå-
ðà, èñïîëüçóÿ ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Ïî àíàëîãèè ñ ïðèìåðîì 11.2 ïîñòðîéòå ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü êà÷å-
ñòâà ñ ãàðàíòèðîâàííûì âûõîäíûì óðîâíåì êà÷åñòâà â ðàìêàõ ìîäåëè
B�B (òàê íàçûâàåìûé ïðèåìî÷íûé êîíòðîëü ïî êà÷åñòâåííîìó ïðè-
çíàêó), ïðåíåáðåãàÿ ïðîöåäóðîé ðàíäîìèçàöèè.

2. Ïî âûáîðêå ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ
f(x) = θ exp{− θ x }, x > 0, ãäå θ � ðåàëèçàöèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷è-
íû ϑ ñ àïðèîðíûì ãàììà-ðàñïðåäåëåíèåì, ïîñòðîéòå ñòàòèñòè÷åñêèé
êîíòðîëü êà÷åñòâà ñ ãàðàíòèðîâàííûì âûõîäíûì óðîâíåì íàäåæíîñòè:
ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà exp{− θ x0 } > P.
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§ 12. Ãàðàíòèéíûé ñòàòèñòè÷åñêèé âûâîä.

Ìû ïðèñòóïàåì ê ðåøåíèþ âòîðîé èç îñíîâíûõ ïðîáëåì òåîðèè ñòàòè-
ñòè÷åñêèõ âûâîäîâ � ïîñòðîåíèþ ñòàòèñòè÷åñêèõ ïðîöåäóð, ãàðàíòèðóþ-
ùèõ çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ðèñê è ìèíèìèçèðóþùèõ ïðè ýòîì îáúåì
íàáëþäåíèé.
Â çàäà÷àõ θ -ãàðàíòèéíîñòè òàêèå îãðàíè÷åíèÿ r(θ) íàêëàäûâþòñÿ íà

ôóíêöèþ ðèñêà: ïðîöåäóðà ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd) íàçûâàåòñÿ θ -ãàðàíòèéíîé, åñ-
ëè R(ϕ | θ) 6 r(θ). Ïðè ýòîì óñëîâèè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íà îïòèìèçàöèþ
óïðàâëåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì ρ = (ϕs, ϕc) � ñîîòâåòñòâóþ-
ùèé ρ ìîìåíò îñòàíîâêè ν äîëæåí ìèíèìèçèðîâàòü íåêîòðûé ôóíêöèîíàë
îò åãî ðàñïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð, supθ∈Θ Eθ ν.

Ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ ïî îáúåìó íàáëþäåíèé d-ãàðàíòèéíûõ ïðî-
öåäóð îãðàíè÷åíèÿ r(d) íàêëàäûâàþòñÿ íà ôóíêöèþ d-ðèñêà: RG(ϕ | d) 6

r(d), è ïðè ýòîì óñëîâèè ìèíèìèçèðóåòñÿ, ñêàæåì, áåçóñëîâíîå ñðåäíåå
çíà÷åíèå EG ν îáúåìà íàáëþäåíèé èëè supd∈D E { ν | δ(X(ν)) = d }.

Êàê îòìå÷àëîñü â ïåðâîì ïàðàãðàôå, åñëè â îïòèìèçàöèè îáúåìà
íàáëþäåíèé θ -ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð èìååòñÿ ðÿä äîñòèæåíèé â çàäà÷àõ
îöåíêè è ïðîâåðêè ãèïîòåç, òî äëÿ d-ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð ðåøåíèå ïðî-
áëåìû îïòèìèçàöèè èçâåñòíî äëÿ òåõ æå çàäà÷ òîëüêî ïðè óïðàâëåíèè ρ,

êîìïîíåíòû êîòîðîãî íå çàâèñÿò îò ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé íà êàæäîì
øàãå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, òî åñòü â êëàññå ìîìåíòîâ îñòàíîâêè
âèäà ν = n (= 0, 1, . . .).

Ðåøåíèå òàêîãî ðîäà çàäà÷ íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ, åñëè íàéòè ïðàâè-
ëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd, ñîîòâåòñòâóþùåå îïòèìàëüíîìó ìîìåíòó îñòà-
íîâêè. Î÷åâèäíî, îíî äîëæíî áûòü ìèíèìàêñíûì ïî îòíîøåíèþ ê íîð-
ìèðîâàííîìó íà çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ ðèñêó, òî åñòü ìèíèìèçèðîâàòü
supθ∈ΘR(ϕ | θ) / r(θ) èëè, ñîîòâåòñòâåííî, supd∈DRG(ϕ | d) / r(d) ïðè êàæ-
äîì ôèêñèðîâàííîì óïðàâëåíèè ρ ñòàòèñòè÷åñêèì ýêñïåðèìåíòîì. Ïîñ-
êîëüêó ìèíèìàêñíûå ðåøåíèÿ ÿâëÿþòñÿ áàéåñîâñêèìè (èëè ïðåäåëàìè áàé-
åñîâñêèõ) ïðè íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíûõ àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ, à áàé-
åñîâñêèå ðåøåíèÿ íå çàâèñÿò îò óïðàâëåíèÿ, òî òàêàÿ çàäà÷à ÷àñòî èìååò
ðåøåíèå. Âñå ýòî ìû ðàññìîòðèì íèæå íà ïðèìåðå òðàäèöèîííûõ çàäà÷
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ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè.

12.1. Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ è
íàäåæíîñòüþ. Â ðàìêàõ îáùåé ïðîáëåìû θ -ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð îöåí-
êè ïàðàìåòðà θ ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè äîâåðèòåëü-
íîé îáëàñòè ôèêñèðîâàííîãî äèàìåòðà ñ îïòèìèçàöèåé òðåáóåìîãî äëÿ
âûïîëíåíèÿ òàêèõ ãàðàíòèé îáúåìà íàáëþäåíèé. Ìû íå áóäåì êàñàòüñÿ
ïðîáëåìû îöåíêè ìíîãîìåðíîãî ïàðàìåòðà è ðàññìîòðèì òîëüêî çàäà÷ó
ãàðàíòèéíîé îöåíêè δ(X(ν)) ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèÿ îäíîé âûáîðêè
X(ν) = (X1, . . . , Xν) äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà θ. Çàäà÷à ñîñòîèò â ìè-
íèìèçàöèè supθ∈Θ Eθ ν ñ îãðàíè÷åíèÿìè Pθ( | δ(X(ν)) − θ | 6 ∆) > 1 − α

ïðè ëþáîì θ ∈ Θ ⊂ R, ãäå ∆ � òðåáóåìàÿ òî÷íîñòü îöåíêè, à 1 − α � åå
ìèíèìàëüíî äîïóñòèìàÿ íàäåæíîñòü.
Ìîæíî äîêàçàòü, è ýòî íå òàê ñëîæíî, êàê ãðîìîçäêî, ÷òî â ñëó÷àå îöåí-

êè ïàðàìåòðà ñäâèãà, òî åñòü êîãäà ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè íàáëþäàåìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíû ξ èìååò âèä f(x − θ), îïòèìàëüíîå ïðàâèëî îñòàíîâêè
ϕ∗s íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé. Ýòî ñëåäñòâèå Òåîðåìû 10.1 î
ïîñòîÿíñòâå ôóíêöèè θ -ðèñêà ýêâèâàðèàíòíîé îöåíêè ïðè òðàíçèòèâíîé
ãðóïïå ïðåîáðàçîâàíèé ïàðàìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Θ. Ðàíäîìèçàöèÿ
ìîìåíòà îñòàíîâêè, êîòîðóþ ìîæíî ïðîâåñòè äî ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé,
íåçíà÷èòåëüíî ñîêðàùàåò ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé ïðè ïðàêòè÷åñêè èñ-
ïîëüçóåìûõ (ìàëûõ) çíà÷åíèÿõ α, è åþ ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Òàêèì îáðà-
çîì, ïðàêòè÷åñêè îñìûñëåííàÿ çàäà÷à îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ îáúåìà
èñïûòàíèé ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ìèíèìàëüíîãî îáúåìà âûáîðêè n, ïðè
êîòîðîì ñóùåñòâóåò îöåíêà θ̂(X(n)) ñ çàäàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè íà åå òî÷-
íîñòü (∆) è íàäåæíîñòü (1 − α). Òàêîé îáúåì íàáëþäåíèé íàçûâàåòñÿ
íåîáõîäèìûì îáúåìîì âûáîðêè. Åñòåñòâåííî, áåç ñïåöèôèêàöèè f(x − θ)

çäåñü íå îáîéäåøüñÿ, ïîýòîìó ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû èëëþñòðèðóåòñÿ
íà ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 12.1. Íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè ïðè îöåíêå ñðåäíåãî çíà÷å-
íèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà çíà-
÷åíèå äèñïåðñèè σ2 íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èçâåñòíî, à îöåíêå ïîäëå-
æèò ñðåäíåå çíà÷åíèå θ. Â òàêîé ñèòóàöèè ðåøåíèå çàäà÷è ïî îïòèìèçàöèè
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îáúåìà íàáëþäåíèé íå âûçûâàåò çàòðóäíåíèé. Âñ¼ àðõèïðîñòî: âûáîðî÷íîå
ñðåäíåå X ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíîé îöåíêîé, ïîëó÷àåìîé (ñì. § 5) êàê ïðåäåë
áàéåñîâñêîé â ðàìêàõ ìîäåëè N�N, ê òîìó æå ýòî ýêâèâàðèàíòíàÿ îöåíêà
îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ñäâèãîâ. Ðàñïðåäåëåíèå X íîðìàëüíî ñ ïàðàìåòðàìè
(θ, σ2/n). Ñëåäîâàòåëüíî, íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè îïðåäåëÿåòñÿ êàê
íàìèåíüøåå n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

P ( |X − θ | 6 ∆ ) = 2 Φ

(
∆

σ

√
n

)
− 1 > 1− α

èëè, ÷òî òî æå, íåðàâåíñòâó

n >

[
Φ(1− α/2)

∆
σ

]2

.

(Ýòó ôîðìóëó ìû âûâîäèëè â îáùåì êóðñå ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè áåç
îáñóæäåíèÿ ïðîáëåìû îïòèìèçàöèè îáúåìà íàáëþäåíèé.)
Â êà÷åñòâå çàäàíèÿ íà äîì ïðåäëàãàåòñÿ ðåøèòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîé

ðàíäîìèçàöèè îáúåìà íàáëþäåíèé: ìîìåíò îñòàíîâêè ν, íå çàâèñÿùèé îò
ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé, äîëæåí áûòü âûáðàí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðà-
âåíñòâî

E

[
2 Φ

(
∆

σ

√
ν

)
− 1

]
= 1− α

è ïðè ýòîì äîñòèãàëñÿ ìèíèìóì

E ν =
∞∑

k=1

k pk

ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âåðîÿòíîñòåé{
p k, k = 0, 1, . . . ,

∞∑
i=0

p i = 1

}
.

Âñ¼ çíà÷èòåëüíî óñëîæíÿåòñÿ, åñëè çíà÷åíèå σ íå èçâåñòíî.

Òåîðåìà 12.1. Â çàäà÷å îöåíèâàíèÿ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ θ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòüþ ∆ è ãàðàíòèðîâàííîé íàäåæ-
íîñòüþ 1 − α ïî âûáîðêå X(n) ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n íå ñóùåñòâóåò
îöåíêè θ̂(X(n)), êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ãàðàíòèéíîé ïðè êàêîì-ëèáî êîíå÷íîì
îáúåìå íàáëþäåíèé n.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïðîáëåìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè òàêîé îöåíêè, ÷òî-
áû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî Pθ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆) > 1− α ïðè ëþáûõ

149



çíà÷åíèÿõ θ è σ. Îäíàêî

supθ̂ infθ,σ
P θ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆) 6 inf

θ,σ
supθ̂ P θ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆) 6

lim infσ→∞ infθ supθ̂ P θ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆).

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè σ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íàäåæíîñòè

P θ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆)

äîñòèãàåòñÿ íà îöåíêå θ̂ = X � ìèíèìàêñíîé îöåíêè θ ïðè èçâåñòíîì
çíà÷åíèè σ. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim infσ→∞ infθ supθ̂ P θ,σ( | θ̂(X(n))− θ | 6 ∆) =

lim infσ→∞

[
2 Φ

(
∆

σ

√
n

)
− 1

]
= 0,

òî åñòü òðåáóåìàÿ íàäåæíîñòü 1− α ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ôèêñèðîâàííîì
îáúåìå íàáëþäåíèé íå äîñòèæèìà. 2

Îäíàêî åñëè îáðàòèòüñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïëàíèðîâàíèþ ñòàòèñòè-
÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà, òî ãàðàíòèéíàÿ îöåíêà ñóùåñòâóåò è ðåøåíèå ïðî-
áëåìû ãàðàíòèéíîñòè äàåò òàê íàçûâàåìàÿ äâóõñòóïåí÷àòàÿ ïðîöåäóðà
Ñòåéíà.
Ïðîöåäóðà Ñòåéíà ïðåäóñìàòðèâàåò äâà ýòàïà â ïðîâåäåíèè ñòàòèñòè-

÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Íà ïåðâîì ýòàïå áåðåòñÿ âûáîðêà ôèêñèðîâàííîãî
îáúåìà n0 > 2, ïî ðåçóëüòàòàì íàáëþäåíèé âû÷èñëÿþòñÿ âûáîðî÷íîå ñðåä-
íåå Xn0

, íåñìåùåííàÿ îöåíêà

S2
n0

=
1

n0 − 1

n0∑
k=1

(Xk −Xn0
)2

äèñïåðñèè σ2 è îïðåäåëÿåòñÿ ìîìåíò îñòàíîâêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðè-
ìåíòà

ν = max

{
n0,

[(
tα Sn0

∆

)2
]

+ 1

}
,

ãäå tα = S−1
n0−1(1 − α/2) � êâàíòèëü ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n0 − 1

ñòåïåíÿìè ñâîáîäû. Íàáëþäåíèÿ ïðåêðàùàþòñÿ íà ïåðâîì ýòàïå, åñëè ν =

n0. Åñëè æå ν > n0, òî ñòàòèñòèê ïðîâîäèò (âòîðîé ýòàï ýêñïåðèìåíòà)
åùå ν − n0 íàáëþäåíèé.
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Òåîðåìà 12.2. Âûáîðî÷íîå ñðåäíåå Xν ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé θ, ãàðàíòè-
ðóþùåé çàäàííûå òî÷íîñòü ∆ è íàäåæíîñòü 1−α ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Íàäåæíîñòü îöåíêè Xν ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
ñðåäíåå çíà÷åíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íàäåæíîñòè îòíî-
ñèòåëüíî ìîìåíòà îñòàíîâêè ν :

P θ,σ( |Xν − θ | 6 ∆) = Eν {P θ,σ( |Xν − θ | 6 ∆) | ν }.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ñòàòèñòèêè Xν è ν ñóòü íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè-
÷èíû. Äåéñòâèòåëüíî, óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Xn < x | ν = n ) = P (Xn <

x), èáî ïåðâûå n0 ñëàãàåìûõ â X íå çàâèñÿò îò âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè
S2

n0
(íàïîìíèì, ìîìåíò îñòàíîâêè çàâèñèò òîëüêî îò S2

n0
) â ñèëó òåîðåìû

Ôèøåðà, à îñòàâøèåñÿ n − n0 ñëàãàåìûõ íå çàâèñÿò îò X1, . . . , Xn0
. Ñëå-

äîâàòåëüíî,

P θ,σ( |Xν − θ | 6 ∆) = 2EΦ

(
∆

σ

√
ν

)
− 1 > 2EΦ

(
∆

σ

tα Sn0

∆

)
− 1 =

2EΦ

(
Sn0

σ
tα

)
− 1 = 2EΦ

(
χn0−1√
n0 − 1

tα

)
− 1,

ãäå χn0−1 � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, êâàäðàò êîòîðîé èìååò õè-êâàäðàò ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ n0 − 1 ñòåïåíüþ ñâîáîäû. Îñòàëîñü òîëüêî ïîêàçàòü, ÷òî

2EΦ

(
χn0−1√
n0 − 1

tα

)
− 1 = 1− α.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå m = (n0 − 1)/2 è âû÷èñëèì ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-
äàíèå:

EΦ

(
χn0−1√
n0 − 1

tα

)
= Cm

tα∫
−∞

dx

∞∫
0

√
t tm−1 exp

{
− 1

2

(
tx2

n0 − 1
+ t

)}
dt,

ãäå
Cm =

1√
2π(n0 − 1)

1

2m Γ(m)
.

Èíòåãðàë ïî dt
∞∫

0

tm−1/2 exp

{
− t

2

(
x2

n0 − 1
+ 1

)}
dt =

2m+1/2Γ(m+ 1/2)

(1 + x2/(n0 − 1))m+1/2 .
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Òàêèì îáðàçîì,

EΦ

(
χn0−1√
n0 − 1

tα

)
=

1√
π(n0 − 1)

Γ(n0/2)

Γ((n0 − 1)/2)

tα∫
−∞

(
1 +

x2

n0 − 1

)−n0/2

dx.

Ïðàâàÿ ñòîðîíà ýòîãî ðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè ðàñïðå-
äåëåíèÿ Ñòüþäåíòà ñ n0− 1 ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â òî÷êå tα è, ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàâíà 1 − α/2, à îáùåå çíà÷åíèå íàäåæíîñòè îöåíêè íå ìåíüøå ÷åì
1− α. 2

Îáñóäèâ ïðîáëåìó îïòèìèçàöèè îáúåìà íàáëþäåíèé ïðè ãàðàíòèéíîé
îöåíêå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ θ , ðàññìîòðèì àíàëîãè÷íóþ çàäà÷ó äëÿ îöåíêè
σ.

Ïðèìåð 12.2. Îïòèìàëüíûé îáúåì âûáîðêè ïðè îöåíêå ñòàíäàðòíîãî
îòêëîíåíèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ãàðàíòèðîâàííîé îòíîñèòåëü-
íîé òî÷íîñòüþ è íàäåæíîñòüþ. Ðàññìîòðèì ïðîáëåìó ãàðàíòèéíîé îöåí-
êè ñ ìèíèìàëüíûì ñðåäíèì îáúåìîì íàáëþäåíèé äëÿ ïàðàìåòðà σ íîð-
ìàëüíîãî (µ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ. Ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ýòî áîëåå
îñìûñëåííàÿ çàäà÷à, ÷åì îöåíêà äèñïåðñèè, èáî èìåííî σ, à íå σ2 èñ-
ïîëüçóåòñÿ ïðè õàðàêòåðèçàöèè ðàññåÿíèÿ ðàñïðåäåëåíèé è âûáîðî÷íûõ
äàííûõ. Ïîñêîëüêó σ � ïàðàìåòð ìàñøòàáà, òî îøèáêà â åå îöåíèâàíèè
îáû÷íî èçìåðÿåòñÿ â îòíîøåíèè ê èñòèííîìó çíà÷åíèþ, òî åñòü ôóíêöèÿ
ïîòåðü òèïà 1� 0 äîëæíà èìåòü âèä

L(σ, d) =

 1, åñëè | d/σ − 1 | > ∆ ,

0, åñëè | d/σ − 1 | 6 ∆ .

Èòàê, äëÿ ìèíèìèçàöèè ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè íåîáõîäèìî íàéòè ìè-
íèìàêñíóþ îöåíêó σ. Åñòåñòâåííî, òàêàÿ îöåíêà äîëæíà çàâèñåòü òîëüêî îò
äîñòàòî÷íûõ ñòàòèñòèê X è S2, íî íàñêîëüêî îïðàâäàíî ó÷àñòèå X â äàí-
íîé çàäà÷å? Äåéñòâèòåëüíî, X ìîæíî èãíîðèðîâàòü, ïîòîìó ÷òî äàííàÿ
ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ãðóïïû ìàñøòàáíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, ýêâèâàðèàíòíàÿ îöåíêà äîëæíà çàâèñåòü îò ìàêñèìàëü-
íîãî èíâàðèàíòà, êîèì ïðè ðåäóêöèè äàííûõ ê äîñòàòî÷íûì ñòàòèñòèêàì
ÿâëÿåòñÿ S2, è ñóùåñòâóåò çàìå÷àòåëüíàÿ òåîðåìà (óâû, ñëèøêîì ñëîæíàÿ
â äîêàçàòåëüñòâå), óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî ìèíèìàêñíàÿ ýêâèâàðèàíòíàÿ îöåí-
êà ïàðàìåòðà ìàñøòàáà ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàêñíîé â êëàññå âñåõ îöåíîê. Èòàê,
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ïðîáëåìà ñâåëàñü ê íàõîæäåíèþ ìèíèìàêñíîé îöåíêè, ÿâëÿþùåéñÿ òîëüêî
ôóíêöèåé ìàêñèìàëüíîãî èíâàðèàíòà S2.

Îáðàòèìñÿ ê áàéåñîâñêîìó ìåòîäó ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàêñíîé îöåíêè. Ïî-
ñêîëüêó àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå íå çàâèñèò îò ïðàâèëà îñòàíîâêè, òî
òàêîé ìåòîä äàñò óíèâåðñàëüíóþ ìèíèìàêñíóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ìèíèìàëüíîìó ñðåäíåìó îáúåìó íàáëþäåíèé.
Ââåäåì �ñëó÷àéíûé� ïàðàìåòðà ϑ = σ−2, ïîëîæèì m = (n−1)/2 è çàïè-

øåì â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óñëîâíóþ ïëîòíîñòü ñòàòèñòèêè T =
∑n

k=1(Xk −
X)2 îòíîñèòåëüíî ϑ :

p (t |ϑ) =
ϑm

2mΓ(m)
tm−1 exp

{
− t ϑ

2

}
, t > 0.

Âûáåðåì â êà÷åñòâå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϑ ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå ñ
ïëîòíîñòüþ

g(θ) =
aλ

Γ(λ)
θλ−1 exp{− a θ}, t > 0; a > 0, λ > 0.

Íàéäåì ïëîòíîñòü àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ϑ, êîòîðàÿ ðàâíà ñîâ-
ìåñòíîé ïëîòíîñòè T è ϑ, ïîäåëåííîé íà ìàðãèíàëüíóþ ïëîòíîñòü T. Îä-
íàêî óæå èç âèäà ñîâìåñòíîé ïëîòíîñòè T è ϑ

p (t | θ)g(θ) = C(t; a λ) θm+λ−1 exp{− θ (a+ t/2) },

ãäå

C(t; a λ) =
aλ tm−1

2m Γ(m) Γ(λ)
,

ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå åñòü ãàììà-ðàñ-
ïðåäåëåíèå ñ ïëîòíîñòüþ

h( θ |T ) =
Aγ

Γ(γ)
θγ−1 exp{−Aθ },

ãäå A = a+ T, γ = m+ λ.

Ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêîé îöåíêè äëÿ ôóíêöèè ïîòåðü òèïà 1� 0 óäîá-
íåå îïåðèðîâàòü íå àïîñòåðèîðíûì ðèñêîì, à àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòüþ

H(d |T ) =

∫
| d
√

θ−1 |6∆

h( θ |T ) dt =
Aγ

Γ(γ)

∫ ((1+∆)/d)2

(1−∆)/d)2
θγ−1 exp{−Aθ } dt.
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Âû÷èñëÿÿ îò ýòîé ôóíêöèè ïðîèçâîäíóþ ïî àðãóìåíòó d è ïðèðàâíèâàÿ åå
íóëþ, íàõîäèì òî÷êó äîñòèæåíèÿ ìàêñèìóìà àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè,
à âìåñòå ñ òåì è áàéåñâñêóþ îöåíêó σ :

σ̂G =

√
2∆A

γ ln((1 + ∆)/(1−∆))
.

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè îáåèõ ïàðàìåòðîâ a è λ àïðèîð-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìû ïîëó÷àåì ìèíèìàêñíóþ îöåíêó σ, ðàâíóþ

σ̂n = S

√
2∆

ln((1 + ∆)/(1−∆))
,

ãäå

S2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk −X)2.

Äåëî â òîì, ÷òî ïðåäåë àïîñòåðèîðíîé íàäåæíîñòè íå çàâèñèò îò T, ñëå-
äîâàòåëüíî, ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëîì àïðèîðíîé íàäåæíîñòè, íàêîíåö, ïðåäåë
àïðèîðíîé íàäåæíîñòè ñîâïàäàåò ñ íàäåæíîñòüþ îöåíêè σ̂n, êîòîðàÿ íå
çàâèñèò îò σ è ðàâíà

H(n, ∆) = Kn−1
(
(n− 1) b(∆) (1 + ∆)2 )−Kn−1

(
(n− 1) b(∆) (1−∆)2 ) ,

ãäå
b(∆) =

1

2 ∆
ln

1 + ∆

1−∆
.

Ññûëêà íà Òåîðåìó 5.2 î ìèíèìàêñå çàâåðøàåò ïîñòðîåíèå ìèíèìàêñíîé
îöåíêè. Ïîñòîÿíñòâî åå ðèñêà âëå÷åò íåçàâèñèìîñòü ïðàâèëà îñòàíîâêè
îò ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåíåáðåãàÿ
òðèâèàëüíîé ðàíäîìèçàöèåé ïðè îïðåäåëåíèè îáúåìà íàáëþäåíèé, íàõî-
äèì ìèíèìàëüíûé îáúåì n∗ íàáëþäåíèé, îáåñïå÷èâàþùèé îòíîñèòåëüíóþ
òî÷íîñòü ∆ è íàäåæíîñòü 1−α ïðîöåäóðû îöåíèâàíèÿ, êàê ìèíèìàëüíîå
öåëîå n, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó H(n, ∆) > 1− α.

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå,
åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíîé íîðìàëüíîé àïïðîêñèìàöèåé õè-êâàäðàò
ðàñïðåäåëåíèÿ, èìåþùåé òî÷íîñòü O(1/

√
n). Ïðè ∆ → 0 ìèíèìàëüíûé

îáúåì n∗ èìååò àñèìïòîòèêó:

n∗ ∼
(

Φ−1(1− α/2)

∆
√

2

)2

.

154



12.2. Îïòèìàëüíûé ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé, ãàðàíòèðóþ-
ùèé çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê. Ïðè ðàçëè-
÷åíèè äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç (H0 : âûáîð ïðîèñõîäèò èç ðàñïðåäåëåíèÿ ñ
ïëîòíîñòüþ f0 è H1 : ïëîòíîñòü íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû f1 )
ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ (êðèòåðèé) Íåéìàíà�Ïèðñîíà ÿâëÿåòñÿ ìèíè-
ìàêñíûì ïðè ëþáîì ïðàâèëå îñòàíîâêè. Îïòèìàëüíîå ïî îáúåìó íàáëþäå-
íèé ïðàâèëî îñòàíîâêè áûëî íàéäåíî Âàëüäîì è îíî òàê æå, êàê è êðèòå-
ðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà, îïðåäåëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Âñÿ ïðî-
öåäóðà ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ íàçûâàåòñÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíûì êðèòåðèåì îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ñîêðàùåííî ÏÊÎÂ) è
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ êàæäîãî øàãà n = 1, 2, . . . ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ââåäåì

ñòàòèñòèêó îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln(X
(n)) =

n∏
k=1

f1(Xk)

f0(Xk)
,

âûáåðåì äâå íåîòðèöàòåëüíûå êîíñòàíòû A0 è A1, A0 < 1 < A1, (ïðàâèëî
èõ âûáîðà áóäåò óêàçàíî íèæå) è îïðåäåëèì íåðàíäîìèçèðîâàííîå ïðàâèëî
îñòàíîâêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà ïîñðåäñòâîì ìîìåíòà îñòàíîâêè

ν = min{n : Ln(X
(n)) 6 A0 èëè Ln(X

(n)) > A1 } . (12.1)

Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: åñëè ïîñëå
îñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà îêàçàëîñü, ÷òî Ln(X

(n)) 6 A0, òî ïðèíèìàåòñÿ
ãèïîòåçà H0, åñëè æå Ln(X

(n)) > A1, òî ïðèíèìàåòñÿ H1.

Â êîíöå ñîðîêîâûõ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà Âàëüä è Âîëüôîâèö ïîêàçàëè,
÷òî ÏÊÎÂ îáëàäàåò ñëåäóþùèì îïòèìàëüíûì ñâîéñòâîì.

Òåîðåìà 12.3. Ñðåäè âñåõ ïðîöåäóð ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç H0 è H1, âå-
ðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäÿò ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ âåðîÿòíîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîãî êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé, ïîñëåäíèé îáëàäàåò ìèíèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè E0 ν è E1 ν.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû áîëåå ÷åì ñëîæíî è ìû íå áóäåì èì çàíè-
ìàòüñÿ. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè ìîæíî âûáðàòü êîíñòàíòû A0 è A1 òà-
êèì îáðàçîì, ÷òîáû âåðîÿòíîñòè îøèáîê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ÏÊÎÂ áû-
ëè ðàâíû çàäàííûì çíà÷åíèÿì α0 è α1, òî ÏÊÎÂ ìèíèìèçèðóåò ñðåäíèé
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îáúåì íàáëþäåíèé ïðè ñïðàâåäëèâîñòè îáåèõ ãèïîòåç ñðåäè âñåõ (α0, α1) -
ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð ïðîâåðêè ïðîñòûõ ãèïîòåç. Íà ýòîò ñ÷åò èìååòñÿ
òåîðåìà, ÷òî â ñëó÷àå íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Ln(X

(n))

ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì n (= 1, 2, . . .) ñóùåñòâóþò êîíñòàíòû A0 =

A0(α0, α1) è A1 = A1(α0, α1), íà êîòîðûõ âåðîÿòíîñòè îøèáîê ÏÊÎÂ
ðàâíû ïðåäïèñàííûì çíà÷åíèÿì α0 è α1. Â ñëó÷àå æå äèñêðåòíîãî ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ Ln(X

(n)) ýòîãî ìîæíî äîñòè÷ü, îñóùåñòâëÿÿ ðàíäîìèçàöèþ â
ïðèíÿòèè ðåøåíèÿ íà ãðàíèöå îáëàñòè ïðîäîëæåíèÿ ýêñïåðèìåíòà, à òàê-
æå äîïóñêàÿ ïðèíÿòèå ðåøåíèÿ î ñïðàâåäëèâîñòè òîé èëè èíîé ãèïîòåçû
áåç ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé (åñòåñòâåííî, íå ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà). Êàê
ýòî ñäåëàòü è îñòàíåòñÿ ëè ïîñëå ýòîãî ÏÊÎÂ îïòèìàëüíûì ïî îáúåìó
íàáëþäåíèé êðèòåðèåì, íàóêå íå èçâåñòíî.
Òåì íå ìåíåå, ñóùåñòâóåò äîâîëüíî ïðîñòîé ñïîñîá ïðèáëèæåííîãî îïðå-

äåëåíèÿ A0 = A0(α0, α1) è A1 = A1(α0, α1), ïðè÷åì òåîðåòè÷åñêèå èçûñêà-
íèÿ â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîêàçûâàþò, ÷òî ïîëó÷åííûå òàêèì îáðàçîì ãðà-
íèöû àñèìïòîòèò÷åñêè òî÷íû ïðè α0, α1 → 0. Èçëîæåííûé íèæå ìåòîä
îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö îñíîâàí íà êîíå÷íîñòè ìîìåíòà îñòàíîâêè ν, çàäàâà-
åìîãî ôîðìóëîé (12.1). Ïîëîæèì

Zk = ln
f1(Xk)

f0(Xk)
, k = 1, 2, . . . ,

è äîêàæåì, ÷òî ñïðàâåäëèâî

Ïðåäëîæåíèå 12.1. Åñëè ðàñïðåäåëåíèå íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû X1 òàêîâî, ÷òî P(Z1 = 0) < 1, òî ñóùåñòâóþò òàêèå 0 < δ < 1 è
C > 0, ÷òî

P(ν > n) 6 Cδn.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïóñòü c = ln A1 − ln A0 è äîïóñòèì ñíà÷àëà, ÷òî
P( |Z1 | 6 c ) = p < 1. Ñîáûòèå ν > n îçíà÷àåò, ÷òî

ln A0 <

k∑
i=1

Zi < ln A0

ïðè âñåõ k = 1, . . . , n − 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, |Zk | 6 c ïðè âñåõ k =

1, . . . , n − 1. Òàêèì îáðàçîì, P( ν > n ) 6 pn−1 è óòâåðæäåíèå ïðåäëî-
æåíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñ C = p−1 è δ = p. Åñëè æå P( |Z1 | 6 c ) = 1, òî
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ñóùåñòâóåò òàêîå, âîçìîæíî, äîñòàòî÷íî áîëüøîå, íî êîíå÷íîå r, ÷òî

P

(∣∣∣∣∣
r∑

i=1

Zi

∣∣∣∣∣ 6 c

)
= p < 1.

Ðàçáèâàÿ âñþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Zi, i > 1} íà êóñêè äëèíû r, óáå-
æäàåìñÿ (ïî àíàëîãèè ñ ïðåäûäóùèì, ãäå Zk çàìåíÿåòñÿ íà ñóììó èç r
àíàëîãè÷íûõ ñëàãàåìûõ), ÷òî P ( ν > rm ) 6 pm−1. Ñëåäîâàòåëüíî,

P ( ν > n ) 6 p[n/r]−1 6 pn/r−2,

è ìû ñíîâà ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ ñ C = p−2 è δ = p1/r.

2

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê ìåòîäó ïðèáëèæåííîãî îïðåäåëåíèÿ ãðàíèö A0 =

A0(α0, α1) è A1 = A1(α0, α1). Ïóñòü

pin = pin(x
(n)) =

n∏
k=1

fi(xk), i = 0, 1 ,

µn � ìåðà, ïî êîòîðîé âû÷èñëÿþòñÿ äàííûå n -ìåðíûå ôóíêöèè ïëîòíîñòè,
Rn � ÷àñòü âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, îïðåäåëÿåìàÿ íåðàâåíñòâàìè

A0 <
p1k

p0k
< A1 ïðè k = 1, . . . , n− 1 è A1 6

p1n

p0n
.

Ýòî ìíîæåñòâî òåõ âûáîðî÷íûõ äàííûõ x1, . . . , xn, äëÿ êîòîðûõ ñòàòèñòè-
÷åñêèé ýêñïåðèìåíò çàêàí÷èâàåòñÿ íà øàãå ñ íîìåðîì n, ïîñëå ÷åãî ïðè-
íèìàåòñÿ ãèïîòåçà H1. Òîãäà âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïåðâîãî ðîäà äëÿ ÏÊÎÂ

a0 =
∞∑

n=1

∫
Rn

p0n dµn 6
1

A1

∞∑
n=1

∫
Rn

p1n dµn =
1− a1

A1
,

ãäå a1 � âåðîÿòíîñòü îøèáêè âòîðîãî ðîäà. Àíàëîãè÷íî, åñëè Sn åñòü ÷àñòü
âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà, äëÿ êîòîðîé ν = n è ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H0,

òî

1− a0 =
∞∑

n=1

∫
Sn

p0n dµn >
a1

A0
.

Åñòåñòâåííî, âñå ýòè íåðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû ëèøü ïðè êîíå÷íîñòè ìî-
ìåíòà îñòàíîâêè ν, ÷òî áûëî óñòàíîâëåíî â Ïðåäëîæåíèè 12.1:

∞∑
n=1

Pi(ν = n) =
∞∑

n=1

∫
Rn∪Sn

pin dµn = 1 äëÿ i = 0, 1.
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Íåðàâåíñòâà
A0 >

a1

1− a0
, A1 6

1− a1

a0

íàâîäÿò íà ìûñëü îá àïïðîêñèìàöèè ãðàíèö A0 è A1, ñîîòâåòñòâóþùèõ
çàäàííûì α0 è α1, âåëè÷èíàìè

A′
0 =

α1

1− α0
, A′

1 =
1− α1

α0
.

Èìåííî òàêèå ãðàíèöû èñïîëüçóþòñÿ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèÿõ ÏÊÎÂ,
è êàê ïîêàçûâàþò îïûò è ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, ýòî
ïðàêòè÷åñêè ïðèåìëåìûå ïðèáëèæåíèÿ ïðè α0 è α1 ïîðÿäêà 0,01�0,05.
Ïîíÿòíî, ÷òî íà ïðàêòèêå ëó÷øå èñïîëüçîâàòü ëîãàðèôìè÷åñêèé âàðè-

àíò ñòàòèñòèêè îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ, òî åñòü îïðåäåëÿòü îáëàñòü ïðî-
äîëæåíèÿ íàáëþäåíèé íåðàâåíñòâàìè

ln
α1

1− α0
<

n∑
k=1

ln
f1(xk)

f0(xk)
< ln

1− α1

α0
. (12.2)

Òàêèì îáðàçîì, ïðèáëèæåííî ãàðàíòèéíàÿ ïðîöåäóðà ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ðàçëè÷åíèÿ ïðîñòûõ ãèïîòåç îñòàíàâëèâàåò ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò,
êîãäà âïåðâûå íàðóøàþòñÿ íåðàâåíñòâà (12.2). Åñëè â ìîìåíò îñòàíîâêè
ýêñïåðèìåíòà (ν = n) ëîãàðèôìè÷åñêîå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln = Ln(x
(n)) =

n∑
k=1

ln
f1(xk)

f0(xk)

îêàçàëîñü íà/èëè íèæå íèæíåé ãðàíèöû îáëàñòè ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäå-
íèé, òî ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H0, åñëè æå íà/èëè âûøå âåðõíåé, òî � H1.

Âû÷èñëèì ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ìîìåíòà îñòàíîâêè Ei ν, i = 0, 1, ïðåä-
ïîëàãàÿ, ÷òî â ìîìåíò îñòàíîâêè ýêñïåðèìåíòà çíà÷åíèå ñòàòèñòèêè Ln â
òî÷íîñòè ðàâíî îäíîé èç ãðàíèö, òî åñòü ïîëó÷èì ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå
äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà íàáëþäåíèé, êîãäà ïðåíåáðåãàåì âåëè÷èíîé ïåðåñêîêà
ñòàòèñòèêîé Ln ãðàíèö îáëàñòè (12.2) â ìîìåíò îñòàíîâêè.
Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 3.3, óñòàíàâëèâàþùåå ñâîéñòâî àääèòèâíîñòè

ðàçëè÷àþùåé èíôîðìàöèè â ïîñëåäîâàòåëüíî ïëàíèðóåìûõ ýêñïåðèìåí-
òàõ, íàõîäèì, ÷òî

E 0 Lν(X
(ν)) = −I( 0, 1 | ξ)E0 ν, E1 Lν(X

(ν)) = I( 1, 0 | ξ)E1 ν,
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ãäå, êàê è â § 3,

I( i, 1− i | ξ) = Ei ln
f i(ξ)

f1−i(ξ)
, i = 0, 1, −

èíôîðìàöèÿ ïî Êóëüáàêó�Ëåéáëåðó (ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ), ñîäåð-
æàùàÿ â íàáëþäåíèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ â ïîëüçó ãèïîòåçû Hi ïðîòèâ
H1−i, i = 0, 1.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñòàòèñòèêà Lν ìîæåò
ïðèíèìàòü òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ, ðàâíûå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà
(12.2), ñ âåðîÿòíîñòÿìè, îïðåäåëÿåìûìè çàäàííûìè α0 è α1, òî

E 0 Lν(X
(ν)) = (1− α0) ln

α1

1− α0
+ α0 ln

1− α1

α0

E1 Lν(X
(ν)) = α1 ln

α1

1− α0
+ (1− α1) ln

1− α1

α0
.

Ñëåäîâàòåëüíî,

E 0 ν =
(1− α0) ln [ (1− α0)/α1 ] + α0 ln [α0/(1− α1) ]

I( 0, 1 | ξ)
,

E 1 ν =
α1 ln [α1)/(1− α0 ] + (1− α1) ln [ (1− α1)/α0 ]

I( 1, 0 | ξ)
.

Ïîëó÷åííûå ïðèáëèæåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè ñîâ-
ïàäàþò ñ íèæíèìè ãðàíèöàìè (3.9) äëÿ ëþáîé ãàðàíòèéíîé ïðîöåäóðû
ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ïðîñòûõ ãèïîòåç. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè íåñòðî-
ãîå ïîäòâåðæäåíèå îïòèìàëüíîñòè ÏÊÎÂ ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèíèìàëüíîñòè
îáúåìà íàáëþäåíèé.

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ðàçëè÷åíèÿ ñëîæíûõ ãèïîòåç H0 : θ 6 θ0 è
H1 : θ > θ0 ñ òî÷êè çðåíèÿ âîçìîæíîñòè ïðèìåíèòü ÏÊÎÂ â ýòîì ñëó÷àå.
Èòàê, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû çà-
âèñèò îò äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà θ. Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå îáû÷íî
íå èíòåðåñóþòñÿ ìîùíîñòüþ êðèòåðèÿ ïðè àëüòåðíàòèâàõ θ (> θ0), áëèç-
êèõ ê ãðàíèöå θ0, íî æåëàþò êîíòðîëèðîâàòü âåðîÿòíîñòü îáíàðóæåíèÿ
àëüòåðíàòèâ, äîñòàòî÷íî óäàëåííûõ îò θ0. Êðèòåðèé, ñëåäîâàòåëüíî, äîë-
æåí óäîâëåòâîðÿòü â òåðìèíàõ åãî ôóíêöèè ìîùíîñòè m(θ), θ ∈ Θ ⊂ R,

óñëîâèÿì m(θ) 6 α0 ïðè θ 6 θ0 è m(θ) > 1 − α1, êîãäà θ > θ1, ãäå
θ1 (> θ0) � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå àëüòåðíàòèâíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
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θ. Èíòåðâàë (θ0, θ1) îáû÷íî íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ áåçðàçëè÷èÿ � ïðåäïî-
ëàãàåòñÿ, ÷òî êîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå θ ïðèíàäëåæèò ýòîìó èíòåðâàëó, òî
ñòàòèñòèê íå íåñåò ñóùåñòâåííûõ ïîòåðü, ïðèíèìàÿ ãèïîòåçó θ 6 θ0.

Îêàçûâàåòñÿ, è ýòî ìîæíî äîêàçàòü, â ñëó÷àå ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ñ ìîíîòîííûì îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ñòàòèñòèêè Tn = Tn(X

(n)) îòíî-
øåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ ÏÊÎÂ, êàê êðèòåðèé ïðîâåðêè ïðîñòîé ãèïîòåçû
H0 : θ = θ0 ïðè ïðîñòîé àëüòåðíàòèâå H1 : θ = θ1, èìååò ìîíîòîí-
íî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ ìîùíîñòè, äëÿ êîòîðîé, êàê è äëÿ ñðåäíåãî
îáúåìà íàáëþäåíèé, ñóùåñòâóþò äîñòàòî÷íî ïðîñòûå ïðèáëèæåííûå ôîð-
ìóëû. Òàêèì îáðàçîì, ÏÊÎÂ ñ âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê α0 è α1 ðåøàåò
ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷åíèÿ ñëîæíûõ ãèïîòåç, ìèíèìè-
çèðóÿ ñðåäíèé îáúåì íàáëþäåíèé, êîãäà èñòèííîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ

ðàâíî θ0 èëè θ1. Íî òåïåðü íàñ èíòåðåñóåò Eθ ν ïðè âñåõ θ ∈ Θ. Îáû÷íî
ôóíêöèÿ Eθ ν, θ ∈ Θ, èìååò ìàêñèìóì ìåæäó θ0 è θ1 è óáûâàåò, êî-
ãäà θ óáûâàåò îò òî÷êè ìàêñèìóìà â ëþáîì íàïðàâëåíèè. Ê ñîæàëåíèþ,
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå Eθ ν áûâàåò áîëüøå, ÷åì íàèìåíüøèé ôèêñèðî-
âàííûé îáúåì íàáëþäåíèé, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò (α0, α1) -ãàðàíòèéíûé
êðèòåðèé ñ òðèâèàëüíûì ìîìåíòîì îñòàíîâêè ν = n. Âàæíàÿ ïðîáëåìà
ïîñòðîåíèÿ (α0, α1) -ãàðàíòèéíîãî êðèòåðèÿ, êîòîðûé ìèíèìèçèðîâàë áû
supθ∈Θ Eθ ν, äî ñèõ ïîð íå ïîëó÷èëà íàäëåæàùåãî ðåøåíèÿ.
Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî âñå ïîëó÷åííûå âûøå ðåçóëüòàòû äëÿ õàðàê-

òåðèñòèê ÏÊÎÂ íîñÿò àñèìïòîòè÷åñêèé õàðàêòåð: ãðàíèöû äëÿ îáëàñòè
ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé è ñðåäíèå çíà÷åíèÿ îáúåìà íàáëþäåíèé àñèì-
ïòîòè÷åñêè òî÷íû, êîãäà θ1 → θ0 èëè α0, α1 → 0.

12.3. Àñèìïòîòèêà ìèíèìàëüíîãî îáúåìà âûáîðêè, ïðè êîòî-
ðîì ñóùåñòâóåò θ -ãàðàíòèéíûé êðèòåðèé. Ñðåäíèé îáúåì íàáëþ-
äåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì ãàðàíòèéíîì êðèòåðèè îòíîøåíèÿ âåðîÿòíî-
ñòåé îáû÷íî ñðàâíèâàþò ñ òàê íàçûâàåìûì íåîáõîäèìûì îáúåìîì âûáîðêè
� ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì íàáëþäåíèé n∗ , îáåñïå÷èâàþùèì ñóùåñòâîâàíèå
(α0, α1) -ãàðàíòèéíîãî êðèòåðèÿ â êëàññå âñåõ êðèòåðèåâ ñ ìîìåíòîì îñòà-
íîâêè, íå çàâèñÿùèì îò ðåçóëüòàòîâ ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñïåðèìåíòà.
Êàê è â êîíöå ïðåäûäóùåãî ïóíêòà 12.2, ðàññìîòðèì çàäà÷ó ðàçëè÷å-

íèÿ ñëîæíûõ ãèïîòåç H0 : θ 6 θ0 è H1 : θ > θ0 â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
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ïëîòíîñòü íàáëþäàåìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ çàâèñèò îò äåéñòâèòåëüíîãî
ïàðàìåòðà θ è ÷òî ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü îáëàäàåò ìîíîòîííûì îò-
íîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êëàññ êðèòåðèåâ, îñíîâàííûõ
íà âûáîðêàõ ôèêñèðîâàííîãî îáúåìà n = 1, 2, . . . Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü
íàèìåíüøåå ÷èñëî íàáëþäåíèé n∗ = n∗(θ0, θ1), ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò
êðèòåðèé èç çàäàííîãî êëàññà, ôóíêöèÿ ìîùíîñòè êîòîðîãî óäîâëåòâîðÿ-
åò óñëîâèÿì m(θ) 6 α0 ïðè θ 6 θ0 è m(θ) > 1 − α1, êîãäà θ > θ1, ãäå
θ1 (> θ0) � íåêîòîðîå ôèêñèðîâàííîå àëüòåðíàòèâíîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
θ.

Àñèìïòîòèêà n∗ áóäåò èññëåäîâàòüñÿ ïðè âûïîëíåíèè ñëåäóþùèõ óñëî-
âèé ðåãóëÿðíîñòè.

(A ) Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò ðåãóëÿðåí â òî÷êå θ0 (ñì. § 3),
òî åñòü ôóíêöèÿ ln f(x | θ) äèôôåðåíöèðóåìà â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U( θ0) òî÷êè θ0 è èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó
i( θ | ξ ) ïîëîæèòåëüíà è íåïðåðûâíà â U( θ0).

( B ) Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λ(ξ) = ln [ f( ξ | θ1)/f( ξ | θ0) ] îáëàäàåò êî-
íå÷íûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì òðåòüåãî ïîðÿäêà Eθ |Λ(ξ) |3 ïðè âñåõ
θ ∈ U( θ0).

Òåîðåìà 12.3. Ïóñòü

ñ = ñ(θ0, θ1) =
[ Φ−1(1− α0) + Φ−1(1− α1) ]2

(θ1 − θ0)2 i( θ0 | ξ )
. (12.3)

Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (A) è (B)

lim
θ1→θ0

n∗(θ0, θ1)

ñ(θ0, θ1)
= 1 .

Äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû ïðåäïîøëåì ëåììó òåõíè÷åñêîãî õàðàêòåðà, óñ-
òàíàâëèâàþùóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ (n→∞) íîðìàëüíîñòü ñòàòèñòèêè îò-
íîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

Ln = Ln(X
(n)) =

n∑
k=1

ln
f(Xk | θ1)

f0(Xk | θ0)

è àñèìïòîòèêó ïðè θ1 → θ0 åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ EθLn = nµ(θ) = nEθΛ(ξ)

è äèñïåðñèè DθLn = nσ2(θ) = nDθΛ(ξ), êîãäà çíà÷åíèå ïàðàìåòðà θ =

θi, i = 0, 1.
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Ëåììà 12.1. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (B) äëÿ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Fθ,n( z ) = P

(
Ln − nµ(θ)

σ(θ)
√
n

< z

)
íîðìèðîâàííîé ñòàòèñòèêè ëîãàðèôìè÷åñêîãî îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Fθ,n( z ) = Φ(z) + C(n, θ)/
√
n , (12.4)

ãäå C(n, θ) � îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ öåëî÷èñëåííîãî àðãóìåíòà n è θ ∈
U( θ0) .

Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (A) è θ1 → θ0 ñïðàâåäëèâû àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû

µ(θ0) = − ∆2

2
i( θ0 | ξ ) + o(∆2), µ(θ1) =

∆2

2
i( θ0 | ξ ) + o(∆2),

σ2(θ0) ∼ σ2(θ1) = ∆2 i( θ0 | ξ ) + o(∆2),

ãäå ∆ = θ1 − θ0.

Äîêàçàò åëü ñòâî. Ïðåäñòàâëåíèå (12.4) åñòü ñëåäñòâèå èçâåñòíîé ïðå-
äåëüíîé òåîðåìû Áåððè�Ýññåíà äëÿ ñóìì íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Íàëè÷èå òðåòüåãî ìîìåíòà ó ñëàãàåìûõ ïîç-
âîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðàñïðåäåëåíèå ñóììû â âèäå (12.4) ïðè ëþáûõ êîíå÷-
íûõ n, õîòÿ îñòàòî÷íûé ÷ëåí â ýòîì ïðåäñòàâëåíèè õàðàêòåðèçóåò ðàâíî-
ìåðíóþ ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè Fn ê íîðìàëüíîìó çàêîíó ïðè n→∞.

Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ñðåäíèõ çíà÷åíèé µ(θ0) è µ(θ1) åñòü
÷àñòíûé ñëó÷àé Ëåììû 3.1, óñòàíàâëèâàþùåé ñâÿçü ìåæäó ðàçëè÷àþùåé
è òî÷å÷íîé èíôîðìàöèÿìè. Àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ äèñïåðñèé äî-
êàçûâàþòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì. Íàïðèìåð,

σ2(θ0) = Eθ0
Λ2(ξ)+O(∆4) = Eθ0

[
ln

(
1 −

(
1− f(ξ | θ1)

f(ξ | θ0)

))]2

+O(∆4) =

Eθ0

[
B(ξ) +

B2(ξ)

2(1− λΛ(ξ))2

]2

+O(∆4),

ãäå 0 < λ < 1 è â ñèëó óñëîâèÿ (A) (ñðàâíèòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì Ëåììû
3.1)

B(ξ) =
f(ξ | θ1)− f(ξ | θ0)

f(ξ | θ0)
= ∆

[
∂ ln f(ξ | θ)

∂θ

]
θ=θ0

+ o(∆) .
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Àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà äëÿ σ2(θ1) âûâîäèòñÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì.
2

Äîêàçàò åëü ñòâî Ò å î ð åìû 12.3. Âî èçáåæàíèå òðèâèàëüíûõ çà-
òðóäíåíèé áóäåì ïðåïîëàãàòü, ÷òî Fn � íåïðåðûâíàÿ, ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ àðãóìåíòà z ïðè ëþáîì θ ∈ U( θ0). Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âëå÷åò
ñóùåñòâîâàíèå íåðàíäîìèçèðîâàííîãî êðèòåðèÿ îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ
äëÿ ðàçëè÷åíèÿ ïðîñòûõ ãèïîòåç H ′

0 : θ = θ0 è H ′
1 : θ = θ1, ðàçìåð

êîòîðîãî ðàâåí çàäàííîìó óðîâíþ çíà÷èìîñòè α0. Ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
äèñêðåòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàòèñòèêè Ln íå âëèÿåò íà ñïðàâåäëèâîñòü
óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.
Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè, îáëàäàþùèå

ìîíîòîííûì îòíîøåíèåì ïðàâäîïîäîáèÿ, òî çàäà÷à ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷å-
íèÿ ñëîæíûõ ãèïîòåç H0 : θ 6 θ0 è H1 : θ > θ0 ñâîäèòñÿ ê ðàçëè÷åíèþ
ïðîñòûõ ãèïîòåç H ′

0 : θ = θ0 è H ′
1 : θ = θ1, äëÿ êîòîðûõ êðèòåðèé îòíî-

øåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ñ êðèòè÷åñêîé îáëàñòüþ Ln > C ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå
ìîùíûì, è, ñëåäîâàòåëüíî, èìåííî íà íåì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìàëüíûé, îáåñ-
ïå÷èâàþùèé ãàðàíòèéíîñòü îáúåì íàáëþäåíèé.
Êðèòåðèé îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì äâóõ âåëè÷èí C è n, êîòîðûå äîëæíû

áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòè îøèáîê íå ïðåâîñõîäèëè çàäàííûõ
çíà÷åíèé α0 è α1 :

Pθ0
( Ln 6 C ) = Fθ0,n

(
C − nµ(θ0)

σ(θ0)
√
n

)
> 1− α0,

Pθ1
( Ln 6 C ) = Fθ1,n

(
C − nµ(θ1)

σ(θ1)
√
n

)
6 α1 .

Åñëè ïàðà (C, n), óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì, òî â ñèëó ìîíîòîííîñòè
ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Cn(α0) 6 C 6 C(α1), ãäå

Cn(α0) = nµ(θ0)+σ(θ0)F
−1
θ0,n

(1−α0)
√
n, Cn(α1) = nµ(θ1)+σ(θ1)F

−1
θ1,n

(α1)
√
n.

Áîëåå òîãî, åñëè Cn(α0) 6 C ′ 6 C(α1), òî ïàðà ÷èñåë (C ′, n) òàêæå ñîîò-
âåòñòâóåò ãàðàíòèéíîìó êðèòåðèþ.
Åñëè ïðè çàäàííîì n ãàðàíòèéíûé êðèòåðèé ñóùåñòâóåò, òî ýòî îçíà÷àåò,

÷òî Cn(α0) 6 C(α1), òî åñòü
√
n(µ(θ1)− µ(θ0)) > σ(θ0)F

−1
θ0,n

(1− α0)− σ(θ1)F
−1
θ1,n

(α1) .
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Íåñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèéíîãî êðèòåðèÿ ðàâíîñèëüíî ïðîòèâîïîëîæíîìó
íåðàâåíñòâó. Òàê êàê êðèòåðèé Íåéìàíà�Ïèðñîíà íàèáîëåå ìîùíûé, òî ìè-
íèìàëüíîå n, êîòîðîå îáåñïå÷èâàåò ñóùåñòâîâàíèå ãàðàíòèéíîãî êðèòåðèÿ,
äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü òàêæå íåðàâåíñòâó

√
n− 1(µ(θ1)− µ(θ0)) < σ(θ0)F

−1
θ0,n−1(1− α0)− σ(θ1)F

−1
θ1,n−1(α1) .

Íî µ(θ1) − µ(θ0) > 0, è ïîýòîìó íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè n∗ îïðåäå-
ëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè(

σ(θ0)F
−1
θ0,n∗

(1− α0)− σ(θ1)F
−1
θ1,n∗

(α1)

µ(θ1)− µ(θ0)

)2

6 n∗ <

1 +

(
σ(θ0)F

−1
θ0,n∗−1(1− α0)− σ(θ1)F

−1
θ1,n∗−1(α1)

µ(θ1)− µ(θ0)

)2

.

Åñëè ∆ = θ1 − θ0 → 0, òî â ñèëó Ëåììû 12.1 ýòè íåðàâåíñòâà ïðèîáðå-
òàþò ñëåäóþùèé àñèìïòîòè÷åñêèé âèä (íàïîìíèì, Φ−1(p) = −Φ−1(1−p)):

[ Φ−1(1− α0) + Φ−1(1− α1) + C1/
√
n∗) ]2

∆2i( θ0 | ξ )
6 n∗ <

1 +
[ Φ−1(1− α0) + Φ−1(1− α1) + C2/

√
n∗) ]2

∆2i( θ0 | ξ )
, (12.5)

ãäå Ci, i = 1, 2, � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè θ1 è n.

Òî, ÷òî n∗ ∼ ñ, êîãäà ∆ → 0, óñòàíàâëèâàåòñÿ òåïåðü äîñòàòî÷íî ïðî-
ñòî. Ïîäñòàâèì â (12.5) n∗ = ñ(1 + ε), ãäå ñ çàìåíÿåòñÿ ïðàâîé ÷àñòüþ
(12.3). Òðèâèàëüíûå âûêëàäêè, ñâÿçàííûå ñ òàêîé ïîäñòàíîâêîé, ïðèâîäÿò
ê çàìåíå íåðàâåíñòâ (12.5) íà íåðàâåíñòâî C3∆ 6 ε < 1 + C4∆, ãäå C3

è C4 � îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, î÷åâèäíî, âëå÷åò
óòâåðæäåíèå òåîðåìû. 2

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ ñðàâíåíèå àñèìïòîòèêè íåîáõîäèìîãî îáúåìà âû-
áîðêè n∗ ñî ñðåäíèìè çíà÷åíèÿìè îáúåìà íàáëþäåíèé â ïîñëåäîâàòåëü-
íîì êðèòåðèè îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé. Äëÿ ïðîáëåìû ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç
H ′

0 : θ = θ0 è H ′
1 : θ = θ1, êîãäà ∆ → 0, ôîðìóëû äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà

íàáëþäåíèé â ÏÊÎÂ ïðèîáðåòàþò âèä

Eθ0
ν =

(1− α0) ln [ (1− α0)/α1 ] + α0 ln [α0/(1− α1) ]

I( θ0, θ1 | ξ)
∼
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2
(1− α0) ln [ (1− α0)/α1 ] + α0 ln [α0/(1− α1) ]

(θ1 − θ0)2 i( θ0 | ξ )
,

Eθ1
ν =

α1 ln [α1)/(1− α0 ] + (1− α1) ln [ (1− α1)/α0 ]

I( θ1, θ0 | ξ)
∼

2
α1 ln [α1)/(1− α0 ] + (1− α1) ln [ (1− α1)/α0 ]

(θ1 − θ0)2 i( θ0 | ξ )
.

Òàêèì îáðàçîì, àñèìïòîòè÷åñêàÿ (∆ → 0) ýôôåêòèâíîñòü ÏÊÎÂ ïî îòíî-
øåíèþ ê íåîáõîäèìîìó îáúåìó íàáëþäåíèé îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíàìè

n∗

Eθ0
ν

=
1

2

[ Φ−1(1− α0) + Φ−1(1− α1) ]2

(1− α0) ln [ (1− α0)/α1 ] + α0 ln [α0/(1− α1) ]
,

n∗

Eθ1
ν

=
1

2

[ Φ−1(1− α0) + Φ−1(1− α1) ]2

α1 ln [α1)/(1− α0 ] + (1− α1) ln [ (1− α1)/α0 ]
.

×èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ α0 è α1 ïîðÿäêà íåñêîëüêèõ ñîòûõ ïîêàçûâàþò,
÷òî èñïîëüçîâàíèå ÏÊÎÂ âìåñòî êðèòåðèÿ Íåéìàíà�Ïèðñîíà ñîêðàùàåò
îáúåì íàáëþäåíèé â ïîëòîðà�äâà ðàçà.

12.4. D -ãàðàíòèéíûå ïðîöåäóðû ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà. Âî ââå-
äåíèè ê äàííîìó ïàðàãðàôó ãîâîðèëîñü, ÷òî ïðè ïîñòðîåíèè îïòèìàëüíûõ
ïî îáúåìó íàáëþäåíèé d-ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð îãðàíè÷åíèÿ r(d) íàêëà-
äûâàþòñÿ íà ôóíêöèþ d-ðèñêà: RG(ϕ | d) 6 r(d), è ïðè ýòîì óñëîâèè ìè-
íèìèçèðóåòñÿ, ñêàæåì, áåçóñëîâíîå ñðåäíåå çíà÷åíèå EG ν îáúåìà íàáëþ-
äåíèé èëè supd∈D E { ν | δ(X(ν)) = d }. Îäíàêî äàííàÿ ïðîáëåìà äî ñèõ ïîð
íå ðåøåíà. Äëÿ d-ãàðàíòèéíûõ êðèòåðèåâ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0 : θ 6 θ0

è H1 : θ > θ0, îñíîâàííûõ íà ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå íàáëþäåíèé, ïîëó-
÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ íåîáõîäèìîãî îáúåìà âûáîðêè, ïðè-
÷åì àñèìïòîòèêè ïðîâîäÿòñÿ â äâóõ ñëó÷àÿõ: ( 1 ) àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå
ñòÿãèâàåòñÿ â òî÷êó θ0, ðàçãðàíè÷èâàþùóþ ãèïîòåçû, è ( 2 ) îãðàíè÷åíèÿ
β0, β1 íà d-ðèñêè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Âûâîä òàêèõ àñèìïòîòè÷åñêèõ ôîð-
ìóë ñîïðÿæåí ñî çíà÷èòåëüíûìè òðóäíîñòÿìè êàê â ìàòåìàòè÷åñêîì, òàê
è â êîíöåïòóàëüíîì ïëàíå. Îäíàêî ñóùåñòâóåò óäèâèòåëüíî ïðîñòîé ñïî-
ñîá ïîñòðîåíèÿ d-ãàðàíòèéíûõ ïðîöåäóð ïðàêòè÷åñêè äëÿ ëþáîé ïðîáëåìû
ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà. Ñóòü åãî ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ëþáîé ïðîöåäóðå ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd) ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ìîæíî ñîïî-
ñòàâèòü åe d-ãàðàíòèéíóþ ìîäèôèêàöèþ, èçìåíèâ òîëüêî ïðàâèëî îñòàíîâ-
êè ϕs. Ñäåëàòü ýòî ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Ïóñòü r(d), d ∈ D, � çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ íà d-ðèñê. Íàïîìíèì, ïðîöå-
äóðà ϕ íàçûâàåòñÿ d-ãàðàíòèéíîé, åñëè íîðìèðîâàííûé d-ðèñê (ôóíêöèÿ
d-ðèñêà, ïîäåëåííàÿ íà r(d))

RG(ϕ | d) 6 1, ∀ d ∈ { d : ψG(d) > 0, d ∈ D.

Íîðìèðîâàííûé d-ðèñê åñòü óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îòíîñè-
òåëüíî ðåøàþùåé ôóíêöèè δ(X(ν)) îò íîðìèðîâàííîãî àïîñòåðèîðíîãî
ðèñêà, êîòîðûé ìû çàïèøåì â âèäå

<(δ(X(ν)) |X(ν)) =

∫
Θ
L(θ, δ(X(ν))p(X(ν) |θ)dG(θ)/

[
r(δ(X(ν)))pG(X(ν))

]
.

Òàêîé âèä àïîñòåðèîðíîãî ðèñêà áåç óñðåäíåíèÿ ïîòåðü ïî ðåøàþùåìó ïðà-
âèëó ϕd ìû èñïîëüçîâàëè ïðè ïîñòðîåíèè áàéåñîâñêèõ ðåøåíèé, òîëüêî
âìåñòî δ(X(ν)) ïèñàëîñü ïðîñòî d. Íà êàæäîì øàãå ñòàòèñòè÷åñêîãî ýêñ-
ïåðèìåíòà ñ íîìåðîì n = 1, 2, . . . ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòà x(n) íàáëþ-
äåíèÿ X(n) ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðàâèëî ϕd è âûäàòü íåêîòîðîå ðåøåíèå
dn = δ(x(n)), ïðîâîäÿ, åñëè ýòî íåîáõîäèìî, ðàíäîìèçàöèþ. Îïðåäåëèì òå-
ïåðü íîâûé (íåðàíäîìèçèðîâàííûé) ìîìåíò îñòàíîâêè

ν = min{n : <(dn |x(n)) 6 1 },

òî åñòü áóäåì ïðîâîäèòü íàáëþäåíèÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íîðìèðîâàííûé
àïîñòåðèîðíûé ðèñê ïðè çàäàííûõ ðåçóëüòàòàõ íàáëþäåíèé è ðåøåíèåì,
âûäàííûì ïðàâèëîì ϕd, íå ñòàíåò ìåíüøå 1. Î÷åâèäíî, íîâàÿ ïðîöåäóðà
ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd), ãäå ϕs � ïðàâèëî îñòàíîâêè ñ ìîìåíòîì îñòàíîâêè ν

ÿâëÿåòñÿ d-ãàðàíòèéíîé.
Åñòåñòâåííî, åñëè åùå çàìåíèòü ïðàâèëà ϕc è ϕd íà áàéåñîâñêèå ïðè

íîðìèðîâàííîé íà r(d) ôóíêöèè ïîòåðü, òî åñòü óìåíüøèòü íîðìèðîâàí-
íûé àïîñòåðèîðíûé ðèñê íà êàæäîì øàãå ýêñïåðèìåíòà, òî ìû ïîëó÷èì
ìîìåíò îñòàíîâêè, êîòîðûé ïðåêðàùàåò íàáëþäåíèÿ íà áîëåå ðàííèõ øà-
ãàõ ýêñïåðèìåíòà ñ ñîõðàíåíèåì d-ãàðàíòèéíîñòè ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà.
Òàêóþ ïðîöåäóðó ïðîâåäåíèÿ íàáëþäåíèé è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé áóäåì íà-
çûâàòü ïðîöåäóðîé ïåðâîãî ïåðåñêîêà. Ïîñìîòðèì, êàê âûãëÿäèò ýòà ïðîöå-
äóðà äëÿ êëàññè÷åñêèõ çàäà÷ îöåíêè è ïðîâåðêè ãèïîòåç â ðàìêàõ ìîäåëè
N�N.
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Ïðèìåð 12.3. D-ãàðàíòèéíàÿ îöåíêà ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ïóñòü íàáëþäàåìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü X1, X2, . . . ñîñòîèò
èç íåçàâèñèìûõ, îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ N(θ, σ2) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
Çàäà÷à ñîñòîèò â îöåíêå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ θ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ èçâåñòíîé äèñïåðñèåé σ2, êîãäà íå èçâåñòíîå çíà÷åíèå θ åñòü ðåàëèçàöèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ ∼ N(µ, τ 2). Îöåíêà θ̂ν = θ̂(X(ν)) äîëæíà áûòü
d-ãàðàíòèéíîé � óäîâëåòâîðÿòü çàäàííûì òðåáîâàíèÿì ê òî÷íîñòè ∆ è �d-
íàäåæíîñòè,� òî åñòü äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

P
(
| θ̂ν − ϑ | 6 ∆ | θ̂(X(ν)) = d

)
> 1− α, ∀ d ∈ D = Θ = R .

Òàêèì îáðàçîì, ìû èìååì ïðîáëåìó îöåíêè äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà
ïðè ôóíêöèè ïîòåðü 1� 0 â ðàìêàõ ìîäåëè N�N, êîòîðóþ ìû ðàññìàòðèâàëè
â § 4 ñ áàéåñîâñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ r(d) = α íå çàâèñÿò îò d ∈
Θ, ïîýòîìó íîðìèðîâàòü àïîñòåðèîðíûé ðèñê íå ñòîèò, ê òîìó æå óäîáíåå
îïåðèðîâàòü íå ðèñêîì, à íàäåæíîñòüþ îöåíêè. Ïîñêîëüêó àïîñòåðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (ñì. § 4)

M =
nX σ−2 + µ τ−2

nσ−2 + τ−2 è S
2 =

1

nσ−2 + τ−2 ,

à áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ åñòü àïîñòåðèîðíîå ñðåäíåå M, òî àïîñòåðèîðíàÿ
íàäåæíîñòü íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ íàáëþäåíèé è, ñëåäîâàòåëüíî, ñîâ-
ïàäàåò ñ d-íàäåæíîñòüþ.
Èòàê, ïðîöåäóðà ïåðâîãî ïåðåñêîêà â äàííîé ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîáëåìå

îêàçàëàñü îñíîâàííîé íà ôèêñèðîâàííîì ÷èñëå íàáëþäåíèé n∗, êîòîðîå
îïðåäåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
2Φ( ∆/S )− 1 > 1− α, îòêóäà

n∗ =

[(
Φ−1(1− α/2)

∆
σ

)2

− σ2

τ 2

]
+ 1 .

Ïîëó÷àåòñÿ òî, ÷òî î÷åíü ïîõîæå íà îöåíêó ñ ãàðàíòèåé ìàëîñòè θ -ðèñêà,
îäíàêî íåîáõîäèìûé äëÿ îáåñïå÷åíèÿ d-ãàðàíòèéíîñòè îáúåì íàáëþäåíèé
ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå, ÷òî îñîáåííî îùóòèìî ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ äèñïåð-
ñèè τ 2 àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè τ 2 î÷åíü ìàëî, òî
ìû àïðèîðè çíàåì, ÷òî θ ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàåò ñ µ. Áîëåå òîãî, åñëè
âûðàæåíèå â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíûì, òî ñëåäóåò
ïðèíèìàòü ðåøåíèå θ = µ áåç ïðîâåäåíèÿ êàêèõ-ëèáî íàáëþäåíèé.
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Ïðèìåð 12.4. D-ãàðàíòèéíàÿ ïðîöåäóðà ïåðâîãî ïåðåðåñêîêà â ïðîáëå-
ìå ðàçëè÷åíèÿ äâóõ ñëîæíûõ ãèïîòåç î ñðåäíåì çíà÷åíèè íîðìàëüíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òà æå çàäà÷à, ÷òî è â ïðèìåðå 11.2 ïðåäû-
äóùåãî ïàðàãðàôà, íî òåïåðü ñòàâèòñÿ çàäà÷à êîíòðîëèðîâàíèÿ d-ðèñêà íå
òîëüêî ïåðâîãî ðîäà, íî è âòîðîãî.
Èòàê, ïðîâåðÿåòñÿ ãèïîòåçà H0 : θ 6 θ0 ïðè àëüòåðíàòèâå H1 : θ > θ0,

ïî âûáîðêå èç íîðìàëüíîãî (θ, σ2) ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà θ åñòü ðåàëèçàöèÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ϑ, èìåþùåé íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðà-
ìè (µ, τ 2). Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êðèòåðèé ïåðâîãî ïåðåñêîêà, ãàðàíòèðóþ-
ùèé çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ (β0, β1) íà ñîîòâåòñòâóþùèå d-ðèñêè.
Î÷åâèäíî, ÷òî òàêîé êðèòåðèé áóäåò îñòàíàâëèâàòü ýêñïåðèìåíò, êîãäà

âïåðâûå èëè àïîñòåðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü ãèïîòåçû H0 ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå
β0 èëè H1 � ìåíüøå β1. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïðèíèìàåòñÿ ãèïîòåçà H1, âî
âòîðîì � H0. Ìû òîëüêî ÷òî â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå íàïîìèíàëè, ÷òî
àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ϑ åñòü íîðìàëüíîå ñ ïàðàìåòðàìè (M, S2).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìîìåíò îñòàíîâêè

ν = min

{
n : Φ

(
θ0 −M

S

)
6 β0 èëè Φ

(
θ0 −M

S

)
> 1− β1

}
,

òàê ÷òî îáëàñòü ïðîäîëæåíèÿ íàáëþäåíèé èìååò ñëåäóþùèé âèä:

θ0−
√

n

σ2 +
1

τ 2 Φ−1(1−β1) <
nXnσ

−2 + µτ−2

nσ−2 + τ−2 < θ0+

√
n

σ2 +
1

τ 2 Φ−1(1−β0) .

Òàêèì îáðàçîì, â çàäà÷å d-ãàðàíòèéíîãî ðàçëè÷åíèÿ ãèïîòåç ïðîöåäóðà
ïåðâîãî ïåðåñêîêà îêàçûâàåòñÿ ñòðîãî ïîñëåäîâàòåëüíîé ïðîöåäóðîé, ìî-
ìåíò îñòàíîâêè êîòîðîé îïðåäåëÿåòñÿ âûõîäîì âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî Xn

èç íåêîòîðîãî èíòåðâàëà.
Ðåçóëüòàòû ñòàòèñòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðîöåäóðà

ïåðâîãî ïåðåñêîêà îáëàäàåò áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îñòàíîâêè íà ïåðâûõ
øàãàõ ýêñïåðèìåíòà äàæå â òîì ñëó÷àå, êîãäà àïðèîðíîå ñðåäíåå ñîâïàäà-
åò ñ ãðàíèöåé ðàçëè÷àåìûõ ãèïîòåç (µ = θ0), íî, ïî âñåé âåðîÿòíîñòè, â
ýòîì ñëó÷àå E ν = ∞ (ãèïîòåçà!). Êîíå÷íî, åñëè µ ñèëüíî îòëè÷àåòñÿ îò
θ0, òî îñòàíîâêà, êàê ïðàâèëî, áóäåò ïðîèñõîäèòü ïîñëå ïåðâîãî íàáëþäå-
íèÿ. Ñâîþ ëåïòó â òàêîãî ðîäà êîììåíòàðèé âíîñèò è îòíîøåíèå äèñïåðñèé
σ2/τ 2, è âû ñàìè ìîæåòå ñóäèòü î âîçäåéñòâèè ýòîãî îòíîøåíèÿ íà ïîâå-
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äåíèå ìîìåíòà îñòàíîâêè ν.

Çà÷åòíûå çàäàíèÿ

1. Ïðåäëîæèòå ìåòîä äëÿ íàõîæäåíèÿ íåîáõîäèìîãî îáúåìà íàáëþäåíèé
ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû θ < θ0 ñ çàäàííûì óðîâíåì çíà÷èìîñòè α0 î
ìàñøòàáíîì ïàðàìåòðå θ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, êîãäà ãàðàí-
òèðóåòñÿ òðåáóåìàÿ ìîùíîñòü 1−α1 êðèòåðèÿ â îáëàñòè θ > θ1 (> θ0).

2∗ . Â ðàìêàõ ìîäåëè N�N íàéäèòå ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîá-
õîäèìîãî îáúåìà íàáëþäåíèé â çàäà÷å ïðîâåðêè ãèïîòåçû θ 6 0 ïðè
àëüòåðíàòèâå θ > 0, êîãäà ïàðàìåòðû àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ σ =

τ = 1, µ = 0.
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Ïðåäìåòíûé óêàçàòåëü

Àïîñòåðèîðíûé ðèñê Rλ(d |X), d ∈ D (posterior risk), 16,48
Àïðèîðíûé îáðàç Ψλ( · ), λ ∈ Λ (prior image), 14
Àïðèîðíûé ðèñê Rϕ(λ), λ ∈ Λ (prior risk), 16
Àñèìïòîòèêà íåîáõîäèìîãî îáúåìà âûáîðêè
(necessary sample size asymptotic), 160-165

Áàéåñîâñêàÿ îöåíêà θ̂G (Bayes estimator), 50
Áàéåñîâñêèé êðèòåðèé (Bayes test), 49
Áàéåñîâñêèé ðèñê (Bayes risk), 47
Áàéåñîâñêîå ïðàâèëî (Bayes rule), 47
Áàñó òåîðåìà (Basu theorem), 28

Âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü (F, G) (probability model), 6
Âûáîðî÷íîå ïðîñòðàíñòâî (X, A) (sample space), 12
Âûõîäíîé óðîâåíü êà÷åñòâà Qout (output quality level), 134

Ãàðàíòèéíîå îöåíèâàíèå (guaranteed estimation), 148
Ãàðàíòèéíîñòü ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà
(staistical inference guarantee), 16
Ãèïîòåçà (hypothsis), 83
Ãðóïïà ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (location-scale group), 122
Ãðóïïà ìàñøòàáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (scale group), 122
Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé âûáîðî÷íîãî ïðîñòðàíñòâà
(transformation group of sample space), 121
Ãðóïïà ñäâèãîâ (location group), 122

Äâóõñòóïåí÷àòàÿ ïðîöåäóðà Ñòåéíà (Stein two-stage procedure), 150
D-ãàðàíòèéíîå îöåíèâàíèå (d-guaranteed estimation), 167
Äèôôåðåíöèðóåìîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì
(differentiable in quadratic mean), 31
Äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà (confidence limit/bound), 96
Äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî (confidence set), 96
Äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë (confidence interval), 96
Äîâåðèòåëüíûé óðîâåíü (confidence level), 96

170



Äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà (sufficient statistic), 19
Äîñòàòî÷íàÿ ñòàòèñòèêà ìèíèìàëüíàÿ (minimal sufficient statistic), 22
D-ðèñê ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà (the first and the second kind d-risk), 137

Èíâàðèàíòíàÿ ñòàòèñòè÷åñêàÿ ïðîáëåìà
(invariant statistical problem), 123
Èíâàðèàíòíàÿ ôóíêöèÿ (invariant function), 121
Èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé (invariant test), 125
Èíôîðìàöèÿ ïî Êóëüáàêó�Ëåéáëåðó I, (θ, ϑ |X) θ, ϑ ∈ Θ,

(Kullback-Leibler information), 30
Èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó i (θ |X), θ,∈ Θ (Fisher infotmation), 30

Êðèòåðèé äîñòàòî÷íîñòè � ôàêòîðèçàöèîííîå òîæäåñòâî
(factorization identity), 20
Êðèòåðèé ñ ìèíèìàëüíûì d-ðèñêîì (minimal d-risk test), 140�143
Êðèòåðèé ïðîâåðêè ãèïîòåçû (test), 83
Êðèòåðèé Ñòüþäåíòà (Student test), 118
Êðèòåðèé Ôèøåðà (Fisher test), 117
Êðèòè÷åñêàÿ îáëàñòü (critical region), 83
Êðèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (critical function), 83

Ìàêñèìàëüíûé èíâàðèàíò (maximal invariant), 121
Ìèíèìàêñíîå ðåøåíèå (minimax decision), 62
Ìîäåëü B-B (B-B model), 54
Ìîäåëü N-N (N-N model), 52
Ìîäåëü P-G (P-G model), 54
Ìîìåíò îñòàíîâêè � îáúåì âûáîðêè ν

(stopping time � sample size), 11
Ìîíîòîííîå îòíîøåíèå ïðàâäîïîäîáèÿ
(monotone likelihood ratio), 90

Íàèáîëåå ìîùíûé èíâàðèàíòíûé êðèòåðèé
( invariant most power test), 126
Íàèìåíåå áëàãîïðèÿòíîå ðàñïðåäåëåíèå
(least favorable distribution), 63
Íåéìàíîâñêàÿ ñòðóêòóðà (Neyman structure), 111
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Íåîáõîäèìûé îáúåì âûáîðêè (necessary sample size), 148, 152, 160
Íåñìåùåííàÿ îöåíêà (unbiased estimator), 71
Íåñìåùåííûé êðèòåðèé (unbiased test), 103
Íèæíèå ãðàíèöû äëÿ ñðåäíåãî îáúåìà âûáîðêè
(lower bounds for mean samle size), 30 � 36�39, 41, 45

Îáðàç ñòðàòåãèè {Ψ( · | θ), θ ∈ Θ} (strategy image), 13
Îïåðàòèâíàÿ õàðàêòåðèñòèêà {ψ( · | θ), θ ∈ Θ}
(operating characteristic), 13
Îöåíêà íàäåæíîñòè îïòèìàëüíàÿ (optimal estimation of reability), 73
Îöåíêà ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì d-ðèñêîì
(uniform minimum d-risk estimator), 76
Îöåíêà ñ ðàâíîìåðíî ìèíèìàëüíûì ðèñêîì
(uniform minimum risk estimator), 73
Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà
(the first and the second kind errors), 84

Ïàðàìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Θ (parametric space), 6
Ïîä÷èíåííàÿ ñòàòèñòèêà (ancillary ststistic), 77
Ïîëíàÿ ñòàòèñòèêà (complete ststistic), 24
Ïîëíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé (complete family of distributions), 24
Ïîñëåäîâàòåëüíûé êðèòåðèé îòíîøåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
(ratio probability sequential test), 155-160
Ïðàâèëî âûáîðà ϕc (choice rule), 10
Ïðàâèëî îñòàíîâêè ϕs (stopping rule), 10
Ïðàâèëî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ ϕd (decision rule), 13
Ïðàâèëî óïðàâëåíèÿ ρ = (ϕs, ϕc) (control rule), 11
Ïðîåêòèâíàÿ îöåíêà (projective estimator), 71
Ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé D (decision space), 5
Ïðîöåäóðà ïåðâîãî ïåðåñêîêà (the first jump over procedure), 165-168
Ïðîöåäóðà ñòàòèñòè÷åñêîãî âûâîäà ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd)

(statistical procedure), 13

Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé êðèòåðèé
(uniformly most powerful test), 86, 90
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Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå ìîùíûé íåñìåùåííûé êðèòåðèé
(uniformly most powerful unbiased test), 103, 105, 109, 110
Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íàÿ íèæíÿÿ/âåðõíÿÿ äîâåðèòåëüíàÿ ãðàíèöà
(uniformly most accurate lower/upper confidence bound), 90
Ðàâíîìåðíî íàèáîëåå òî÷íîå äîâåðèòåëüíîå ìíîæåñòâî
(uniformly most accurate confidence set), 97
Ðàçëè÷àþùàÿ èíôîðìàöèÿ � èíôîðìàöèÿ ïî Êóëüáàêó�Ëåéáëåðó
I (θ, ϑ |X) θ, ϑ ∈ Θ (distinguishing information), 30
Ðàçìåð êðèòåðèÿ (size of test), 85
Ðàî�Áëåêóýëëà�Êîëìîãîðîâà òåîðåìà
(Rao-Blackwell�Kolmogorov theorem), 73
Ðåãóëÿðíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò
(regular statistical experiment), 31
Ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ δν(X ) (decision function), 13
Ðèñê èçãîòîâèòåëÿ α (manufacture risk), 134
Ðèñê ïîòðåáèòåëÿ β (consumer risk), 134

Ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà X = X(τν) (random sample), 10
Ñòàòèñòèêà îòíîøåíèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ (likelihood ratio statistic), 86
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü (ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðìåíò) Pρ

(statistical model), 12
Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà (statistical structure) (Pρ, G) , 12
Ñòàòèñòè÷åñêèé êîíòðîëü ñ ãàðàíòèðîâàííûì âûõîäíûì êà÷åñòâîì
(statistical control with guaranteed output quality), 145
Ñòàòèñòè÷åñêèé ýêñïåðèìåíò (statistical experiment), 8
Ñòàòèñòè÷åñêîå U-ïðàâèëî (U-rule), 76
Ñòðàòåãèÿ ϕ = (ϕs, ϕc, ϕd) (strategy), 13

Òåîðåìà î ìèíèìàêñå (minimax theorem), 67
Òî÷å÷íàÿ èíôîðìàöèÿ � èíôîðìàöèÿ ïî Ôèøåðó i (θ |X), θ,∈ Θ

(Fisher infotmation), 30
Òðàåêòîðèÿ ãðóïïû (orbit of group), 121
Òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé (transitive group), 122

Óïðàâëÿþùàÿ ïåðåìåííàÿ τν (control variable), 11
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Óðîâåíü çíà÷èìîñòè (significance level), 85
Óðîâåíü êîíòðîëÿ Qcont (control level), 135

Ôàêòîðèçàöèîííîå òîæäåñòâî (factorization identity), 20
Ôóíäàìåíòàëüíàÿ ëåììà Íåéìàíà�Ïèðñîíà
(Neyman-Pearson lemma), 86
Ôóíêöèÿ d-ðèñêà (d-ðèñê) Rλ(ϕ | d), d ∈ D (d-risk function), 15
Ôóíêöèÿ ìîùíîñòè (power fuction), 84
Ôóíêöèÿ ïîòåðü L(θ, d) (loss function), 7
Ôóíêöèÿ ðèñêà (θ -ðèñê) R(ϕ | θ), θ ∈ Θ (risk function), 15

Ýêâèâàðèàíòíàÿ ðåøàþùàÿ ôóíêöèÿ
(equinvariant decision function), 124
Ýêñïîíåíöèàëüíîå ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé
(exponential family), 21
Ýìïèðè÷åñêèé áàéåñîâñêèé ïîäõîä
(empirical Bayes approach), 55-90
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