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A. H. KOJIMOIrOPOB

HHTEPHOJNPOBAHUE N YKCTPAIIOJINPOBAHUE CTAITHOHAPHBIX
CAYYAHHBIX IHOCAENOBATEIBHOCTEN

YcTaHaBAMBAIOTCA CIEKTPAJbHBIE YCJOBUA [Jf BO3SMOMKHOCTH BKCTPA-
TIOJIMPOBATh M MHTEPIOJMPOBATH CTALMOHAPHBIE CIAydYallHEIe NOCJEK0BATEb-
HOCTH IO JOCTATOYHO GOJIBIIOMY YHCIY 4JeHOB ¢ Ji000i samaHHOll TOU-
. HOCTBIO.

Brepenne

ITycrs rampomy neromy ¢ (— co < ¢ < - c0) COOTBETCTBYET AEHCTBUTEIE -
Haf CIyJailHad BejmuuHA Z ({) ¢ KOHEYHHIM MATEMATUYCCKUM ORANAHEEM
kBagpara. IlocmepmoBarenmpHocTs {x(f)} caydaitHeix Beamuma z(¢) Gypem
HA3HBATh CTANMOHAPHOI, eCIM MAaTeMaTHYeCKUE OKUAAHAA *

m=Muz(t)

B (k) =M[(z (t + k) —m) (z (1) —m)]

He 3aBucAT OT ¢. Bes OrpaHNYCHAA OGHJ;HOCTI/I MOHO HOOJOMKUTH

m=Mz(t)=0. (1)
Torna'
B(k)=M{z (¢ + k)z (1)) (2)
Tax wax
B(—k)=B(k), (3)

TO [IOCTATOYHO PACCMATPMBATHL BTOpHE MomeHTH B(k) mmmp gust k = 0.

3ajaga JIMHEHHOr0 SKCTPANOJIMPOBAHMAA CTANMOHAPHOM MOCIE0BATEb-
HOCTH, yjOBIeTBOpsiomel ycaosmio (1), saxmodaercs B moabope Ipn
sapanpnix 7 >0 @ m =0 Takux pmeiicTBUTENBHHX Kod(QduimeHToB @, Ipn
KOTOPHX JUHe#HAd KOMOUHAIUA

L=agz(t—1)+ax(t—2)+ ... +a,x(t—n)

CAYyYAllHHX BEJIMYNH
z(t—1),2(t—2), ... ,z(t—n)

* MaTeMaTUUeCKOe OKMIAHUE CAYuaiiHO BeanuuHH y 0603HavaeTcA nanee yepes M y.



4 A. H. ROJIMOTOPOB

AOCTABIIsIeT BOSMOMKHO Oojee TOYHOe IpubIMKEHME K CIAy4YalHON Besan-
quHe (f4m). 3a Mepy TOYHOCTH TAKOTO HPHUOIUMKEHHNS eCTECTBEHHO
NPUHATH MaTeMATHYeCKOe ORIAHUe

=M(x(t+m)—L)}=
=B(0)—2X B(m+s)a,+ ¥ X B(p—q) a,e,

s=1 p=1 q=1
Ecam Bropeie Momentsr B (k) usBecTHBI, TO Jerko pemaerca 3ajada
PA3HCKAHAA TAKNX 3HAYCHHN KOIPPAIMEHTOB a,, Ipu ROTOprX s® pocTE-
raer HAMMEHBOIEr0 3HA4YeHusd. JTO HAUMEHbIIee BHAUCHIE ¢ Oymem 0603-
nagarts 4epes oi (n, m). : .
O4eBUAHO, UpH YBEJUYCHHH 7 BeJINYMHA c?;(n, m) He MOKET BO3pa-
crath. [losTomMy cymecTByer mpepesn
lim ok (n, m) = ok (m). (4)
n—o0
Ompenesnenue aToro mpegesa W ABJISETCH [EPBOt N3 PEINIAEMBIX B HACTOSM-
meit paGore sapad.
Yrto KacaeTcAa 3ajayM HMHTEPHOJINMPOBAHMA, TO MBI PACCMOTPUM JIHMIIb
ciydait omeHKM () DO BEJINYWHAM
zx(t+1),z(t4+2), ..., x(t+n),
x(t—1),z(t—2), ..., x(t—n).

Ias atoro caydas oGosHAYHMM depe3 oj (n) MHHHMAJIBHOE B3HAYEHHE MaTe-
MAaTHYECKOTO ORMAAHNA

2 ___ 2

ot =M(z (1) — Q)

rge Q ectp amueitnas Qopma: )
Q=ax (t+D+tax (¢t+2)+ ... +a,x (t+n)+
+a_x(t—1)+ta_x(t—2)+ ... +a_x(t—n)
¢ IOCTOAHHHIME JeHCTBHTEBHHIMN KOd(PummenTamn a,.
Ilpn Bospacrammum n BeiawduHa of (n) He Boapactaer. Iloatomy cyme-
CTBYET IIpefen _
lim of (n) =5i. (5)
Nn—>00 '
Hameit Bropoit sanaueit ssasercs oupepenenue oi. IIpepnaraemoe pasee
pemennme BYX cQOPMYIMPOBAHHKIX BHIIe 3afad OHIO coolmeno 6es
TOKasaTexbecTBa B Moeil samerwe (‘) *. OHo onmpaercs Ha IOHATHA, OTHO-
CAIMUECH K CHeKTPAJbHON TEOPMH CTAIMOHAPHBIX CIYYallHBIX HPOLECCOB.
CnexTpaibHas TeOPHUA CTANMOHAPHBIX CJAYYANHEIX IIPOMECCOB  OBLIA
mocrpoeHa A. fI. XuHuuHEIM mjf cioydas HeIPEPHBHOIO M3MEHEHHSA Bpe-
MeHHOTO aprymenTa ¢ (*). Jaa mHTepecyiomero Hac ceifgac clydas AMCKpeT-

* B dopmyne (1) aroit saMeTsn JgomnyuieHa omedarka. IpaBuabHeifl Bug Gopmyas (1)
TAKOB:
lim o (1) = & (1) = o——
S di
0




CTAIIUOHAPHBIE CJAVYANHBIE MOCJIEJOBATEJIBHOCTH )

HOM CTANMOHAPHON MOCHENOBATEIBLHOCTH IOAPOOHOE WBJIOKEHUEe Teopun
nano B kuure H. Wold’a (*). OcHoBHOe 3HaueHme 3[eCh MMeeT CIENYIOMAd
Teopema *.
TEOPEMA 1. fdus awboii cmayuonaproii nocaedosamesvrocmu {x(t)}
emopvie momenmur B (k).moucno npedcmasums ¢ gude
k]
B(k)=—~ S cos k) dW (1), (6)
. 0
20e W (L) ecmv neybuearwwyas Oeiicmeumenvras @Gynkyus, onpedersemasn
dopmyaoi

W () =B0)h+2 3 W sin . (7
h=1
ITpousBopnas
aw (2
w () =212

neyGuBatomeit gyuarmun W (L) cymecTByer MOuTH BCIONY, HEOTPUNATENBHA
u cymmmpyema. Tak Kak
log w (N) << w (}),

TO M3 CYMMHPYeMOCTM  (A) BHITEKAeT, U4TO HMHTeIrpal
ki
L C
P=— S log w () dh) (8)
0

anbo KoHedeH, nub0 paBeH — oo **. Jlajgee MBI NOKa3BIBaeM CJIEAYIOMYIO
TEOpeMy:

TEOPEMA 2. Ecau P= — oo, mo s% (m)=0 0usn écex m = 0. Ecau ace
unmeepas P koneuwen, mo

Sk (m)=eP (1 r2 7t . +rh), (9)
20e r, onpedeasiomes u3 COOMHOWEHUT
ea,t+aztz+... =1 +7'1C+7’2C2 + . (10)
T
ak:% S cos k) log w (N) d. (11)
0

Tax xax w (1) =0, T0o mHTErpau
=\ — (12)

anbo KOHedeH, qubO paBeH -+ co *** Mul noKakeM [ajee TAKYI0 TeopeMmy:
TEOPEMA 3. Ecau R= + oo, mo si=0. Ecau ace unmeepas R rone-
wen, mo

of=

(13)

=)~

* CM. (3), § 17.
** Ecau.w (1) = 0 HA MHOKeCTBe IOJIOKMTEIbHON MepH, TO cuyuTaeM P = — co.
*** BEean w (A) = 0 Ha MHOKeCTBe MOJOKNTEJNbHON Mephl, To cunTaeM R = -+ co.



6 A. H. KOJIMOTOPOB

B moeit paGote (*) mocTpoena Teopmsa CTANMOHAPHEIX IIOCIENOBATENE-
HOCTE! DIIEMEHTOB KOMINIEKCHOTO Tuib0eproBa mpocrpancTa. B § 1 ma-
croAmeil CTATHM s NOKA3RBAIO, YTO CTALMOHAPHBIE CIyYailHBE IOCIEN0-
BATEJHHOCTY B OIIPEJEJIEHHOM BHIIIE CMEICIIE MOTI'YT pacCMaTpUBATHCA KAK
9acTHH CIIydail cCTAIMOHA PHHIX II0CIEA0BATEIbHOCTEl, PACCMOTPEHHHX B (*).
9T0 [mO3BONAET TONY4UTH CcPOopMyIumpOBaHHBIE BHmIe TeopeMs 1, 2 m 3
B KA9eCTBE IPOCTHIX CIEICTBHI W3 pesyiasTaToB paboTh (*).

B panpHeiimem manokeHwnm CCHUIKK HA (OPMYJBl ¢ HOMEpPaMHm H3 HABYX-
umces, pasfeNeHHHX TouKoit [mampumep (8.44)], oTHocsATes K Qopmy-
aam m3 (*).

1. CranmonapHbIe cIydaiiHbe NMOCIETOBATEAHHOCTH H TeOMeTPHS TI'HILOep-
TOBa HPOCTPAHCTBA

Bypem wmcxoauTs u3 AKCHOMATHKM U IIOCTPOEHWS OCHOBHHEIX HOHATRAN
TEOpUH BEPOATHOCTEH, IPENIOKEHHEX B Moel KHure (°), ¢ TeM H3MeHEHUEM,
YTO paccMaTpuBaeMeBe fAajiee CIydailHEIe BeNMYWHbHI MOTYT IPHHUMATHL He
TONBKO JeHCTBUTeNBHEe, HO I KOMIVICKCHEIE 3HAYCHHS *.

Paccmorpnm mHORecTBO § BeeX CaAY4YAMHHX BeludmH % KAKOTO0-1m00
6opeleBCKOTO HOJA BeposTHocTel (F, P), umMewnmuXx KOHEYHOE MAaTEMATH-
49eCKOe ORUJIAHNE KBAApaTa abCOJIOTHOH BEJINMYMHEI, CYATASA IIPH DTOM
9KBIBAJEHTHHE CJIyYallHbe BEJIHYHHBI (T. €. CHydailHble BEJIMYMHEl, OTJIHU-
4alomumecd APYr OT APYra JUIIb ¢ BePOATHOCTHI0 PAaBHOM H y I 10) 32 TO-
JReCTBeHHEe. BBefieM B § CKausgpHOe NPOM3BeeHUe

(%, y)=M(zy). (14)
Hopmy B 9 omnpenennm ¢opmyioit
2= 2)=M|z, (15)

CIIO}KEHIE jKe 9IeMEHTOB § U HX YMHOKEHNMEe HAa KOMILIEKCHEIE YHCIA
6yneM IOHWMATH B OOBIYHOM CMEICIIE.

Jlerko mpoBepmTH, UTO MHOMKECTBO § IIpM YCTAHOBIEHHHX ce#dac
ompenieeHnax yposierBopser nocrynatam A, B u E wxurm M. Stone’a (%),
T. e. BCEM IOCTyJaTaM a0CTPAKTHOro YyHHTAPHOTO HPOCTPaH-
¢cTBAa.

IIycre Temeps {z(¢)} ecTh cTamumoHApHAA IOCIELOBATEIHHOCTH NeiicTBHU-
TeJBHHX CIyYallHHX BeanmuuH & (I) moiasa BepoarTHocreit (F,P) B cMECITe,
NPUHATOM BO BBEJEHOHW, YHOBIETBOPAIMAS HAOIOJHUTEILHOMY ycioBmio (1).
Torpa B ety (2) m peitcTBuTenbHOCTH % ()

B(R)=M[z(t+k) a ()] = (@ (¢ + k), 2(2))-

* HomniexcHaa ¢yHkUuA « (), omnpemesleHHAas Ha MHOMecTBe L ajeMeHTapHHX
coObiTnii §, HABBIBAeTCA CJAyYalWHOW BeamuumHON, ecam npu Jo6oM BeGOpe
JIe/ICTBUTEJIbHBIX YKMCENl ¢ M b MHOMECTBO BCEX £, MJA KOTOPHIX AefiCTBUTeJbHAA M MHH-
Masg 4YacTH « (¢) YROBAETBOPAIOT COOTBETCTBEHHO HEPaBEHCTBAM Rz (5) < a, Iz (5) < b,
NPUHALJIEKUT cucteme F.
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Tar kak, mo ompepexennto, B (k) ne saBucut ot ¢, 10 {%(f)} ABIAeTCA
CTALIOHA PHOI IOCIE0BATEIFHOCTHIO BIIEMEHTOB IIPOCTPAHCTBA § B cMEIcie (2).

B (%) a paccMaTpmBao CTalMOHADHEE IOCIE0BATEIHLHOCTH, JEKAIIe
B rEAL0epPTOBOM HPOCTPAHCTBE, T. €. B IPOCTPAHCTBE, YAOBIETBOPAIONEM,
kpome mocrymatos A, B u E, eme mocrynaram G u D xumrm M. Stone’a (°).
JTo orpaHWYeHWE, OJHAKO, HecyumecTBeHHo. B camom peme, o6o3Hadum
depes H, MOHUMAJIBHOE 3aMKHYTOe JmHeiiHOe HOJUIPOCTPAHCTBO IPOCTPAH-
cTBa §), COfepiKAmee Bce BIIeMeHTH mocxefoBarenbHocT:m {2 (Z)}. Jlerko
mokrasmiBaercsi, 4To H, cemapaGexsHo, T. €. yAoBIeTBopseT nocryaary D.
CemapaGenbHoe YHUTAPHOE IPOCTPAHCTBO WM CAMO ABIAETCA IMILOEPTO-
BeM (T. e. yuoBiaersopsier, kpome A, B, D u E, eme mocrymary C) muu
KOHEYHOMEDHO M B IIOCIEHEM cJllydae MOKeT OHTH pacHIZPeHO JO HEKO-
TOPOT0 THIL6epTOBa IpocTpaHcTBA H.

Taxem o6pasom, & mociaegoBaTelbHOCTA {7 (£)} MOMHO NPUMEHHTH,
moJiaras :

BCE PesYIbTATH, MOJy4eHHEE B (%).

2. JlokasaTeascTBO TeopeMbl 1
B cuay (3) u (16) B ciaywae peiicTBHTENBHHX CIYyYaUHHX BeluuwH I (f)
By (— k) = By (K)- (17
Tloaromy m3 dopmyas (3.10) momyquaem

Wxx (\) = By, (O) A— 2 —&#)— e—ik\ —

k30
=B (0) k423 Bl i o, (18)
r=1
Hs (18) BrTeraer, 4To
Wxx(_'}‘): '—Wxx (A)- (19)

Haronen, us (3.1), (3.9) u (19) monyuaem
+

B (k)= Bye (k) = \ e dF . () =

—T

+m ki
1 . 1
= S e AW ., (1) = — g cos khdW (V). (20)
- 0

U3 dopmya (18) m (3.9) m .treopemrr 2 paGorw (%) scHo, wro W . (A)
ecTh felicTBUTeNbHAA HeyOmBaomasa QyHruua. Bmecre ¢ pasencrBamu (18)
m (20) sro morasmBaer, 4ro PyHROUA

w ()‘) = Wxx ()‘)

yiosierBopser TpeboBaHMAM TeopeMH 1.
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3. ok (m) B oGmem ciyuae

O6osnaumm, cuenys (*), wepes H, (t —1) MuHUMajibHOe JmHeiiHOe B3aM-
KHYTO€ HIOANPOCTPAHCTBO HpocTpaHcTBa H,, conepskamiee aiaeMeHTH

z(t—1), 2(t—2), ... ,z(t—n), ...

dnemenT z(t-+m) npm mobom m =0 egUHCTBEHHHM 06p330M TIpepcTa-
BJISETCA B BHJE

z(t+m)y=§(t—1,m)+A(t—1, m), (21)

rae £(¢—1,m) npunagmessar H, (t—1), a A(¢—1,m) oprorosadsHO
H,(t—1).

Jlerko nokasaTh, YTO B ClyJae CTANUOHAPHOU IOCIEOBATENLHOCTH
e CTBATENbHEIX CHYyYa¥HHX BeJWYuH *

of (m)=|[A(—1,m)[". (22)

B obmem ciyuae cranmoHapHHX IOCIEAOBATEIbHOCTEH B cMuciae (4) Gynem
cantath (22) 3a oIpejeNeHme BeJIWINHH o (m).
Ecim mocmeposarensnocrs {z(f)} cumryaapma, 1o H,(t—1)=H
¥ cJlefoBaTeIbHO
ok (m)=0. (23)

Ecam nocneposatensHocTs {(¢)} He cmHryuspua, to mo gopmyie (7. 8)
z(t+m)=s, (t+m)+20(x)u (t+m—n). (24)

Tar max s, (t+m) w u,((t+m—n) opu n>m aemar B H, (t—1),
a uy(t+m-—n) opm n<m oproronansun H,(¢—1), To comocrasie-
nue (21) ¢ (24) maer

A@t—1, m)=c{u, (t+m)+cPu, (t+m—1)4 ... +c u,(t). ‘?’(25)3

Tax Kak 9leMEHTH U, (I i) nonapﬂo OPTOTOHAJILHH M HOPMUPOBAHH, TO
u3 (25) BEITEKaeT

ok (m) = | A (£ — 1, m) [ = (cf®)* + () + ... +(c(). (26)

* Kak msBecTHO, ||A (¢ — 4, m)|| paBHAeTCA «PACCTOAHMIO» TOYKH Z (¢ 4 m) OT Npo-
crpancrea H, (¢t — 1), T. e. HuwKHeli rpamm paccroanuit |[z (i 4 m)—y| maa scexy
u3 H, (t.— 1). Tak Kaxk dJeMeHTH BUIA

L_alx(t—1)+a2x(t——2)+ .+ ayz (t — n)
BCIORY TJIOTHH Ha: H,.(t — 1), T0 ||A (¢t — 1, m)|| paBHAETCA TaK#e HUKHeHl rpaHM pac-
CTORHUM

et m) - Li— VMTe[Fm = LF. Y

Ecau Bce 2 (s) ABNAIOTCA MeHCTBATENbHBIMM CIYYaiiHbIMM BeNMUNHAMM, TO HUIKHAA
rpaHb BHpasKeHHA () He U3MeHAETCA MpPI OrpaHMYeHMA ONHAMA [EHCTBUTEILHBIMA
wooPuUMEHTaMH ay, B STOM Ke CIIydae OHA, OYEBHJHO, COBMAZAeT C o (m).
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4. o% (m) B MelCTBETEILHOM CIydae

- Jlaa cTanumoOHApPHHIX IIOCJIER0BATEIBbHOCTeil MEHCTBUTENBHEX CIYyJaiflHBIX
peamuanH u3 Qopmyner (26) jgerxo BBecTH TeopeMy 2. IJTOMY BHBOXY
1oCBAMEH HacroAmumit maparpad.

B cuay ¢opmyast (3.9) umeem
dF A) 1 dWa,(A) 4 .
fun )y =ee ) 1 Weall) _ L, (27)

8 (19) Bmrekaer, uTo

w (=0 =w (). (28)

Tloassyscey (27) u (28), moaydyaem
T 4w
Slog Fox (M) Al =2
-7
®opmyna (29) BMecTe ¢ Teopemoit
ki
1 .
p=! g log w (\)dh = — oo

0

log w (A) d\ — 2= log 2. (29)

—~ otl~13

23) n3 (%) mokasEIBaeT, 4TO0 PABEHCTBO

HeoOXONNMO M JI0CTATOYHO [JIsi CHUHTYJIAPHOCTH IIOCJIEA0BaTeNbHOCTH {Z (2)}.
Mur yxe Bupenum B § 3, YTO B TOM M TOJHKO B 9TOM Clydae

a3 (m)=0. o (30)

Ecan mocmemoBarensHocTs {z (t)} He cuurymapha, To us (8.44) um (29)
BHITEKAET

+
1 .
(c§®)? = 2m exp (55 g log f.. (N) d)\) =
-7

= exp <_71?7§ log w)\d)\>=eP. (31)
0

B rom ke mpepmosomeHnu, 4TO mOCHEROBATENbHOCTH {Z (Z)} He CHHrY-

aapHa *, us (8.31), (27) u (28) sawmogaem; uro npu k=0
—+7 ™ .

al® = 21 S cos khlog 7. (\) dk = ~—g cos kklog w (1) dX,
-7 0
i +7 ) +7 : (32)
b — S sin k1 log fu, (M) dh = o= S sin &k log w (1) dh =
-1 -
Ms (8. 16), (8. 29), (8.30) um (32) BoiTeraer, 4TO
2 e =T, (1) = Iy (0) 1 Iy (C)) — T, (0) %)% _
n=0
= c¢{® exp <2 a{=Igk ) (33)
h=1 -

* Hakx yrasano B Teopeme 23 mns.(*), fopmyan (8.16), (8.29), (8.30) m (8.31)
FPMMEHNMH K 060# HECHMHryJsApHON NOCIegoBATEJbHOCTH.
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Iomosxms
exp <2 a(;c)gk>=1+rlt’.+r,c=+..., (34)
k=1
umeeM n3 cpaBHeHns (33) ¢ (34)
e\
;;(—;i =7Tn- ’ (35)
U3 (35) u (26) BriTeraer
s (my=(cV (L+ri4rid ... +r). (36)

Qopmyns (30), (31) u (36) mONHOCTBIO [OKABHBAT Teopemy 2.

5. Oupegerenue of

Obosmaunmm, caenys (*), uepes H, () MEHWMAJbHOE JHMHEHHOE BaAMKHY-
'TO€ HOAIPOCTPAHCTBO HpocTpaHcTBa H,, cofepsramiee BIEMEHTH

z(+1), z@¢+2),...,z(+n),...,
z(t—1), z(t—2), ..., z(t—n), ...

DieMeHT z (t) opHOsHauHO mpencrasiaserca B supme (10.3):
z(2)=v(t)+3(2),

rae v(¢) aemnr B H, (¢), a 3(¢) oproronamxsuo H,(t). Jlerko moxasars,
49T0 B CIydae CTALMOHAPHOM II0CIEN0BATEIBHOCTH HAEHCTBUTEILHHIX CIydaid-
HEIX BeJIUYWH

of =113 () |I* =dx. (37)
ITo reopeme 24 ua (%)
2 2
&= (38)
* g di
Taa (3)
-T
nprYeM B Ciydae 0ECKOHEYHOCTU WHTErpajla B 3HAMEHAaTeJe IpaBoil JacTH
dz=0.
Ms (37), (38), (27) u (28) sarmiowaem, 49TO
™ L]
G% el di = ——ﬂ————-—— = }—2 y
di
w(A)
0
4TO U MOKA3HIBAET TeopeMy 3.
MaTtemaTudeckuiit uHcTuTyT UM. B. A. Crexiosa Monyaeno

Axagemun Hayk CCCP 26. X1. 19&0
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A. KOLMOGOROFF. INTERPOLATION UND EXTRAPOLATION
VON STATIONAREN ZUFALLIGEN FOLGEN

ZUSAMMENFASSUNG

Es moge jedem ganzen ¢ (— oo <t< o) eine reelle zufdllige Grosse
z (¢) mit endlicher mathematischen Erwartung des Quadrats entsprechen.
Die Folge {z ()} der zufdlligen Grossen z (t) werden wir stationér nen-
nen, wenn die mathematischen Erwartungen

m=M=z(t)
und
B(k)=M[(z (¢ +k)—m) (z (¢£)—m)]

von ¢ nicht abhingen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man

m=Mz(t)=0 (€))]
setzen. Dann haben wir
B(k)=Ml[z (t+ k) z (5)]- (2)
Da
B (—k)=B (k) (3)

ist, so geniigt es die zweiten Momente B (%) nur firr k> 0 zu betrachten.
Die Aufgabe der linearen Extrapolation der stationdren Folge, die
der Bedingung (1) geniigt, besteht in der Bestimmung bei gegebenen
n >0 und m=0 solcher reeller Koeffizienten a;, fiir die die lineare
Kombination
L=a,z(t—1)+4a,z(t—2)+...4a,x(t—n)

der zufdlligen Grossen
z(t—1), 2(t—2),...,z(t—n)

die bestmdgliche Approximation der zufilligen Grosse z(f+4m) ergibt.
Fir das Mass der Giite einer solchen Approximation ist es natirlich die
mathematische Erwartung

! =M(a(t+m)—LyF=B(0)— 2 X B(m+s)a,+ 3 B(p—4q)a,a,

p,a=1
zu nehmen.
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Falls die zweiten Momente B (k) bekannt sind, so kann die Aufgabe
der Auffindung solcher Werte der Koeffizienten a, fiir die ¢* minimal
ist, leicht gelost werden. Diesen kleinsten Wert von s* werden wir mit
ok (n, m) bezeichnen.

Offenbar kann die Grosse ok (n, m) mit wachsendem n nicht zunehmen.
Daher existiert der Grenzwert

lim o} (n, m)=sk (m). (4)
n—>»oco
Die Bestimmung dieses Grenzwertes ist die erste Aufgabe der vorliegen-
den Arbeit, die in ihr gelost wird.

Was die Aufgabe der Interpolation anbetrifft, so betrachten wir nur

den Fall der Abschiatzung von x(¢) nach den Grossen

2(t41), 2(t+2),...,z(t+n),
z(t—1), z(t—2),...,x(t—n).

in diesem Fall bezeichnen wir mit of(r) den kleinsten Wert der ma-
thematischen Erwartung :
o =M (z()— Q)

wo @ die lineare Form

Q0=aa(t+1)+az(t+2)+- .. +a,z(t+n)+
+a x(t—1)4a z(t—2)+...fa_z(t—n)

mit konstanten reellen Koeffizienten a, bedeutet.

Mit wachsendem n nimmt die Grosse si(n) nicht zu. Daher existiert

der Grenzwert
limi o} (n) = of. : (5)
nosco :

Unsere zweite Aufgabe besteht in der Bestimmung von oj.

Die unten angefithrte Losung der beiden oben formulierten Aufgaben
wurde von mir ohne Beweis in meiner Note(!)* mitgeteilt. Sie stiitat
sich auf Begriffe aus der Spektraltheorie der stationiiren zufilligen Pro-
zesse. )

Die Spektraltheorie der stationéren zufalligen Prozesse wurde fiir den
Fall der stetigen Anderung der Zeitveranderlichen ¢ von A. Khintchine
[siehe (*)] entwickelt. Fiir den uns hier interessierenden Fall einer dis-
kreten stationdren Folge ist eine ausfiihrliche Darlegung der Theorie in
dem Buch von H. Wold (%) enthalten. Von fundamentaler Bedeutung ist
hier der folgende

" # In der Formel (1) dieser Note ist ein Druckfehler unterlaufen. Die Formel (1)
muss so aussehen:

lim o (I) = o*(I) = . 1y

‘n—oco
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SATZ 1. Fiir eine beliebige stationdre Folge {x(t)} kénnen die zweiten
Momente B (k) in der Form

k)

B(k)= — S cos kk dW (1) o (8)

<

dargestellt werden, wo W ()\) eine nichtabnélzmende reelle Funktiqn‘ ist,
die durch die Formel x R .
N 5 c < B (k .
W) =BO)r+2 32 sin ki 7
h=—

1

bestimmt wird.
Die Ableitung w (A) = dAng.(i)
existiert fast iiberall und ist nichtnegativ und .summierbar. Da

logw (M) < w(A)

der nichtabnehmenden Funktion W (})

ist, so folgt aus der Summierbarkeit von w(}), dass das Integral
ki

P= S log w (1) d) (8)

0

entweder endlich, oder gleich —oc ist*. Ferner beweisen wir den folgen-
den ’

SATZ 2. Falls P= — cc ist, so ist og(m)=0 fiir alle m=0. Wenn
aber das Integral P endlich ist, so ist

sk (m)y=eP (1+rid4ri4...+rh), (9)
wo die rs‘aus den Beziehungen
ea1C+azt.2+... — 1 __*__rlc__l_rzCZ e (10)
™
akz%gcosk’/\ log w (1) dh (11)
0

bestimmt werden.
Da w (k) =0 ist, so ist das Integral

R=-1 § dr_ (12)

w (4)
0

entweder endlich, oder gleich +oc *. Wir beweisen nun den folgenden
SATZ 3. Falls R= + o ist, so ist c3=0. Wenn aber das Integral R
endlich ist, so ist

(13)

x| =

o =

* Wenn w (i) =0 auf einer Menge positiven Masses ist, so setzen wirP = — o
und R = + co.
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In meiner Arbeit (*) ist die Theorie der stationiren Folgen von Ele-
menten des komplexen Hilbertschen Raumes entwickelt worden. In §1
der vorliegenden Arbeit zeige ich, dass die stationdren zufdlligen Fol-
gen in dem oben definierten Sinn als ein Sonderfall der stationiren
Folgen aufgefasst werden konnen, die in (*) betrachtet sind. Dies gestat-
tet die oben formulierten Sdtze 1, 2 und 3 als elnfache Folgerungen
aus den Resultaten der Arbeit (*) zu erhalten.



