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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность работы. Диссертация посвящена теоретико-групповым 
и вероятностным основаниям квантовой теории. 

Современную квантовую теорию невозможно представить без теоретико-
групповых методов, предоставляющих весьма удобный и эффективный ап­
парат для решения широкого круга физических задач. Особое место зани­
мают унитарные группы, возникающие в различных задачах как группы 
внутренней симметрии, и группа Пуанкаре, являющаяся группой прост­
ранственно-временной симметрии. Теория представлений группы Пуанка­
ре лежит в основе релятивистской квантовой физики. 

Имея дело с унитарными представлениями групп, мы имеем одновре­
менно дело с амплитудами вероятности, на языке которых формулируется 
квантовая теория. Теоретико-групповой и вероятностный подходы допол­
няют друг друга, и исследование причин и следствий их взаимосвязи пред­
ставляет собой актуальную задачу, важную для приложений. 

Цель и задачи работы. Целью работы является изучение групповых 
и амплитудно-вероятностных конструкций, лежащих в основе квантовой 
теории, построение соответствующего математического аппарата и анализ 
приложений к конкретным физическим проблемам. 

В число основных задач входит систематическое построение теории ам­
плитуд вероятности как самостоятельной теории со всеми ее атрибутами 
- аксиоматикой, распределениями, предельными теоремами, уравнениями 
для марковских процессов. Теория амплитуд вероятности теснейшим обра­
зом связана с теорией групп; в частности, все основные распределения для 
амплитуд можно рассматривать как базисы неприводимых представлений 
(НП) групп. Эта связь находит свое естественное выражение в рассмат­
риваемой в работе концепции амплитуд вероятности на однородных про­
странствах, в рамках которой могут быть сформулированы многие задачи 
квантовой теории. Примерами таких пространств, важными с точки зре­
ния приложений, являются однородные пространства постоянной кривиз­
ны, связанные с унитарными и псевдоунитарными группами, и однородные 
пространства группы Пуанкаре. 

Последовательное развитие теории представлений группы Пуанкаре 
проводится на основе рассмотрения обобщенного регулярного представле­
ния (представлишя в пространстве функций на группе) и метода гармони­
ческого анализа. Такое рассмотрение позволяет построить в десятимерном 
пространстве единое скалярное поле, включающее поля всех спинов. Важ­
ной задачей является исследование этого поля и, в частности, его симмет-
рийных свойств и разложение на неприводимые компоненты. 

Научная новизна работы состоит в развитии сформулированного на­
учного направления и отражена в запщщаемых положениях. Развитые в 
диссертации теоретико-групповые и амплитудно-вероятностные методы со­
ставляют основу для построения новых физических моделей в различных 
областях квантовой теории. 

Положения диссертации, выноси 
tbftOg ложения, представляемые к защите, MO>i :1*Р6ф*^1Щ^Н^1р*ЙЯ (Следующим 
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образом: 
1. Предложена схема построения теории амплитуд вероятности. Дана 

теоретико-групповая трактовка основных распределений теории амплитуд 
вероятности, установлены аналоги закона больших чисел и предельных 
теорем для амплитуд вероятности, связанные с переходом к классическо­
му пределу в соответствующих квантовомеханических задачах. В контек­
сте связи с квантовой теорией строится теория амплитуд вероятности на 
однородных пространствах; именно эта конструкция возникает в широком 
круге физических задач. , 

2. Построены и изучены псевдодифференциальные уравнения, описыва­
ющие скачкообразные марковские процессы для вероятностей и амплитуд 
вероятности, в ряде случаев получены точные решения. Общим для этих 
уравнений является существование масштабного параметра А (например, 
длины свободного пробега или комптоновской длины волны), который за­
дает характерную величину скачков. В пределе А —> О псевдодифферен­
циальные уравнения переходят в уравнения второго порядка (Фоккера-
Планка и Шредингера соответственно). 

3. Построены и подробно изучены когерентные состояния (КС) групп 
SU{N) и SU{N, 1), отвечающее им исчисление символов на комплекс­
ных проективных пространствах СР'^ = SU{N + 1)/SU{N) и CD^ = 
SU{N, 1)/SU{N). Переход к классическому пределу проанализирован в 
терминах ковариантных символов операторов. Различные типы НП групп 
SU{N) построены в пространствах полиномов от коммутирующих и анти-
коммутирующих переменных. 

4. Квазиклассические релятивистские уравнения для частицы в неабе-
левом поле (уравнения Вонга) получены как уравнения для эволюции КС 
групп SU{N), что позволило указать область их применимости. При этом 
для эволюции КС, связанных с фундаментальными НП, получены новые 
уравнения, существенно отличающиеся от квазиклассических. С помощью 
символов строится интеграл по путям для частицы в неабелевом поле, при­
чем в зависимости от типа представлений используются коммутирующие 
либо антикоммутирующие переменные. 

5. Подробно исследованы коэффициенты Клебша-Гордана (КГ) групп 
SU{2) и SU[1,1) в базисе КС и впервые введенные коэффициенты КГ в 
смешанных базисах. Показано, что последние могут быть выражены через 
полиномы Якоби. Теория коэффициентов КГ, включая формулы ортого­
нальности, производящие функции и интегральные представления, фор­
мулируется единым образом для различных типов базисов. Показано, что 
в отличие от коэффициентов КГ в дискретном базисе, при больших скла­
дываемых моментах коэффициенты КГ в базисе КС существенно отличны 
от нуля лишь в малой окрестности значения результирующего момента, 
определяемого классической формулой сложения моментов. 

6. Построено скалярное поле f{x, z) на группе Пуанкаре, где х - коор­
динаты в пространстве Минковского, а z - координаты на группе Лорен­
ца. Разработанная в работе общая схема анализа использована для случая 
пространств двух, трех и четырех измерений. Это поле включает поля всех 
спинов и служит производящей функцией для спин-тензорных полей. По-



казано, что это поле замкнуто также относительно дискретных преобразо­
ваний, установлены его симметрии. 

7. Операторы проекций спина для поля на группе Пуанкаре строятся 
как операторы дифференцирования по спиновым переменным г и их яв­
ный вид не зависит от величины спина. Показано, что переход к обычному 
описанию посредством многокомпонентных функций ф„{х) отвечает раз­
делению пространственно-временных и спиновых переменных, f{x,z) = 

где ^jj(z) и фп(^х) преобразуются по контраградиентным 
представлениям группы Лоренца. 

8. Различные типы релятивистских волновых уравнений (РВУ) получа­
ются в рамках разложения скалярного поля на группе Пуанкаре с помо­
щью различных наборов коммутирующих операторов, включающие функ­
ции как левых, так и правых генераторов. Дана интерпретация кванто­
вых чисел, отвечающих правым генераторам группы Пуанкаре. Ранее под­
ход, основанный на использовании максимального набора коммутирую­
щих операторов на группе, включающего правые генераторы, системати­
чески применялся лишь в нерелятивистской теории ротатора. Показано, 
что в четных размерностях рассмотрение РВУ, инвариантных по отноше­
нию к пространственному отражению, требует использование генераторов 
групп SO{D, 2), являющихся расширением соответствующих групп Лорен­
ца SO{D, 1). В рамках классификации скалярных функций на группе Пу­
анкаре мы также получаем уравнения для положительных энергий, допус­
кающие амплитудно-вероятностную интерпретацию и связанные с беско­
нечномерными унитарными представлениями группы Лоренца. Наряду с 
альтернативным описанием полей целых и полуцелых спинов, эти уравне­
ния описывают поля дробных спинов в пространствах 1+1 и 2-1-1 измере­
ний. 

9. Дискретные преобразования определяются как частный случай сим­
метрии поля на группе Пуанкаре. Им отвечают инволютивные автомор­
физмы (внешние и внутренние) группы Пуанкаре, действующие в про­
странстве функций на группе. На этой основе без каких-либо дополни­
тельных модельных предположений или использования РВУ выводятся 
законы преобразования полей произвольного спина и строятся представ­
ления расширенной группы Пуанкаре. Показано, что теоретико-групповой 
вывод широкого кла<;са уравнений может быть дан лишь па основе рас­
смотрения расширенной группы Пуанкаре: именно характеристики пред­
ставлений расширенной группы в ряде случаев определяют знак массового 
члена РВУ. 

Все исследования, определившие запщщаемыс положения, выполнены 
лично автором или при его непосредственном участии. 

Апробация результатов работы. Основные результаты докладыва­
лись на 3 международном семинаре 'Теоретико-групповые методы в фи­
зике" (Юрмала, 1985), рабочих совещаниях "Рассеяние, реакции, переходы 
в квантовых системах " (Обнинск, 1986,1987,1989,1991), VI и VII (Дубна, 
1993,1995) международных конференциях "Методы симметрии в физике", 
XVIII (Москва, 1991) и XXIII (Дубна, 2000) международных коллоквиумах 



"Теоретико-групповые методы в физике", XX национальной конференции 
по физике полей и частиц (Сан-Лоренсо, Бразилия, 1999). Материалы дис­
сертации также докладывались на научных семинарах ИОФАН, ОИЯИ, 
института механики МГУ, кафедры теоретической физики физического 
факультета МГУ, кафедры квантовой механики физического факультета 
СПбУ, института физики университета Сан-Паулу. 

Публикации. Основные результаты диссертации изложены в 33 опуб­
ликованных работах, список которых приведен в конце автореферата. 

Объем и структура диссертации. Диссертация состоит из введения, 
3 частей, включающих в себя 11 глав, заключения, двух пршюжений и 
списка литературы. Полный объем составляет 293 страницы, включая 6 
рисунков, 5 таблиц и список цитируемой литературы, насчитывающий 293 
наименования. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ 

Во введении обоснованы актуальность, научная и практическая цен­
ность работы, сформулированы цели исследований и основные положения, 
выносимые на защиту диссертации. Во введении дана также краткая ин­
формация о структуре и содержании диссертации. 

Работа делится на три части содержащие в общей сложности 11 глав 
и имеющие следующие названия: Часть I - Теория амплитуд вероятности 
и ее групповые аспекты; Часть П - Когерентные состояния групп SU{N) 
и SUIN, 1) и их приложения; Часть Ш - Поля на группе Пуанкаре. Пе­
рейдем к развернутой характеристике задач исследования и полученных 
результатов. 

В первой части рассматривается теория амплитуд вероятности, ее 
приложения в квантовой теории и связь с теорией групп. 

В первой главе амплитуда вероятности определяется аксиоматически 
на основе теории гильбертова пространства, рассматриваются непосред­
ственные следствия такого определения и связь с квантовой теорией. 

В основе развиваемого подхода лежит своего рода синтез трех направ­
лений: теории гильбертовых пространств, теории вероятностей и теории 
групп. Событиям ставятся в соответствие нормированные вектора гильбер­
това пространства, а амплитудой события ^ i относительно V'2 называет­
ся скалярное произведение векторов гильбертова пространства. Отметим, 
что амплитуда вероятности (представляющая собой в зависимости от типа 
гильбертова пространства действительное или комплексное число, кватер­
нион) согласно данному определению является условной. 

Случайная величина А определяется как линейный самосопряженный 
оператор А:Н -^ Н. Каждой паре элементарных событий сопоставляется 
число (действительное, комплексное, кватернион) а^ = ( т | Л | п) = aJJ, 
(или а{х,х') = (ж I Л I х')), подобно тому как в обычной теории вероят­
ности каждому элементарному событию В( сопоставляется действительное 



число f{Bi). Линейность оператора А требуется для того, чтобы по набо­
ру {се^} можно было определить значение случайной величины для любой 
пары сс^ытий, подобно тому, как требуется измеримость функции f{Bi) от­
носительно введенной на множестве элементарных событий вероятности. 

Связь с теорией вероятностей проявляется, с одной стороны, в возмож­
ности построения обычной вероятностной "надстройки" над объектами тео­
рии амплитуд и, с другой стороны, в параллелизме их основных понятий, 
конструкций и теорем. 

Рассмотрим сначала вероятностную "надстройку" над понятиями теории 
амплитуд. Случайная величина А в собственном базисе | п) характеризу­
ется диагональными элементами а^. При построении сг-алгебры в качестве 
множества элементарных событий возьмем несовместные события | п); в 
этом случае элементами сг-алгебры будут являться события вида 

0. \п), {\П1},\П2)}, {|П1),|П2),|ПЗ)},... (1) 

Каждому элементу сг-алгебры сотюставим вероятность р = J2i КФ I ̂ «)|^-
Заметим, что с точки зрения теории амплитуд событиями являются лишь 
элементы {|п)}; они могут быть охарактеризованы как амплитудой ф„ — 
{'ф I п), т-ак и вероятностью р„ = IV'nPj прочие элементы а-алгебры (1) -
только вероятностью. Если определить вероятность Р{А <f) = Х^р„, где 
суммирование производится по всем п, для которых а^ < i, то Л будет 
являться случайной величиной и с точки зрения обычной теории вероят­
ности, будут выполняться все теоремы обычной теории. 

Сзоцественные отличия теории амплитуд проявляются при рассмотре­
нии совокупностей случайных величин. Действительно, в обычной теории 
вероятности достаточно взять вероятность какого-либо элементарного со­
бытия pi = 1 и тогда для любой случайной величины дисперсия £'[Л] = 0. 
В теории амплитуд так подобрать ^„, вообще говоря, невозможно (иными 
аювами, не существует события, при наступлении которого все случай­
ные величины были_бы точно определены) и имеют место соотношения 
неопределенностей. Среднеквадратичные отклонения и дисперсии случай­
ных величин Ai удовлетворяют соотношению 

п ^ п 

Е ^Щ > ;;̂ Г1 Е К̂  I ^i^^ - М-1 )̂1 (2) 
1=1 i,fc=i 

Рассмотрим теперь подробнее теоретико-групповой аспект теории. Уни­
тарное представление группы - это представление унитарными оператора­
ми в гильбертовом пространстве, и следовательно рассмотретгае унитарных 
представлений может быть проведено на языке амплитуд вероятности. Эта 
связь является взаимной, так как с другой стороны условие нормирован-
ности для амплитуд фактически представляет собой инвариант унитарной 
группы. 

Мы естественным образом приходим к рассмотрению амплитуд вероят­
ности (а значит и гильбертовых пространств функций) на однородных про­
странствах G/H. Напомним, что однородное пространство - это множество 



вместе с заданным на нем транзитивным действием некоторой группы G, 
называемой группой движений однородного пространства. Построение ам­
плитуд, отвечающих полным группам событий, соответствует построению 
базисов унитарных НП группы движений, содержащихся в разложении 
квазирегулярного представления Тд{д), Tq{g)f{h) — f{g~^h), h £ G/H. 

Однако в разложении квазирегулярного представления Тд{д), действу­
ющего в пространстве функций на G/H, содержатся не все НП группы 
G. Все (с точностью до эквивалентности) НП группы G содержатся в раз­
ложении левого или правого обобщенного регулярного представления -
представления в пространстве функций на этой группе, 

TMfigo) = Цд-'до), Тп{д)/{до) = 1{дод), go,g€G. (з) 
Действие левого обобщенного регулярного представления в различных фи­
зических задачах интерпретируется как преобразование лабораторной си­
стемы координат. 

Пространство функций на группе допускает естественную геометриче­
скую интерпретацию. А именно, функции на группе - это функции, за­
висящие не только от координат точки исходного однородного простран­
ства, а от системы отсчета в каждой точке. Так, для (псевдо)евклидова 
пространства координаты х задают начало системы отсчета, а остальные 
переменные - ее ориентацию в пространстве. 

Квантовая механика на однородном пространстве G/H может строиться 
как теория марковских процессов для амплитуд вероятности ф{х) = {х\ф), 
X 6 G/H. В терминах амплитуд вероятности может быть записана аксио­
матика фон Неймана, а конкретизация гильбертова пространства состоя­
ний как пространства функций на G/H позволяет эффективно использо­
вать теоретико-групповые методы. 

Отметим, что если одной из координат на однородном пространстве яв­
ляется время f, то теория свободных полей строится как теория НП груп­
пы. Появляющееся при рассмотрении марковских процессов на однородном 
пространстве G/H или G параметр т в этом случае может быть интерпре­
тирован как собственное время. 

Наличие внутренних степеней свободы (и в частности спина) приводит 
к более общей конструкции. Для того, чтобы включить в рассмотрение 
все НП группы G, используя однокомпонентные функции, необходимо от 
функций на однородном пространстве G/H перейти к функциям на группе 
G. Такой подход положен нами в части III в основу рассмотрения свобод­
ных полей и релятивистских уравнений на базе классификации унитарных 
НП группы Пуанкаре М(3,1) - группы движений пространства Минков-
ского. Таким образом, рассматривая амплитуды вероятности на однород­
ных пространствах, мы можем использовать как вероятностный (случай­
ные процессы), так и теоретико-групповой подходы к теории РВУ. 

Во второй главе изучаются функции распределения и предельные тео­
ремы теории амплитуд вероятности. 

При последовательном построении теории амплитуд вероятности целе­
сообразно исходить, насколько это возможно, из параллелизма с мощным 
аппаратом обычной теории вероятности, выделив при этом определенные 



ключевые моменты и конструкции. К ним прежде всего относятся конкрет­
ные функции распределения вероятностей, нашедшие широчайшее поле 
приложений (биномиальное, гипергеометрическое, отрицательное гипер­
геометрическое, пуассоновское, нормальное), а также предельные теоре­
мы. Но при этом возникает и качественно новый аспект - наряду с веро­
ятностными полученные распределения, рассмотренные в разделах 2.1-2.3, 
обладают и групповыми характеристиками. 

Если комплексные амплитуды \zi\, удовлетворяющие условию нормиров­
ки Xll-^iP ~ ■'■! образуют базис фундаментального НП Т[1о...о](з) группы 
U{N), то комплексные полиномиальные распределения 

4 = ( 
о , Ч 1/2 N 
""• ^ zr...z%-, R^Y^nu (4) 

nil.. .Tlffl 
1=1 

при фиксированном R образуют базис НП Т[до...о](р)- Умножая вд 
на комплексно-сопряженное ёд, преобразующееся по сопряженному НП 
Т[О...ОД](А), получаем полиномиальное распределение для обычных веро­
ятностей Pi = \zif, YliPi ~ 1- '^'^^ вероятности преобразуются по НП 
Т[до...д](д), однако не образуют его базиса. 

Отрицательное биномиальное распределение для комплексных ампли­
туд zi, zi имеет вид 

^ /(-1)-'Г(-п,)у^' ^ /(-l)^.,г(-,.,)^''' 
<""=(\..!г(:„) J -'--■" ( „ . v . ) J « • (̂> 
где ui = 21/2:2, u-i = l/z2, p ^ |г2р = \ui\ ^ ? = \z\f = |ui/w2p, 

и соотношениеp-bg = |2:ip-b|z2p = 1 записывается в виде |u2p —|ы1р = 1. 
Последнее выражение представляет собой инвариант группы 51/(1,1), ui и 
U2 образуют базис фундаментального неунитарного НП T\j2{g)^ При пре­
образованиях группы переменные щ преобразуются линейно с помощью 
2x2 матрицы U е 5 t / ( l , 1), а амплитуды Zi - нелинейно. При фиксирован­
ном п е"'"^ и e{J'"2 образуют базис унитарных НП дискретной положитель­
ной Т^{д) и отрицательной Tj[g) серий соответственно. Здесь j = п/2, 
т = (п1-П2)/2, то = -j, -j+1, -j+2,... для Т^{д) и m = j,j-l,j-2,... 
для ТГ(^). 

Аналог пуассоновского распределения в теории амплитуд можно рас­
сматривать базис унитарного бесконечномерного представления группы 
Гейзенберга. 

Коэффициенты КГ (jimi|j2TO2||jm) групп 5(7(2) (5С/(1,1)) задают пе­
реразложение биномиальных (отрицательных биномиальных) распределе­
ний для комплексных амплитуд и, таким образом, являются аналогом ги-
псргсометрического (отрицательного гипергеометрического) распределе­
ния в теории амплитуд. 

Имеется глубокая аналогия между симметриями коэффициентов КГ и 
гипергеометрического распределения. Перестановка перемножаемых пред-
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ставлений Tji [д) и О Tj2 [д) соответствует перестановке двух частей разбие­
ния исходной совокупности объектов. Изменение знака проекций моментов 
соответствует перестановке нумерации внутренних свойств совокупности. 
В обоих случаях имеется симметрия (для коэффициентов КГ это симмет­
рия Редже), связанная с тем, что разбиение совокупности объектов по их 
внутренним свойствам с вероятностной точки зрения не отличается от раз­
биения, производимого с помощью выборки. Симметрия коэффициентов 
КГ, соответствующая перестановке результирующего представления с од­
ним из перемножаемых (т. е. симметрия, связанная с эквивалентностью 
задач о выборке и о разбиении на подсистемы), аналога в обычной теории 
вероятностей не имеет. В этом состоит одно из существенных отличий тео­
рии амплитуд вероятности от теории вероятностей. С неоднозначностью 
решения задачи о сложении подсистем в теории амплитуд связано появле­
ние таких характеристик системы в целом, как кооперативные числа. 

Как уже отмечалось, существенное отличие теории амплитуд вероят­
ности от теории вероятностей проявляется также при рассмотрении со­
вокупностей случайных величин. А именно, если в обычной теории веро­
ятностей существуют состояния, при которых любая случайная величина 
точно определена, то в теории амплитуд имеются соотношения неопреде­
ленностей (2). В силу этих соотношений минимизация дисперсии одной 
случайной величины с необходимостью приводит к возрастанию диспер­
сий других. Имея в виду переход к классическому пределу, мы приходим 
к задаче построения состояний с ми1гамальной неопределенностью, или, 
точнее, наименьшей возможной минимальной суммой дисперсий (2). 

Когерентные состояния унитарного НП группы Ли могут быть опреде­
лены как состояния (элементы пространства НП), характеризующиеся ми­
нимальной инвариантной относительно конечных преобразований группы 
дисперсией: 

(ДТ)2 - ^ ( Д Т к ) 2 = min, (6) 
к=1 

где Тк - определенным образом выбранные генераторы группы, s - раз­
мерность алгебры Ли. Так, для НП групп Гейзенберга И^(1) и SU{2) КС 
определяются как состояния, для которых 

(Ap/pof + (Ах/а;о)2 = 1, хо = {h/mwY'^ = П/ро, 
{AJf = {AJ^f + {AJyf -Ь (ДЛ)2 = 3h\ 

где тш и j маркируют НП группы. В частности, для полупростых групп 
(как компактных, так и некомпактных) инвариантная дисперсия (6) стро­
ится с помощью метрического тензора Картана-Киллинга. С помощью ин­
вариантной дисперсии мы можем определить классический предел как слу­
чай, когда 

(ДТ)2/Т2 н- 0. (7) 
Из инвариантности дисперсии следует, что если |uo) - КС, то в результате 
действия оператора конечных преобразований Т{д) группы G мы также по­
лучаем КС \и) = T(g)|uo)- КС образуют переполненный неортогопальный 
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базис НП и параметризуются точками однородного пространства GjH, где 
Н - стационарная подгруппа. 

В разделе 2.6 рассмотрена связь закона больших чисел и предельных 
теорем теории амплитуд вероятности с условиями перехода к классическо­
му пределу и принципом соответствия в квантовой механике. Для этого 
мы воспользуемся понятием ковариантного символа оператора 

{u\v) 

vpfi \и) и \v) - элементы некоторого переполненного базиса с разложением 
единицы 1 = / \u){u\dfj,{u). Для (Э-символа произведения АВ имеем 

QAB{U,V)^ {u\A\v){v\B\u)diJ.{v) ^ / QA{u,v)QB{v,u)\{u\v)\'^dfj,{v) 

(8) 
В классическом пределе среднее от произведения должно равняться про­
изведению средних, т.е. символ произведения должен быть равен произ­
ведению символов. При малых du с точностью до членов более высокого 
порядка по du fP{u, и + du) ~ dp^, где dfP - положительно определенная 
квадратичная часть разложения р^(и,и -\- du) по степеням du, f?{u,v) = 
— 1п(|(ы|г;)| ). Для комплексных многообразий dp^ = g*''duiduk, g** = 
д'^[р^)/дщдйк. Входящий в (8) квадрат модуля перекрытия |(и | и)| = 
ехр(—^>^(«,v)) в малой окрестности точки v — u,v = u-\rdu имеет вид 

| (u |7;)P~exp(-g '*dMufe) (9) 

Правая часть формулы (9) представляет собой многомерное нормальное 
распределение. Предельные теоремы должны говорить об условиях, при 
которых (9) имеет место при любых, а не только малых du. Последнее 
выполняется, в частности, если \{и \ v)^ существенно отличается от нуля 
лишь при малых du. 

Если условие (9) выполнено при произвольных и' — v — u, символы QA И 
QB являются несингулярными (дифференцируемыми), то разлагая в ряд 
по степеням и' произведение Q A ( " ) Й -|- U')QB[U + и', й) (аналогично тому, 
как это делается при нахождении асимптотических разложений с помощью 
метода перевала), получим для первых двух ненулевых членов 

QMu,u) ^ QA(U,U)QB{U,U) + I^^^^^^^^й',и',ехр{-д"'щщ)с1^^{и + и') 

Т.о., требования выполнения условия (9) для перекрытия КС при про­
извольных и, а не только в малой окрестности точки и = w, и условие 
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несингулярности символов приводят к выполнению первого и второго тре­
бований принципа соответствия 

QAB{U, и) ~ QA{U, U)QB{U, и), (10) 
QAB{U, й) - QBA{U, и) с± {QA{U, й), QB{U, б)}, (11) 

то есть символ произведения можно заменить на произведение символов, 
а коммутатор - на скобку Пуассона. 

Заметим, что для выполнения (10), как это следует непосредственно из 
(8), достаточно, чтобы распределение \(и \ v)\ при некоторых значениях 
параметров состояний приближалось к (5-функции (т.е. достаточно исполь­
зовать аналог закона больших чисел), а символы QA И QB были при этом 
несингулярными. При установлении же соотношения (11) существенно ис­
пользуются предельные теоремы теории амплитуд, определяющие усло­
вия, при которых перекрытие КС переходит в многомерное нормальное 
распределение. Для КС полупростых групп это достигается при больших 
значениях индексов сигнатуры НП. Конкретные построения для случая 
симметричных НП групп SU{N) и SU{N, 1) проведены в части 2. 

В третьей главе рассматриваются марковские процессы для амплитуд 
вероятности. Особое внимание уделено процессам со скачками, описывае­
мыми псевдодифференциальными уравнениями. 

Теория марковских процессов составляет основу для описания как сто­
хастических, так и квантовомеханических процессов. Марковский процесс 
для амплитуд вероятности, аналогично случаю обычных вероятностей, 
определяется как процесс без последействия: состояние системы в неко­
торый момент времени зависит лишь от того, в каком состоянии она нахо­
дилась в непосредственно предшествующий момент времени t, и не зависит 
от того, в каком состоянии она находилась в более ранние моменты времени 
to <t. В общем случае марковские процессы для вероятности и амплитуд 
вероятности задаются интегральными уравнениями 

p{x,t) = /p(a;,<|a:',f)p(a;',f)da;', р(а;,f|хо,to) = /p(x,t|a;',f)p(x',f|a;o,<o)da;', (12) 
i>{x,i) = /«(2;,il2',f)t/'(x',f)da:', u{x,t\xo,ta) = ^и{х,1\з^,i;)u{if,l!\xQ,ta)d3^, (13) 

где р(ж, t\x', f) - плотность вероятности перехода, a u{x, l^x', t') - плотность 
амплитуды перехода, <> f' > Со­

процессы без скачков определяются как процессы, для которых веро­
ятность (амплитуда) перехода из точки х в х' при конечной разности 
\х — х'\> 5 > О при Af -> О стремится к нулю быстрее, чем At, т.е. 

lira — 1 р{х, t + At\x', t)dx = О, (14) 
\x-x'\>S 

lim — I u{x, t + At\x', t)dx = 0. (15) 
\x-x'\>S 

Можно показать, что при отсутствии скачков уравнения (12) и (13) сво­
дятся к дифференциальным уравнениям второго порядка - уравнениям 
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Фоккера-Планка-Колмогорова и Шредингера соответственно. Иными сло­
вами, отсутствие скачков приводит к диффузионным процессам для случая 
обычных вероятностей и нерелятивистской квантовой теории для случая 
амплитуд вероятности. 

Отметим, что условие отсутствия скачков (14) в литературе имеет раз­
личные названия (условие усиленной непрерывности, условие малости при­
ращений, условие Линдеберга; последнее по причине сходства с условием 
применимости предельных теорем). 

Сделаем еще одно замечание о терминшюгии. Здесь мы используем тер­
мины "процессы со скачками" и "процессы без скачков", а не "непрерывные 
процессы" или "разрывные процессы". Дело в том, что термин "непрерыв­
ные процессы" часто используется в двух совершенно различных значени­
ях: во-первых, говоря о дискретных и непрерывных процессах, имеют в 
виду дискретность или непрерывность множества возможных состояний, 
во-вторых, могут иметься в виду процессы с непрерывными или разрывны­
ми траекториями. (Этим объясняется упомянутый выше устаревший тер­
мин "усиленная непрерывность": он означает, что процесс непрерывен в 
обоих смыслах.) 

Для процессов со скачками, т.е. когда условия (14) и (15) не выполняют­
ся, получаются дифференциальные уравнения бесконечного порядка соот­
ветственно для вероятностей и амплитуд 

dp{x,t)/dt = Ap{x,t), A=f:t^£;Knix,t), (16) 
n = l 

К„ = lim ^ J{x - х')"р{х, t + At\ х', t)dx, (17) 

гдф{х,Ь)/дг = Нф{х,1), H^if:^£,An{x,t), Н+ = Н, (18) 
n=0 

Д , = lim ^ J{x - х')"и{х, t + At\ х', t)dx, n > 1, (19) 

AQ = lim i J^^[u{x, t + At\ x', t) - u{x, 11 x', t)]dx. 

Мы будем называть эти уравнения псевдодифференциальными, т.к. их ма­
тематически корректное рассмотрение возможно на основе теории псевдо­
дифференциальных операторов. В отличие от детально изученных урав­
нений для процессов диффузионного типа псевдодифференциальные урав­
нения для процессов со скачками представляют собой малоисследованную 
область. 

Как следует из изложенного, для марковских процессов существует аль­
тернатива: либо (в случае отсутствия скачков) они описываются диффе­
ренциальными уравнениями не выше второго порядка, либо (в случае нали­
чия скачков) - бесконечного порядка. Любые уравнения конечного порядка 
выше второго с необходимостью дают лишь приближенное описание мар­
ковских процессов (например, возникают отрицательные квазивероятно­
сти). Это еще раз подчеркивает важность исследования соответствующих 
псевдодифференциальных уравнений. 
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Для выяснения физического смысла уравнений и их решений анализ 
скачкообразных процессов в главе 3 проводится параллельно для случаев 
обычных вероятностей и амплитуд вероятности. Такая параллельность 
обусловлена еще и тем, что для обычных вероятностей ранее в литера­
туре исследовались общие условия перехода к диффузионному пределу и 
связь коэффициентов АГ„ (17) при степенях д/дх, но не какие-либо кон­
кретные уравнения. Наоборот, для амплитуд вероятности не была построе­
на общая теория, и в частности, разложение (18), аналогичное разложению 
Крамерса-Мойала (16), но при этом в ряде работ рассматривалось псевдо­
дифференциальное уравнение Шредингера. 

Рассмотрение уравнения (16) имеет длительную историю, однако прово­
дилось оно практически лишь в связи с аппроксимацией скачкообразных 
процессов диффузионными. Изучались условия, при выполнении которых 
уравнение бесконечного порядка переходит в уравнение Фоккера-Планка, 
т.е. могут быть отброшены старшие производные. Это привело к поня­
тию разложения по обратному размеру системы. Иными словами, должны 
рассматриваться такие пространственно-временные масштабы, на которых 
скачки можно считать частыми и малыми. В пределе бесконечно частых 
бесконечно малых скачков уравнение (16) переходит в уравнение Фоккера-
Планка. 

Непосредственное использование уравнений (16) и (18) затруднено - они 
содержат бесконечное число различных коэффициентов (иногда называе­
мых моментами перехода) при степенях д/дх, хотя из (17) и (20) следует, 
что эти коэффициенты тесно связаны между собой. Вид коэффициентов 
Кп и An определяется, согласно (17) и (20), поведением вероятности (ам­
плитуды) перехода при At -> 0. 

Тем не менее, как показано в главе 3, для ряда случаев, связанных с кон-
крегными физическими задачами, могут быть получены точные решения 
псевдодифференциальных уравнений для вероятностей и амплитуд. 

Обратимся сначала к простейшим и вместе с тем важным частным слу­
чаям (16) и (18) - уравнениям с постоянными коэффициентами 

Ё £ М = £ (i _ VI - {\д/дху) fix,t), (20) 

.&ф(^ = | 0 - - {Хд/дхУф{х,г). (21) 

Уравнение (21) представляет собой хорошо известное релятивистское урав­
нение, а уравнение (20) на плотности вероятности f{x,t) было предло­
жено нами для описания процессов, обусловленных скачкообразными из­
менениями физических величин и связанных с соударениями (уширение 
спектральных линий, броуновское движение). Как будет показано ниже, 
А имеет смысл характерной величины скачков, а с/А - частоты скачков. 
Эти уравнения в пределе бесконечно частых бесконечно малых скачков 
(А —> 0) переходят в уравнения второго порядка - уравнение диффузии и 
уравнение Шредингера для свободной частицы соответственно. 

Решение псевдодифференциального уравнения Фоккера-Планка (20) 
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имеет вид 

fix, t) = Кх{х, ct) = ^ exp J {{ctf + x^^'^ K,[{{ctf + x'^f'^/X], (22) 

где K\ - функция Макдональда. Предельным случаям отвечают хорошо 
известные процессы. При А —̂  сю получим процесс Коши; амплитуда скач­
ков в этом случае не ограничена. Распределение Коши выделено с мате­
матической точки зрения - как и нормальное распределение, оно являет­
ся устойчивым и существуют предельные теоремы о сходимости к этому 
распределению. Соответствующая ему кривая (лоренциан) появляется во 
многих физических задачах, связанных со скачкообразными процессами 
(рассеянием, распадами и т.д.). При А —> О, с —̂  со (предел бесконечно чзг 
стых бесконечно малых скачков) имеем гауссов процесс с коэффициентом 
диффузии D = Ас. 

Решение псевдодифференциального уравнения Шредингера (21) имеет 
вид 

^ ^ " ' ^ ^ ^ 2 А ^ ( ^ | з - . ^ ^ ' ^ [^^yi(^i^-^ct)+Six-ct)), (23) 

где Щ (z) — Ji{z) + iNi{z) - функция Ганкеля первого порядка, Ji{z) и 
^i{z) - функции Бесселя и Неймана. Вид решения зависит от соотноше­
ния между А, координатой х и расстоянием до светового конуса ct. При 
(5-образном начальном условии ^(х, 0) = 6{х) и малых временах cf -С А 
частица ведет себя подобно частице с нулевой массой, а при ct ^ X а 
X <^ d справедлива нерелятивистская формула для амплитуды перехо­
да. Теория, основанная на уравнении (21), очевидно, является нелокаль­
ной. Естественным масштабом нелокальности служит комптоновская дли­
на волны А, определяющая границу области скачков. Если действительная 
часть амплитуды перехода отлична от нуля лишь на отрезке [—ci, ct], то 
мнимая часть может быть существенно отлична от нуля и вне светового 
конуса в области размерами А. 

Рассмотренные выше псевдодифференциальпые уравнения, описываю­
щие скачкообразные процессы в одномерном случае, несмотря на беско­
нечное число коэффициентов перед производными характеризуются лишь 
двумя функциями (величиной и частотой скачков, зависящими, вообще го­
воря, от ж), также как и диффузионные процессы (коэффициентами диф­
фузии и сноса). При масштабном параметре А -> О мы переходим к диффу­
зионному пределу для вероятностей или нерелятивистскому пределу для 
амплитуд. По коэффициентам уравнения, получаемого в диффузионном 
пределе, можно определить лишь произведение Ас (пропорциональное ко­
эффициенту диффузии или обратно пропорциональное массе частицы), но 
не А и с по отдельности. Иными словами, уравнение для скачкообразных 
процессов восстанавливается по диффузионному пределу с точностью до 
масштабного параметра. Отметим, что стационарные ретпения псевдодиф­
ференциальных уравнений для довольно широкого класса процессов совпа-
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дают со стационарными решениями в диффузионном (нерелятивистском) 
пределе. 

Распределения, являюш;иеся решением свободных псевдодифференци­
альных уравнений Шредингера и Фоккера-Планка, как и нормальное рас­
пределение, являются безгранично делимыми. Это позволяет обобщить 
многомерный гауссов интеграл (и соответствующий континуальный инте­
грал) на скачкообразные процессы. 

Если в диффузионном пределе (уравнение Фоккера-Планка) снос зада­
ется коэффициентом при первой степени дифференциального оператора 
д/дх., то в псевдодифференциальном уравнении Фоккера-Планка снос мо­
жет быть введен двумя путями: либо по-прежнему, как в диффузионном 
пределе, что отвечает действию неслучайной силы, либо ненулевыми коэф­
фициентами при бесконечном числе нечетных степеней д/дх, что отвеча­
ет скачкообразным изменениям скорости при соударениях частиц. Иными 
словами, в диффузионном пределе вид уравнения Фоккера-Планка не за­
висит от того, обусловлен снос действием некоторой внешней неслучайной 
силы или теми же соударениями, что и диффузия. Если же соударения не 
являются частыми и малыми, а приводят к конечным скачкообразным из­
менениям физических величин, то мы получим различные уравнения в за­
висимости от того, чем обусловлен снос. Получены точные решения свобод­
ных многомерных псевдодифференциальных уравнений Фоккера-Планка и 
Шредингера, псевдодифференциального уравнения Фоккера-Планка для 
аналога процесса Орнштейна-Уленбека, псевдодифференциального урав­
нения Шредингера для частицы в магнитном поле. 

Напомним, что формулировке теории диффузионных процессов на осно­
ве уравнения Фоккера-Планка отвечает эквивалентная формулировка на 
основе стохастического дифференциального уравнения (СДУ) Ланжевена 

dx 
~ = A{x,t) + B{x,t)L{t), (24) 

где А{х, t) - коэффициент сноса, связанный с действием неслучайной си­
лы, B{x,t) - интенсивность случайной силы L{t) = W'{t) - производной 
Винеровского процесса. Т.е. (24) позволяет дать описание произвольного 
диффузионного процесса с помощью простейшего непрерывного процесса 
W{t). Целесообразность рассмотрения как дифференциальных уравнений 
для вероятностей, так и отвечающих им стохастических дифференциаль­
ных уравнений, как известно, обусловлена в частности тем, что теории 
возмущений, построенные на их основе, отличаются друг от друга и име­
ют свою сферу применения. 

Для описания скачкообразных процессов при фиксированной амплитуде 
скачков можно применять СДУ, основанные, однако, на использовании в 
1сачестве "базисного" уже не Винеровского процесса, а простейшего скачко­
образного процесса - процесса Пуассона. Так, при рассмотрении дробового 
шума в литературе используется аналогичное (24) СДУ, где флуктацион-
ная сила выражается через производную процесса Пуассона, L(t) = N'(t). 
Для описания процессов с различной амплитудой скачков нами предлага­
ется замена Винеровского процесса W{t) на более общий Wx{i) с харак-
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терной (максимальной) амплитудой скачков А, в пределе частых малых 
скачков переходящий в Винеровский Wo{t), а при А -> оо - в процесс Ко-
ши Woo{t), характеризующийся бесконечной дисперсией (амплитуда скач­
ков не ограничена). Указанным требованиям удовлетворяет рассмотрен­
ный выше процесс, представляющий собой решение псевдодифференци­
ального уравнения Фоккера-Планка (20). В последних двух параграфах 
главы проводится обобщение меры Винера на скачкообразные процессы и 
рассматриваются соответствующие континуальные интегралы. 

Вторая часть посвящена развитию теории когерентных состояний 
групп SU{N) и SU{N, 1) и их приложениям к построению РВУ и кон­
тинуального интеграла для частицы в неабелевом поле. Здесь же строятся 
коэффициенты КГ в базисе КС. 

В четвертой главе строятся КС SU{N) и SU{N, 1) и рассматрива­
ются их свойства. Симметричные НП Т[ро...о](р) групп SU{N) строятся 
в пространствах полиномов фиксированной степени Р от переменных Zk, 
Z^ilik/tl^ = 1, а НП T,pQ Q|(t/) дискретной серии групп SU{N — 1,1) -
в пространстве квазиполиномов фиксированной отрицательной степени Р 
от переменных Zk, \г^\ — Ylk^i l'̂ *!̂  ~ ■̂̂  '̂Д̂  степень z^ отрицательна, а 
степени остальных Zk - целые положительные. Дискретные базисы этих 
представлений образуют комплексные полиномиальное (4) и отрицатель­
ное полиномиальное (5) распределения для амплитуд. Далее как орбита 
старшего веса ^p{z) = zf строится система КС: 

Tig)^p{z) = {zkg4f = {zkuY, (25) 

где и* = 5i ~ элементы 1-й строки матрицы д, удовлетворяют тем же 
условиям, что и г*, и задают точку однородного пространства СР^~^ = 
SU{N)/U{N - 1) или CD^-'^ = SU{N - 1, l)/[/(iV - 1). Перекрытие КС 

{Pz\Pu) = {z''ukf, (26) 

где z* == Zk для SUiN) и z* = -{-lY^'^Zk для SU{N - 1,1), являю­
щееся функцией двух точек однородного пространства, играет важную 
роль при рассмотрении символов операторов и анализе перехода к клас­
сическому пределу, т.к. минимизируют инвариантную дисперсию (6). Кро­
ме того, перекрытие КС является воспроизводящим ядром (аналогом 5-
функции) в представлении КС, Фр(и) = / ( Р , и|Р,у)Фр(г;)с1//р(г;,г;), где 
фр(и)==(Р,и|Ф). 

Рассмотрим функцию з(ы, v) от координат двух точек проективного про­
странства СР^~^ или комплексного шара CD^~^, 

s\u,v) = -1п|{Р,и|Р,г;)р = - P l n | ( u 4 > P • (27) 

Свойства модуля перекрытия КС позволяют интерпретировать эту функ­
цию как симметрику. (Напомним, что действительная и положительная 
симметрика удовлетворяет двум из трех аксиом расстояния: s{u,v) = 
s{v, и) и s{u, v) = О только при и = V, исключая аксиому треугольника.) 



18 

Распространение существующей для группы SU{2) методики нахожде­
ния коптравариантных символов операторов, включающая разложение 
их в ряд по сферическим функциям и технику коэффициентов Клебша-
Гордапа на группы SU{N) и SU{N — 1,1) достаточно сложно и громоздко. 
В работе предлагается новая методика нахождения символов, основанная 
на представлении генераторов групп SU{N) и SU{N — 1,1) через операто­
ры рождения и уничтожения, сходная с методикой нахождения символов 
операторов группы Гейзенберга. Условия перехода к классическому пре­
делу в терминах ковариантных символов операторов рассматриваются на 
основе формулы для символа произведения операторов (8). Роль малого 
параметра ("постоянной Планка") играет 1/Р, где Р - сигнатура представ­
ления. 

Если симметричные НП Т[ро..о](5) групп SU{N) строятся в простран­
ствах полиномов степени Р от N комплексны переменных, то антисим­
метричные НП, у которых лишь один индекс сигнатуры отличен от ну­
ля, строятся в пространстве полиномов фиксированной степени от N ком­
плексных грассмановых переменных. Развита соответствующая техника, 
включая явный вид инвариантной меры, воспроизводящих ядер, когерент­
ных состояний. 

В пятой главе теория КС групп SU{N) применяется к построению 
и анализу континуального интеграла и квазиклассических уравнений для 
неабелевых полей. 

Березиным подробно исследовались континуальные интегралы, не свя­
занные с мерами в функциональных пространствах. Как им было показа­
но, в этом случае континуальный интеграл следует понимать как предел 
некоторой конечнократной аппроксимации. Построение различных коисч-
нократных аппроксимаций основано на использовании различных типов 
символов операторов: оператор реализуется как интегральное преобразо­
вание, ядром которого и является символ оператора. 

Символ квантового гамильтониана по сравнению с классической функ­
цией Гамильтона может содержать добавки, пропорциональные некоторо­
му (в классическом пределе малому) параметру и исчезающие лишь в клас­
сическом пределе. И в отличие от случая плоского фазового пространства 
(группы Гейзенберга), в случае искривленного фазового пространства, ра­
диус кривизны которого зависит от величины спина или изоспина, эти 
добавки имеются уже в простейших случаях. Более того, в практически 
интересных случаях малых спинов и изоспинов классическая функция Га­
мильтона уже не может служить адекватным приближением, так как "до­
бавочные" члены того же порядка, что и "основные". 

В главе 5 мы рассматриваем вопрос о том, каким НП отвечает описа­
ние с помощью обычных и грассмановых переменных (и соответственно 
предлагающиеся в литературе классические и псевдоклассические функ­
ции Лагранжа), какие появляются добавки к классической функции Ла-
гранжа и какова природа этих добавок - зависимость от НП или лишь от 
вида используемых символов. 

Проводится построение конечнократных аппроксимаций континуальных 
интегралов с помощью ковариантных и коптравариантных символов групп 
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SU{N) и SU{N — 1,1). Эти интегралы используются далее для анализа 
поведения частицы в неабелевом поле, получения квазиклассических урав­
нений и нахождения области их применимости. Параллельно развивается 
подход к построению уравнений и переходу к квазиклассическому пределу 
на основе метода собственного времени. 

Оба метода приводят к выводу, что квазиклассические уравнения для 
частицы в неабелевом поле (уравнения Вонга) отвечают большим цветовым 
зарядам (точнее, пределу Р —̂  оо). Для фундаментальных НП (Р = 1) по­
лучены другие уравнения, существенно отличающиеся от уравнений Вонга. 
Действительно, для фундаментальных НП произведение генераторов ли­
нейно выражаеа'ся через генераторы и КС не расплываются при произволь­
ном Н. Соответственно уравнения на параметры КС являются точными, 
но для гамильтонианов, не линейных по генераторам, не совпадают с ква­
зиклассическими, т.к. в этом случае символ гамильтониана не совпадает с 
функцией, получаемой заменой в исходном выражении для Н генераторов 
на их символы. 

Таким образом, исключая случай линейного по генераторам гамильто­
ниана, квантовомеханичсские уравнения сводятся к уравнениям для эво­
люции КС только в двух противоположных случаях - для фундаменталь­
ных НП и в пределе, отвечающем большим значениям сигнатуры НП; в 
последнем случае и возникают квазиклассические уравнения. 

В шестой главе рассматриваются коэффициенты КГ в базисе КС и 
смешанных базисах. Теория коэффициентов КГ группы SU{2), являюща­
яся важнейшей частью теории углового момента, широко используется в 
различных приложениях. Однако длительное время эта теория рассмат­
ривалась лишь в стандартном дискретном базисе \j т), где j - момент, 
т - проекция. В главе 6 развивается единый подход к исследованию ко­
эффициентов КГ в различных базисах на основе аппарата перекрытий. 
Используются 3 типа базисов: обычный дискретный (элементы связаны 
инфинитезимальными операторами), непрерывный базис КС (элементы 
связаны конечными преобразованиями), и базис квазирегулярного пред­
ставления, параметризуемый точками на инвариантном относительно дей­
ствия группы многообразии. Подчеркнем, что если первые два базиса -
базисы в пространстве одного неприводимого представления (НП), то по­
следний - базис в пространстве приводимого представления. Для группы 
SU{2) это дискретный базис \j т), базис КС \j и), и = {ui,W2} и \в <р) 
- базис, параметризуемый точками на сфере и отвечающий состояниям с 
определенными угловыми координатами. 

Через перекрытия (скалярные произведения векторов состояний гиль­
бертова пространства) могут быть записаны как волновые функции, так и 
коэффициенты КГ, определяемые для групп SU{2) и SU{1,1) соотноше­
ниями 

iii v)\J2 w) = Y^I {j u\\ji v\J2 w) \j u) dfij{u), (28) 
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\j w}= I (ii u\J2 v\\j w)\ji u)\J2 v)dnj^{u)dfij^{v). (29) 

Коэффициенты КГ в базисе КС являются инвариантами группы, а значит, 
выражаются через элементарные инварианты - детерминант и свертку, 

O'l U\J2 v\\j w) = p{UiWi ± U2W2)^''{vlWi ± V2W2)^^{uiV2 — «2^1)'^") (30) 

где p - нормировочный коэффициент, верхний знак отвечает SU{2), ниж­
ний - SU{1,1). Они служат производящими инвариантами для обычных 
дискретных коэффициентов КГ. Для каждого соотношения между коэф­
фициентами КГ в дискретном базисе устанавливается свой аналог в базисе 
КС. 

Благодаря удобному языку записи величин теория коэффициентов КГ 
формулируется единым образом для различных базисов, как своеобраз­
ное обобщение формул перекрытия. Проспая и компактная запись соот­
ношений теории углового момента на основе одновременного использова­
ния трех типов базисов придает им прозрачный физический и теоретико-
групповой смыслы. При этом многие соотношения (в том числе для про­
изводящих функций и интегральных представлений), вывод которых дру­
гими методами достаточно сложен или громоздок, при использовании тех­
ники перекрытий становятся практически очевидными. 

Показано, что в отличие от коэффициентов КГ в дискретном бази­
се, осциллирующих при больших моментах j , коэффициенты КГ груп­
пы SU{2) в базисе КС в пределе j —^ со задают классическую 
формулу сложения моментов. Введены объекты нового типа - коэф­
фициенты КГ в смешанных базисах, в частности {ji mi\J2 шгЦ '̂ и) и 
(ii ui\J2 «2Hi тп). Первый коэффициент распадается на произведение 
обычного коэффициента КГ и перекрытия дискретюго базиса с базисом 
КС, (ji mi\J2 m2\\j TOi + тпг) (j mi + Tn2\j u), второй может быть выра­
жен через полиномы Якоби 

{ji u\J2v\\jm) = p nil пз! 1/2 
{UIV2 - U2Vl)^'-"' X (31) 

_(П1-ЬП2)! 

p № - n . Я.-„.) ^UIV2 + U2VA ^я.-2„. й._ =j±rn,R, =^^-1)''^-
' \U1V2-U2V1J к 

Аналогичные утверждения справедливы и для коэффициентов КГ группы 
SU{1,1). Для коэффициентов КГ групп SU{2) и SU{1,1) в когерентном и 
смешанных базисах получены аналоги формул ортонормированности, ин­
тегральные представления, производящие функции и выписаны соотноше­
ния симметрии. Отмечено, что смешанные коэффициенты (9) естествен­
ным образом возникают при рассмотрении матричных элементов неприво­
димых тензорных операторов в КС. 

В третьей части строится и изучается поле на группе Пуанкаре. 
Основным объекаюм исследования в этой части работы является ска­

лярное поле на группе Пуанкаре. Скалярное поле на группе Пуанкаре 

file:///U1V2-U2V1J
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f'[x', г') = f{x, z), где fix, z) = TL{g)f{x, z), зависит от координат x в про­
странстве Минковского (являющегося однородным пространством группы 
Пуанкаре) и координат z на подгруппе Лоренца. Комплексные координаты 
Z описывают спиновые степени свободы. В главе 7 мы развиваем общую 
схему анализа на основе построения правого Тц{д) и левого Tiig) обоб­
щенных регулярных представлений группы, которую затем применяем в 
главах 8,9,10 к пространствам 2, 3, и 4 измерений соответственно. Здесь 
мы для краткости рассмотрим общую схему на примере четырехмерного 
псевдоевклидова пространства. 

Как известно, преобразования группы Пуанкаре 

х'" = Ai'X + а" (32) 
в пространстве Минковского (т/̂ ,/ — diag(l, —1,—1, —1)) с координатами 
X = (ж'', fj, = 0,1,2,3) задается парами (а, Л), где а — (а**) - произвольный 
вектор и матрица Л 6 0(3,1). Для них справедлив закон композиции 

(«2, Лг) (ai, Лх) = (аг + ЛгОх, Л2Л1). (33) 

Любая матрица Л может быть представлена в одной из четырех форм: 
Ло,ЛДо,Л«Ло, ЛД^Ло. Здесь Ло G 50о(3,1), где 50о(3,1) - связная 
компонента группы 0(3,1), и матрицы Л^ = diag(l, —1,—1, —1), Л( = 
diag(—1,1,1,1) отвечают пространственному отражению Is и отражению 
времени It. Пары (а, Ло) с законом композиции (33) образуют группу, яв­
ляющуюся полупрямым произведением группы трансляций Г(4) и группы 
вращений 50о(3,1), которую мы обозначим как Мо(3,1). 

Рассмотрим теперь универсальную накрываю1цую для Мо(3,1). Эта 
группа, которую мы обозначим как М(3,1), является полупрямым произ­
ведением Т(4) и SL{2,C). Как известно, существует взаимнооднозначное 
соответствие между векторами v пространства Минковского и 2 х 2 эрми­
товыми матрицами V (мы используем два набора 2 x 2 матриц а^ — (сто, (Тк) 
и сг̂  = {(То, -сгк)): 

v^a^, v" =-TriVa"). (34) 

Собственные преобразования Пуанкаре х' = AQX + а можно теперь пере­
писать в виде 

X' = ихи^ + А, (35) 
где X — x^'a^i, А = а'̂ сг̂ , к U G SL{2, С) (две различные матрицы ± [ / 
отвечают каждой Ло). Элементы М(3,1) задаются парами {А, U) с законом 
композиции 

(^2, Щ){Аг, Щ) = {U^A.Ul + А2, U2U1). (36) 
Перейдем теперь к введению скалярного поля на группе Пуанкаре. Хоро­

шо известно, что любое НП группы G содержится (с точностью до эквива­
лентности) в разложении обобщенного регулярного представления (ОРП). 
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Рассмотрим левое ОРП Тх,(5), действующее в пространстве функций f{h), 
/i € G, на группе: 

ni9)fih) = f'ih) = f{g-'h), 9 € G. (37) 

Как следствие (37) имеем 

f'{h') = f{h), h' = gh. (38) 

Для случая группы М(3,1) воспользуемся параметризацией элементов 
двумя 2 x 2 матрицами (одной эрмитовой и одной из SL{2,C)), описан­
ной выше. В то же время, используя эту параметризацию, мы выберем 
следующие обозначения: 

д^{А,и), h^{X,Z), (39) 

где А,Х - 2x2 эрмитовы матрицы и U,Z £ SL{2, С). Отображение h ■f> 
{X, Z) порождает соответствие 

h <r^ (ж, z,z), где X = (ж''), z = (z^), z = (z^), 
/1 = 0,1,2,3, a = 1,2, ziZ2-22^1 = 1, (40) 

с помощью соотношений 

X = x V „ Z = ( ^ J g ) G 5 L ( 2 , C ) . (41) 

С другой стороны, мы имеем соответствие h' ч^ [x',z',^), 

h! = gh^ {X', Z') = {А, U){X, Z) = (C/XC/+ + A, UZ) о {x', z'J), 
X' = UXU+ + A, Z'^ UZ. 

Соотношение (38) принимает вид 

f'{x',z',z:) = f{x,z,z), (42) 
ж''' = ( Л o ) V + a^ Ао^иеЗЬ{2,С), (43) 
z'a = Ujzp, ^ = Ujz^, ZiZ2 - ZlZi = !^ii2 " 4 l l = 1- (44) 

Соотношения (42)-(44) допускают важную для дальнейшего интерпрета­
цию. Мы можем рассматривать х и ж' как пространственно-временные ко­
ординаты в пространстве Минковского М(3,1)/SL{2, С) в различных ло-
репцевых системах отсчета, связанных преобразованием собственной груп­
пы Пуанкаре, а наборы z,z и г/, г' (координаты на SL{2,C)) - как спино­
вые координаты в этих лоренцевых системах. Преобразуясь согласно (44) 
по двумерному спинорному представлению группы Лоренца, переменные 
Z и Z инвариантны относительно трансляций, как это можно ожидать для 
спиновых степеней свободы. Т.о., мы можем трактовать наборы 
координаты точек в координатно-спиновом пространстве с законом пре­
образования (43), (44) при переходе от одной лоренцевой системы от­
счета к другой, а соотношение (42) как закон преобразования скалярных 
функций на координатно-спиновом пространстве. 
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Так как набор {x,z,z) находится во взаимнооднозначном соответствии 
с элементами группы М(3,1) и имея в виду данную интерпретацию, мы 
будем также называть функции (42) скалярными функциями на группе 
Пуанкаре. 

Различные функции такого типа отвечают различным представлениям 
группы М(3,1), и задача классификации НП этой группы сводится к за­
даче классификации скалярных функций на координатно-спиновом про­
странстве. Рассмотрение естественно ограничить скгилярными функциями, 
аналитическими как по z, z, так и по z, ̂  (то есть функциями, дифферен­
цируемыми по этим аргументам). 

Далее функции на группе Пуанкаре М(3,1) мы обозначим как 
f{x,z,z,z,z) = / ( x , z ) , z - {z,z,z,z). (Для функций на группах M{D, 1) 
и M{D) мы будем использовать аналогичные обозначения, понимая под 
Z соответствующий набор спиновых координат.) Как следствие унимоду-
лярности матриц U существуют инвариантные антисимметричные тензо­
ры е«^ = -е^" , е"^ = - е^" , е̂ ^ = е^^ = 1, ей = eij = - 1 . Поднятие и 
опускание спинорных индексов может быть осуществлено по формулам 

za = sc.pz^, z"^£"%, h=e^;z^ *z" = e^%. (45) 

В рамках рассматриваемого подхода обычное описание полей со спином 
посредством многокомпонентных функций возникает при разделении спи­
новых и пространственных переменных. Так как z не пр)еобразуется при 
трансляциях, то функции, зависящие лишь от z, преобразуются по неко­
торому представлению группы Лоренца. Пусть функция / (х , z) допускает 
представление 

f{x,z) = ф-{z)фn{x), (46) 
где ф^{г) образуют базис в пространстве представления группы Лоренца. 
Последнее означает, что функции от преобразованного аргумента (/""(z'), 
z' = gz, могут быть разложены по 0"(z'), 

ф'Чх') = фЧх)Ц"{и). (47) 
Действие группы Пуанкаре на строку ^(z), составленную из ^"(z), сводит­
ся к умножению на матрицу L, зависящую лишь от параметров поворота, 
задаваемых матрицей U G Spin(Z), 1), ф{г') = 0(z)L(C7). Сравнивая разло­
жения функции / ' (х ' , z') = / (х , z) по повернутому базису ф{г') и исходно­
му ф{г), 

/ ' (x ' ,z ' ) ^ ф{z')ф'{x') - ф{х)Ь{и)гР'{х') = ф{гЩх), 

где 'ф{х) - столбец из фп{х), получим закон преобразования тензорных 
полей в пространстве Минковского: 

ф'{х') = Ь{и-^)ф{х). (48) 

Этому закону отвечает представление группы Пуанкаре, действующее в 
линейном пространстве тензорных полей: Т{д)ф{х) = Ь{и~^)ф{А~^{х — 
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а)). Согласно (47), (48) ф{г) и ф{х) преобразуются по контраградиентным 
представлениям группы Лоренца. 

В частности, для скалярных функций на группе Пуанкаре вида 
fi{x,z) = фа{х)г'' и f2{x,z) = фа{х)г'', отвечающих спинорным представ­
лениям группы Лоренца из (46), (48) следует, что 

Ф'Л^') = и/м^1 Ш^') = К^Ь^^)- (49) 
Произведение 'фа{^)ф*''{х) Пуанкаре-инвариантно. 

Таким образом, в разложении скалярного поля на группе Пуанкаре со­
держатся тензорные поля всех возможных спинов и проблема классифика­
ции и построения явных реализаций тензорных полей сводится к проблеме 
разложения левого ОРП на неприводимые. 

Обычно понятие симметрии применяется к РВУ, а не непосредственно к 
полям. В широком смысле операцией симметрии считается произвольный 
оператор В, переводящий решения ф некоторого уравнения в решения Вф 
того же уравнения для каждого ф, принадлежащего множеству решений 
уравнения. Мы сформулируем понятие операции симметрии для полей 
на группе Пуанкаре - как оператора, переводящего поле ф, преобразующе­
еся по данному представлению, в поле Вф, преобразующееся по тому же 
представлению. 

Рассмотрим представление в пространстве скалярных функций на одно­
родном пространстве G/K, К Е G: 

тШ{у) = fb) = fig-'y), 9&G, ye G/K, (50) 

или f'{y') = fiv), где j / = gy. Обозначим пространство скалярных функ­
ций на G/K как VQ/K- Преобразования симметрии скалярного поля на 
G/K могут быть определены как отображения этого поля на себя: 

ф{у) -^ В[ф{у)] е VG/K, (51) 

где оператор В является обратимым. В общем случае В действует как на 
функцию, так и на ее аргументы. Действуя оператором В на (50), получим 

ВТ{д)В~'Вф{у) = Вф{д-'у). (52) 

Пусть теперь преобразование сводится к замене аргументов функций на 
однородном пространстве (замене координат) В{ф{у)) = ф{у), где у = By. 
Отметим, что у —^ у является взаимно-однозначпым отображением, т.к. 
существует обратный оператор В~^. Согласно (52) 

ВТ{д)В-'ф{у) = ф{Ва-'В-Ц), ВТ{д)В-' = Т{д), 

где отображение д -^ д = ВдВ~^ сохраняет групповой закон композиции 
и следовательно задает автоморфизм группы Пуанкаре. 
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Рассмотрим два важных частных случая. 
1. Скалярное поле /(ж) на пространстве Минковского, х G 

M{D, 1)/Spin(£>, 1). Внутренние автоморфизмы 

9 ->■ 90990^, X - > QQX 

отвечают левым конечным преобразованиям группы Пуанкаре при изме­
нении системы отсчета (собственным преобразованиям Лоренца). Внешние 
автоморфизмы группы Пуанкаре 

д -^ ВдВ~^, X -^ Вх 

отвечают пространственному и временному отражениям и масштабным 
преобразованиям (дилатациям). 

2. Скалярное поле f{h) на группе Пуанкаре, h Е M{D, 1). По сравнению 
со случаем однородных пространств G/K с нетривиальной подгруппой К, 
здесь имеется более широкий набор симметрии. А именно, можно умно­
жать h на элемент группы не только слева, но и справа, и для внутренних 
автоморфизмов д -> доддд^ существуют дополнительные преобразования 
координат на координатно-спиновом пространстве: 

9->9о99о^> h-^goh (собственные преобразования Лоренца);(53) 
9 "^ 9o99o^j h -> gohgQ^ (внутренние автоморфизмы); (54) 
д -> ВдВ~^, h -> BhB"^ (внешние автоморфизмы). (55) 

Таким образом, скалярное ноле на группе, кроме симметрии по отноше­
нию к собственным преобразованиям Лоренца, обладает нетривиальными 
симметриями, связанными с внешними (отражения Р,Т и дилатации) и 
внутренними автоморфизмами h -> gohg^^. 

Если явно указать зависимость функций на группе от г, то комплекс­
ное сопряжение /(ж, z, г) -^ /(ж, z, —г) также может рассматриваться как 
замена аргументов функции. Как мы увидим ниже, при более подробном 
рассмотрении дискретных симметрии, оно отвечает зарядовому сопряже­
нию. 

Рассмотрим теперь максимальный набор коммутирующих операторов 
на группе Пуанкаре и связанные с ним вопросы интерпретации кванто­
вых чисел и построения РВУ. Согласно теории гармонического анализа 
на группах Ли максимальный набор коммутирующих операторов состоит 
из операторов Казимира, коммутирующих со всеми (левыми и правыми) 
генераторами, и одинакового числа функций левых и правых генерато­
ров. Общее число коммутирующих операторов равно числу параметров 
группы. При разложении левого ОРП неэквивалентные НП различаются с 
помощью операторов Казимира, состояния внутри НП с помощью опера­
торов, являющихся функциями левых генераторов, а эквивалентные НП с 
помощью операторов, являющихся функциями правых генераторов. 

Генераторы левого ОРП отвечают трансляциям и вращениям, 

Pfi = —гд/дх'^, Jftv = Lfiv -t- Sfiv, (56) 
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где Li^v = i{xiidv — х„дц) - операторы проекций углового момента, а 5 ^ -
операторы проекций спина, зависящие от z и d/dz. Для правых генерато­
ров имеем 

p^ = - (L -» (z ) ) /p . , J « = 5 ^ „ (57) 
где L G 50(3,1) . Операторы правых трансляций могут быть также запи­
саны в виде Р^ = —Z~^P{Z~^)^; операторы S ŷ и 5^, - это левые и правые 
генераторы SL{2,C), действующие в спиновом пространстве и зависящие 
только от Z. 

Все правые генераторы (57) коммутируют со всеми левыми (56) и 
удовлетворяют тем же коммутационным соотношениям. Для операторов 
проекций спина удобно использовать трехмерные векторные обозначения 
Sk = 2^jkS'^, Вк = Sok-

Для классификации функций на группе Пуанкаре надо использовать 
максимальный набор из 10 коммутирующих операторов (включающий так­
же правые генераторы) на группе, например 

р„ W^ pS, Ŝ  - В\ SB, S^, Bl (58) 

В системе покоя pS = О, и максимальный набор может быть получен из 
(58) заменой pS на ^з- Функции f{x,z,z) и f{x,z,z) (соответствующие 
подпространства обозначим как V+ и К.) зависят от 8 действительных 
параметров, и следовательно, для них можно рассматривать только 8 опе­
раторов: 

р^, Ж^, pS (5^ в системе покоя), р^Т'', S^. (59) 

В отличие от операторов SB и В^ из (58), все операторы из набора (59) ин­
вариантны относительно пространственного отражения и этот набор удо­
бен для описания состояний с определенной четностью. Операторы Г'' за­
висят от Z и д/дх: 

Г" I {^'^"кда + Cy''aaZ''d<') - С.С, (60) 

где да — д/дг", 9" = д/dz^. Для функций из пространств V+ и V- можно 
показать, что если собственное значение Р/^Т^ равно ±.ms, где m - масса, а 
2s - степень полинома (собственное значение S^), то собственное значение 
оператора W^ также фиксировано и отвечает спину s. 

Рассмотрим подробнее найор (58). Наряду с операторами импульса р^, 
оператором Лгобаньского-Паули W'^ и оператора спиральности p J = pS 
этот набор содержит четыре функции правых генераторов группы Пу­
анкаре. К последним относятся два оператора Казимира спиновой груп­
пы Лоренца (т.е. группы, действующей только на спиновые координаты) 
S2 - В2 - (S«)2 - (В«)2, SB = S^B^ НП (л , J2) группы Лоренца марки­
руются собственными значениями этих операторов, а именно, операторы 
S^ — В^ ± 2jSB имеют собственные значения 2ji{ji + 1) и 2j2(j2 -|-1). Для 
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конечномерных представлений группы Лоренца функции /(ж, z) являются 
* * полиномами степени 2ji и 2_;2 по z,z_ и z,z_ соответственно. 

Операторы §^,В^ задают аддитивные квантовые числа. Здесь надо 
отметить близкую аналогию с теорией нерелятивистского ротатора, где 
в качестве волновых функций рассматриваются не функции на сфере 
SU{2)/U{1), а функции на всей группе вращений SU{2) и два набора опе­
раторов: операторы углового момента в инерциальной лабораторной систе­
ме отсчета (генераторы в левом ОРП J/") и операторы углового момента 
во вращающейся системе отсчета, связанной с телом (генераторы в правом 
ОРП J/^). Классификация состояний ротатора основана на использовании 
максимального набора коммутирующих операторов, включающего кроме 
J^ и J^ также J^. Оператор J^ различает эквивалентные представления 
в разложении левого ОРП группы вращений и отвечает квантовому чис­
лу, не зависящему от выбора лабораторной системы, играющему важную 
роль в теории молекулярных спектров. В 3-|-1-мерном случае имеется два 
аналога J^, а именно В^ = SQ^ и S3* = S^, действующих в пространстве 
функций на группе Пуанкаре. 

Знак S^ различает поля частиц и античастиц и 5^* можно интерпретиро­
вать как СРТ-заряд. Этот заряд изменяет знак при СРТ-преобразовании 
и является целым или полуцелым соответственно для частиц с целым и 
полуцелым спином. 

Построение РВУ выглядит как выделение инвариантных подпро­
странств в пространстве скалярных функций на группе Пуанкаре. В пред­
лагаемом подходе уравнения имеют одинаковую форму для всех спинов. 
Выделение компонент с фиксированными спином и массой проводится 
фиксацией собственных значений операторов Казимира группы Пуанка­
ре (или оператора Р/^Г''). Фиксируя далее представление группы Лоренца, 
по которому преобразуется ^(z) в разложении 

f{x,z) ^ ф"{х)ф„{х), 

можно получить РВУ в стандартной многокомпонентной записи. 
В качестве простого примера рассмотрим линейные по z функции, отве­

чающие спину 1/2. ЕЗсли поле, отвечающее частицам, описывается функ­
цией f{x,z,z) е V+, 

fix,z,i) = xa{x)z'' + r{^)L = гоЩх), ZD = (z« h.), Щх) = f̂  Д \ 
\ip<^{x)/ 

(61) 
то поле, отвечающее античастицам, описывается функцией f{x,z,z) G V_, 

f{x, Z, I) = Xa{x)z" + r (X)ZA = Zjy^ix), Zjj = ( 1 ° *Za), (62) 

где ZD и Z_u (a следовательно и биспинор Ф(а:) в обеих формулах) одина­
ково преобразуются под действием собственной группы Пуанкаре М(3,1). 



28 

Подставляя функции ^вФ(х) (61) или Z_D^{^) (^2), характеризующиеся 
5f = ±1/2 соответственно и ji + J2 = 1/2, в уравнение 

{p^r''-ms)f{x,z) = 0, (63) 

и сравнивая коэффициенты при z" п z/, или при г" и гд в левой и правой 
частях, получим уравнение Дирака 

P,7>'^D{X) = m4fo{x), ' 7" = ( ^, '"Q ) • (64) 

Матрица 7^ = diag{<T'̂ , —ст"} отвечает оператору киральности Г^ = 
^{z"da—Zji^)+c.c. Аналогично, подставляя функции, характеризующиеся 
5з^ = ± 1 й л 4 - ^ 2 = 1, 

4 - Л P(rr\^'^l.. А- ■,Ь^^('г\1Л>. - Ф. .Г .тЬ' ' -I-h[x^ z) = х.^(а;)г" / + фЛх)г% + r^{x)h,k = ФД^^)^" + \PA^)<f"' 

где 

9" = '̂̂ "a/s-̂ '̂ î  W' = 0, 9 ^ = -q,^ = i ((а^)„^г"г^ + ( ^ ^ ) Й Д " 1 ' ^ ) , 

ФД^) = -^ /"-^а^С^) . F^{X) = - 2 ((<Т;^)а^Х'"^(а;) + {^^)i,^r^{x)) , 

получим уравнение Даффина-Кеммера, и т. д. В главе 10, кроме подроб­
ного рассмотрения наборов коммутирующих операторов (58), (59) и систем 
уравнений на одну скалярную функцию на группе Пуанкаре^ мы показы­
ваем, что развиваемый подход позволяет легко воспроизвести практиче­
ски все известные РВУ В общем случае РВУ со спектром спинов и масс 
могут либо связывать несколько скалярных функций / (х , z) (как общие 
уравнения_Гельфанда-Яглома, и, в частности, уравнения Любаньского-
Бхабба), или описывать объекты с составным спином, отвечающие функ­
циям f{x, Z(i),... Z(„)) одного набора пространственно-временных коорди­
нат X и нескольких наборов спиновых z (как уравнение Иваненко-Ландау-
Келера (Дирака-Келера)). 

Имеется два типа уравнений, описывающих один и тот же спин, один 
на функции / (х , z), где ^"(z) (см. (46)) преобразуется по конечномерным 
неунитарным НП группы Лоренца, и другой на функции / (х , z), где ф'^{ъ) 
преобразуется по бесконечномерным унитарным НП группы Лоренца. В 
матричной записи эти уравнения имеют соответ'ственно конечное или бес­
конечное число компонент (к последним относится, в частности, уравнение 
Майорана). 

Именно этот аспект теории мы подробно рассматриваем в главе 9 на 
примере трехмерного псевдоевклидова пространства. Как известно, суще­
ствуют унитарные НП группы М(2,1), отвечающие дробному спину. Эти 
спины могут быть описаны только с помощью бесконечномерных НП 2+1-
мерной группы Лоренца 50(2,1) ~ SU{1,1), а целые спины - еще и с 
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помощью конечномерных неунитарных НП SU{1,1). Для уравнений, свя­
занных с конечномерными представлениями 2-Ь 1-мерной группы Лоренца, 
плотность тока j° положительно определена при любых полуцелых спи­
нах, а плотность энергии - для любых целых спинах. Для рассматрива­
емых бесконечнокомпонентных уравнений, связанных с унитарными НП 
2+1-мерной группы Лоренца, энергия положительно определена при лю­
бом спине. Кроме того, в отличие от конечномерного случая, скалярная 
плотность гр^гр также положительно определена, что означает возможность 
амплитудно-вероятностной интерпретации ^(z) . 

Рассмотрение поля на группе Пуанкаре позволяет также достичь су­
щественного прогресса в проблеме практических вычислений для много­
компонентных уравнений. В настоящем подходе, благодаря использованию 
спиновых дифференщальных операторов вместо конечно- или бесконеч­
номерных матриц, с технической точки зрения нет существенной разницы 
при рассмотрении уравнений, связанных с различными конечно- или бес­
конечномерными представлениями группы Лоренца. Поэтому настоящий 
подход адекватен для описания высших спинов и уравнений с положитель­
ным энергетическим спектром, допускающих амплитудно-вероятностную 
интерпретацию. В частности, использование спиновых переменных z поз­
волило нам получить компактную явную форму плосковолновых решений 
для произвольного спина (включая дробный спин в 2+1 измерениях). 

В главе 11 рассматриваются дискретные преобразования. Дискретные 
преобразования определяются как частный случай преобразований сим­
метрии скалярного поля на группе Пуанкаре, для которых выполняется два 
условия: во-первых, квадрат преобразования равен тождественному пре­
образованию; во-вторых, произведение дискретных преобразований снова 
является дискретным преобразованием. 

Пространственное отражение Д переводит х = (ж", х*) в х = (х°, —х*), 
или в терминах 2 x 2 эрмитовых матриц X -^ X = х>^сГц — х>'а^. Используя 
соотношение X = а^Х^ог и тождество (T2U(T2 — {U^)~^, где U S SL{2,C), 
получим как следствие закона преобразования X (35) 

It = [U^y^XU-^+ А. (65) 

Т.о., X преобразуется с помощью элемента {А, {U^)~^) группы М(3,1). Со­
отношение {А, и) —)• (Л, {и^)~^) задает автоморфизм собственной группы 
Пуанкаре. 

Аналогично рассматривается отражение времени It и пространственно-
временное отражение 1х = Islu в результате получим: 

/ « : Х^Х^ {A,U)^{A,{U^)-^); (66) 
It: Х^-Х, ( A f / ) ^ ( - A , ( t / t ) - i ) ; (g7) 
h: X^-X, {A,U)-> {-A,U). (68) 

Эти соотношения задают внешние инволютивные автоморфизмы группы 
Пуанкаре, один из которых является произведением двух других. Автомор­
физмы д -^ Igl~^ (как внутренние, так и внешние) генерируют следующие 
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преобразования левого ОРП группы Пуанкаре: 

Щд) -> 1Ы9)Г' = ЫУ-'), (69) 
т -> ifih) = fiihM), (70) 

где (70) задает отображение пространства функций /(/i) на себя, отвеча­
ющее автоморфизму (69). 

Законы преобразования (Л, U) и {X, Z) при автоморфизмах отвеча­
ют пространственному и временному отражениям и задаются формулами 
(66)-(68) и 

/ , : {X,Z)^{XA.Z^)-\ (71) 
If. {X,Z)-^{-X,{Z^)-% (72) 
h: {X,Z)^{-X,Z), (73) 

Т.о., рассматриваемые автоморфизмы отвечают замене аргументов скаляр­
ных функций /(Л) на группе согласно формулам (71)-(73). 

Непрерывные преобразования (44), отвечающие лоренцевым поворотам, 
не перемешивают z" и z" (и их комплексно сопряженные z", z"). Следо­
вательно, четыре подпространства функций f{x, z), f{x, z), /(ж, z), f{x, z) 
инвариантны no отношению к преобразованиям собственной группы Пу­
анкаре. Согласно (71),(72) подстановка 

z" О -h,, f <-> Ai, (74) 

отвечает пространственному и временному отражениям /s, It. Эта подста-
повка переводит функции от г" в функции от 2^. Т.о., пространство скаляр­
ных функций на группе содержит два подпространства функций f{x,z,z) 
и f{x,z_, z) (обозначенных выше как У+ и V_), инвариантных по отношению 
как к собственным преобразованиям группы Пуанкаре, так и дискретным 
преобразованиям 1^ и /<. Комплексное сопряжение 

С: Т{д)-^Т{д), f{h)^f{h), (75) 

(где сопрягаются как функции, так и комплексные аргументы z, z) отобра­
жает указанные подпространства друг на друга. Преобразование (75) поля 
f{h) отождествляется с зарядовым сопряжением, которое связывает поля 
частиц и античастиц. 

В отличие от отражения времени, вигнеровское обращение времени опре­
деляется как преобразование, сохраняющее знак энергии. Для описания 
обращения времени Т и СРТ-преобразования (где Р = 1^) необходимо 
рассмотреть как внешние (55), так и внутренние (54) автоморфизмы соб­
ственной группы Пуанкаре. А именно, СРТ = Ixh-, где Iz определяется 
как 

/ . : {X,Z)-^{X,Z{-ia2)) (76) 
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и является произведением внутреннего автоморфизма iX,Z) —>• 
{X , (Z^)~^) и вращения на угол тт. Вигиеровское обращение времени яв­
ляется произведением Т = hCIt-

Показано, что теория представлений собственной группы Пуанкаре 
М(3,1) предполагает существование 5 нетривиальных независимых дис­
кретных преобразований, отвечающих инволютивным автоморфизмам 
группы. В качестве таких преобразований можно выбрать пространствен­
ное и пространственно-временное отражения PHIX, зарядовое сопряжение 
С, обращение времени Т; пятое преобразование для большинства физиче­
ски интересных полей (кроме майорановскохх)) сводится к появлению фа­
зового множителя. 

Используя явный вид базисов НП группы Лоренца в пространстве функ­
ций от Z, в разделах 11.4 и 11.5 мы устанавливаем законы преобразований 
спин-тензорных полей общего вида. В качестве простого примера рассмот­
рим линейные по z функции (61) и (62), отвечающие спину 1/2. Согласно 
(71), (74) для пространственного отражения получим 

* 

/,: гоЩх)^гп^^'\х), ФМ(*) = - (5^"||) - 7°Ф(̂ ), 

и соответственно для отражения времени Ф^*'(ж) = 7''Ф(~ж). Зарядовое со­
пряжение отвечает комплексному сопряжению в пространстве скалярных 
функций на группе, и согласно (75) имеем 

С : гвЩх)-^ЕоЩх) - ^o*W(x), Ф{х) = -( ^^^^^Л = п4{х). 

Наконец, используя (76), получим 

h ■ .гвФ(х)^Жд7'Ф(з;). 

Отметим, что /г, как и С, переводит частицы в античастицы. Т.о., мы 
вывели законы дискретных преобразований без использования РВУ. 

В разделе 11.7 проводится построение представлений расширенной груп­
пы Пуанкаре в пространстве функций / ( г , z). В разделах 11.8-11.10 реше­
ния основных типов РВУ классифицируются по представлениям расши­
ренной группы, что позволяет, в частности, решить имеющий длительную 
историю вопрос о смысл знака массового члена уравнений с полуцелым 
спином. Затем развитая схема анализа применяется к пространству 3 из­
мерений. 

В прилолсения вынесен вспомогательный материал по теории пред­
ставлений групп Лоренца и Пуанкаре в пространствах 3 и 4 измерений. 

В заключении сформулированы основные результаты и выводы. 
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ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ И ВЫВОДЫ 

1. Предложена схема построения теории амплитуд вероятности, дана 
теоретико-групповая трактовка основных ее распределений. Установлены 
аналоги закона больших чисел и предельных теорем для амплитуд вероят­
ности, связанные с переходом к классическому пределу в соответствующих 
квантовомеханических задачах. 

2. Построены и изучены псевдодифференциальные уравнения, описыва­
ющие скачкообразные марковские процессы для вероятностей и амплитуд 
вероятности. 

3. Построены и подробно изучены КС групп SU{N) и SU{N,1), отве­
чающее им исчисление символов на комплексных пространствах СР^ = 
SU{N + 1)/SU{N) и CD^ = SU{N,1)/SU{N), проанализирован переход 
к классическому пределу. Различные типы НП групп SU{N) построены в 
пространствах полиномов от коммутирующих и антикоммутирующих пе­
ременных. 

4. Квазиклассические релятивистские уравнения для частицы в неабеле-
вом поле получены как уравнения для эволюции КС групп SU(N) и указана 
область их применимости, при этом для фундаментальных НП получены 
уравнения, существенно отличающиеся от квазиклассических. С помощью 
символов строится интеграл по путям для частицы в неабелевом поле, при­
чем в зависимости от типа представлений групп SU{N) используются ком­
мутирующие либо антикоммутирующие переменные. 

5. Подробно исследованы коэффициенты Клебша-Гордана (КГ) групп 
517(2) и SU{1,1) в базисе КС и впервые введенные коэффициенты КГ в 
смешанных базисах. Показано, что последние могут быть выражены че­
рез полиномы Якоби. Теория коэффициентов КГ формулируется единым 
образом для различных типов базисов. 

6. Построено и изучено скалярное поле на группе Пуанкаре (для про­
странств 2,3,4 измерений), включающее поля всех спинов и служащее про­
изводящей функцией для спин-тензорных полей. Показано, что это поле 
замкнуто также относительно дискретных преобразований. 

7. Явный вид спиновых операторов для поля на группе Пуанкаре не 
зависит от величины спина. Эти операторы строятся как операторы диф­
ференцирования по спиновым переменным z. Переход к обычному описа­
нию посредством многокомпонентных функций ^„(ж) отвечает разделению 
пространственно-временных и спиновых переменных. 

8. Различные типы релятивистских волновых уравнений (РВУ) получа­
ются в рамках разложения скалярного поля на группе Пуанкаре с помо­
щью различных наборов коммутирующих операторов, включающие функ­
ции как левых, так и правых генераторов. Дана интерпретсЩия правых 
генераторов группы Пуанкаре. 

9. Дискретные преобразования определяются как инволютивные авто­
морфизмы (внешние и внутренние) группы Пуанкаре, действующие в про­
странстве функций на группе. На этой основе без каких-либо дополнитель­
ных предположений или использования РВУ выводятся законы преобра­
зования полей и строятся представления расширенной группы Пуанкаре. 
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