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ИЗВЕСТИЯ АКАДЕМИИ НАУК СССР 
BULLETIN DE L'ACADEMIE DES SCIENCES DE L'URSS 

Серия математическая e ( i 9 4 i ) , з-14 Serie mathematique 

A. H. КОЛМОГОРОВ 

ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ И ЭКСТРАПОЛИРОВАНИЕ СТАЦИОНАРНЫХ 
СЛУЧАЙНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ 

Устанавливаются спектральные условия для возможности экстра­
полировать и интерполировать стационарные случайные последователь­
ности по достаточно большому числу членов с любой заданной точ­
ностью. 

Введение 

Пусть каждому целому t (— оо <^ t < + оо)соответствует действитель­
ная случайная величина x(t) с конечным математическим ожиданием 
квадрата. Последовательность {x(t)} случайных величин x(t) будем 
называть с т а ц и о н а р н о й , если математические ожидания * 

m = Mx(t) 
и 

В(к) = М [{х {t + k)- т) {х {t) - т)] 

не зависят от t. Без ограничения общности можно положить 

m = Mx(t)=Q. (1) 

Тогда 
B(k) = M[x(t + k)x(t)]. (2) 

Так как 
Щ-к) = В(к), (3) 

то достаточно рассматривать вторые моменты В (к) лишь для к > 0. 
Задача линейного экстраполирования стационарной последователь­

ности, удовлетворяющей условию (1), заключается в подборе при 
заданных п > 0 и т > 0 таких действительных коэффициентов a s, при 
которых линейная комбинация 

L = a1x(t — l) + a2x(t — 2)+ . . . +anx(t — n) 

случайных величин 
x(t — 1), x(t — 2), . . . , x(t — n) 

* Математическое ожидание случайной величины у обозначается далее через М у. 
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доставляет возможно более точное приближение к случайной вели­
чине х(1-\-т). За меру точности такого приближения естественно 
принять математическое ожидание 

e2 = M{x{t + m)-Ly = 
п п п 

= В (0) - 2 V В (т + s) а, + J 2 Я (*> - ?) apaq. 
s = l р = 1 qf=l 

Если вторые моменты В (к) известны, то легко решается задача 
разыскания таких значений коэффициентов я 8 , при которых а2 дости­
гает наименьшего значения. Это наименьшее значение а2 будем обоз­
начать через о% (га, т). 

Очевидно, при увеличении п величина а#(га, гаг) не может возра­
стать. Поэтому существует предел 

l i m <ЗЕ ( П , Т ) = °Е (Т)- (4) 
n-voo 

Определение этого предела и является первой из решаемых в настоя­
щей работе задач. 

Что касается задачи интерполирования, то мы рассмотрим лишь 
случай оценки х (/) по величинам 

•x{t + i)Jx{t + 2)1 ...,x(t + n), 
x(t — l), x(t~2), . . . , x(t — га). 

Для этого случая обозначим через oj (га) минимальное значение мате­
матического ожидания 

а 2 = МИ0-<?)% 
где Q есть линейная форма: 

Q = axx {t + i) + atx {t + 2)+ ... +апх {t + n) + 
+ a-ix(t — l)-\-a-2%(t — 2)+ ... -\-a-nx(t — га) 

с постоянными действительными коэффициентами as. 
При возрастании га величина а2 (я) не возрастает. Поэтому суще­

ствует предел 
l i m а} (га) = о?. (5) 
П~>оо 

Нашей второй задачей является определение а]. Предлагаемое далее 
решение двух сформулированных выше задач было сообщено без 
доказательства в моей заметке (*) *. Оно опирается на понятия, отно­
сящиеся к спектральной теории стационарных случайных процессов. 

Спектральная теория стационарных случайных процессов была 
построена А . Я . Хинчиным для случая непрерывного изменения вре­
менного аргумента t ( 2 ) . Для интересующего нас сейчас случая дискрет-

* В формуле (1) этой заметки допущена опечатка. Правильный вид формулы (!) 
таков: 

lim <*(/) = = — . 
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ной стационарной последовательности подробное изложение теории 
дано в книге Н. W o l d ' a ( 3 ) . Основное значение здесь имеет следующая 
теорема *. 

ТЕОРЕМА 1. Для любой стационарной последовательности {x(t)} 
вторые моменты В (к), можно представить в виде 

В(к) = ~^ cos kldW(l), (6) 
о 

где W (X) есть неубывающая действительная функция, определяемая 
формулой 

оо 

W(l)^B{0)K + 2 ^ ^ s m k l . (7) 

Производная 

неубывающей функции W (X) существует почти всюду, неотрицательна 
и суммируема. Так как 

l o g w ( X ) < t v ( X ) , 

то из суммируемости w(X) вытекает, что интеграл 

P = ± \ l o g W { \ ) d \ (8) 

О 

либо конечен, либо равен — с ю * * . Далее мы доказываем следующую 
теорему: 

ТЕОРЕМА 2. Если Р= — о о , то з*Е (т) = 0 для всех т > 0. Если же 
интеграл Р конечен, то 

°%(m) = ep(l+rt + rl+ ... +г*т), (9) 

где rs определяются из соотношений 
еа^+а^+ • •• = 1 + г£ + г£* + ..., (10) 

1Z 

ah = ~ ^ cos k\ log w (X)cZX. (11) 
о 

Так как w (X) ^ 0, то интеграл 

Л = 1 ( 1 2 ) 
те J w (Я) х ' 

о 
либо конечен, либо равен + оо ***. Мы докажем далее такую теорему: 

ТЕОРЕМА 3. Если / ? = + о о , то о | = 0. Если же интеграл R коне­
чен, то 

3? = 1. (13) 

* См. (»), § 17. 
** Если w [к) — 0 на множестве положительной меры, то считаем Р = — оо. 

*** Если № (А) = 0 на множестве положительной меры, то считаем R = + оо. 
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В моей работе ( 4) построена теория стационарных последователь­
ностей элементов комплексного гильбертова пространства. В § 1 на­
стоящей статьи я показываю, что стационарные случайные последо­
вательности в определенном выше смысле могут рассматриваться как 
частный случай стационарных последовательностей, рассмотренных в ( 4 ) . 
Это позволяет получить сформулированные выше теоремы 1, 2 и 3 
в качестве простых следствий из результатов работы ( 4 ) . 

В дальнейшем изложении ссылки на формулы с номерами из двух 
чисел, разделенных точкой [например ( 8 . 4 4 ) ] , относятся к форму­
лам из ( 4 ) . 

1. Стационарные случайные последовательности и геометрия гильбер­
това пространства 

Будем исходить из аксиоматики и построения основных понятий 
теории вероятностей, предложенных в моей книге ( 5 ) , с тем изменением, 
что рассматриваемые далее случайные величины могут принимать не 
только действительные, но и комплексные значения *. 

Рассмотрим множество § всех случайных величин х какого-либо 
борелевского поля вероятностей (F, Р) , имеющих конечное математи­
ческое ожидание квадрата абсолютной величины, считая при этом 
эквивалентные случайные величины (т. е. случайные величины, отли­
чающиеся друг от друга лишь с вероятностью равной н у л ю ) за то­
ждественные. Введем в § скалярное произведение 

{х,у) = М(ху). (14) 

Норму в § определим формулой 

||я||« = (я ? я) = М | я | я , (15) 

сложение же элементов § и их умножение на комплексные числа 
будем понимать в обычном смысле. 

Легко проверить, что множество § при установленных сейчас 
определениях удовлетворяет постулатам А, В и Е книги М. Stone'a ( в ) , 
т. е. всем постулатам а б с т р а к т н о г о у н и т а р н о г о п р о с т р а н ­
с т в а . 

Пусть теперь {x(t)} есть стационарная последовательность действи­
тельных случайных величин x(t) поля вероятностей (F,P) в смысле, 
принятом во введении, удовлетворяющая дополнительному условию (1). 
Тогда в силу (2) и действительности x(t) 

В (к) = М [х (t + к) х (*)] = (x\t + &), х (0). 

* Комплексная функция определенная на множестве Е элементарных 
событий С, называется с л у ч а й н о й в е л и ч и н о й , если при любом выборе 
действительных чисел а и & множество всех £, для которых действительная и мни­
мая части х (t) удовлетворяют соответственно неравенствам Rx (§) < а, 1х (§) < Ь, 
принадлежит системе F. 
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Так как, по определению, В (к) не зависит от t, то {x(t)} является 
стационарной последовательностью элементов пространства § в смысле ( 4 ) . 

В ( 4 ) я рассматриваю стационарные последовательности, лежащие 
в гильбертовом пространстве, т. е. в пространстве, удовлетворяющем, 
кроме постулатов А, В и Е, еще постулатам С и D книги М. Stone'a ( 6 ) . 
Это ограничение, однако, несущественно. В самом деле, обозначим 
через Нх минимальное замкнутое линейное подпространство простран­
ства § , содержащее все элементы последовательности {x(t)}. Легко 
доказывается, что Нх сепарабельно, т. е. удовлетворяет постулату D. 
Сепарабельное унитарное пространство или само является гильберто­
вым (т. е. удовлетворяет, кроме А, В, D и Е, еще постулату С) или 
конечномерно и в последнем случае может быть расширено до неко­
торого гильбертова пространства Я . 

Таким образом, к последовательности {x(t)} можно применить, 
полагая 

B(k) = Bxx(k) = (x(t + k),x(t)), (16) 

все результаты, полученные в ( 4 ) . 

2. Доказательство теоремы 1 

В силу (3) и (16) в случае действительных случайных величин х (t) 

Вхх(-к) = Вхх(к). (17) 

Поэтому из формулы (3.10) получаем 

Wxx (X) = Вхх (0) \ - 2 е ~ ш = 
/ г ф О 

оо 

= Вхх(0)Х + 2 ^ - ^ ^ в Ы к к . (18) 

Из (18) вытекает, что 
Wxx{-k)=-Wxx{k). (19) 

Наконец, из (3. 1), (3. 9) и (19) получаем 
+% 

B(k) = Bxx(k)=\e"*dFxx(\) = 
-ТС 

+тс тс 

= ^ ^ е Ш d W x x W=1$ 0 0 8 к х dW**{к)- <20) 

Из формул (18) и (3.9) и .теоремы 2 работы ( 4 ) ясно, что Wxx(k) 
есть действительная неубывающая функция. Вместе с равенствами (18) 
и (20) это показывает, что функция 

W{l) = Wxx(X) 

удовлетворяет требованиям теоремы 1. 
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3. оЕ (т) в общем случае 

Обозначим, следуя ( 4), через Hx(t — 1) минимальное линейное зам­
кнутое подпространство пространства Я л , содержащее элементы 

x(t — l), x(t — 2), ... , x(t — n), ... 

Элемент x(t + m) при любом т > 0 единственным образом предста­
вляется в виде 

x{t + m) = b{t — l,m) + A(t — l,m), (21) 

где i(t — l ,m) принадлежит Hx(t — 1), a A(£ — l ,m) ортогонально 

Легко показать, что в случае стационарной последовательности 
действительных случайных величин * 

о2

Е(т)= || Д(*-1 ,от) | | \ . (22) 

В общем случае стационарных последовательностей в смысле (4) будем 
считать (22) за определение величины аЕ(т). 

Если последовательность {x(t)} сингулярна, то Hx(t — 1) = HX, 
и следовательно 

а%(т) = 0. (23) 

Если последовательность {# (t)} не сингулярна, то по формуле (7. 8) 
оо 

x{t + m) = sx(t + m) + 2lc(*)ux(t + m-n). (24) 

Так как sx(t + m) и ux{t-\-m — п) при п^>т лежат в Hx(t — 1), 
а их(t + m — n) при п ортогональны Hx(t — 1), то сопоставле­
ние (21) с (24) дает 

A(t^l,m) = c^ux(t + m) + c[^ux(t + m^l)+ ... +с%> uk(t). (25> 

Так как элементы ux(£ + 0 попарно ортогональны и нормированы, то 
из (25) вытекает 

&{т) = \\Ь{1-1,т)\\* = №У + (СЮГ + . . . + (с£>). (26) 

* Как известно, |) Д (t — 1, т) || равняется «расстоянию» точки х (t + m) от про­
странства Яд. (г — 1), т. е. нижней грани расстояний || х (t + т) — у || для всех # 
из Hx(t.— 1). Так как элементы вида 

I/ = ахх (« — ! ) + а 2 # (I —2) + . . . + a n # (t — гс) 
всюду плотны на Hx(t - 1), то | |Д(* — 1, т ) [| равняется также нижней грани рас­
стояний j . 

: \\x(t + m)-L\\ = YM\x[t + m)-L\*. (•) 

Если все х (s) являются действительными случайными величинами, то нижняя 
грань выражения (*) не изменяется при ограничении одними действительными 
коэффициентами а л , в этом же случае она, очевидно, совпадает с о (т). 
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4. о% (т) в действительном случае 

Для стационарных последовательностей действительных случайных 
величин из формулы (26) легко вывести теорему 2. Этому выводу 
посвящен настоящий параграф. 

В силу формулы (3.9) имеем 

Из (19) вытекает, что 

(v(_X) = <v(X), (28) 

Пользуясь (27) и (28), получаем 
,' + Т С • ТС 

$ log / я х (X) dX = 2 ^ log w (X) dX - 2т: log 2*. (29) 

Формула (29) вместе с теоремой (23) из ( 4) показывает, что равенство 
тс 

P = l jj logw(\)d\= - о о 

о 
необходимо и достаточно для сингулярности последовательности {x(t)}. 
Мы уже видели в § 3, что в этом и только в этом случае 

о | . ( т ) = 0, (30) 

Если последовательность {x(t)} не сингулярна, то из (8.44) и (29) 
вытекает 

+ТС 

(с<*>)2 - 2т. ехр ( 1 $ log fxx (X) f/x) ^ 

-ТС 
тс 

= exp.( : i -^ l o g w X d ^ = e p . (31) 
о 

В том же предположении, что последовательность {х (t)} не сингу­
лярна *, из (8. 31), (27) и (28) заключаем, что при к ^ 0 

+ ТС тс 

-тс ^ о 
+ ТС : +ТС 

} (32) 

6 ^ = 1 ^ einftXlog/ je i(X)dX = l . ^ 8inftUog(v(X)dX = 0. 
— ТС -ТС 

Из (8.16) , (8 .29) , (8.30) и (32) вытекает, что 
оо 

• 2 с»х)сп=г* ю - г* (°) "ёЦ-=г* (°) ̂ <С)-д*<0)= 
со 

= с<*>ехр(24ж)!^)- (33) 

п = 0 

ft=l 

* Как указано в теореме 23 из ( 4 ) , формулы (8.16), (8. 29), (8. 30) и (8. 31) 
применимы к любой несингулярной последовательности. 
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Положив 
» со 

ехр ( ^ а%К* ) = 1 + г,С + г& + ..., (34) 
k=l 

имеем из сравнения (33) с (34) 

^ = г п . ' (35) 

Из (35) и (26) вытекает 

cE(m) = (c(x)f(l + rl + rl+ ... +г*т). (36) 

Формулы (30), (31) и (36) полностью доказывают теорему 2. 

5. Определение а| 

Обозначим, следуя ( 4), через Hx{t) минимальное линейное замкну­
тое подпространство пространства Нх, содержащее элементы 

x(t + l), x(t + 2), ... , x(t + n) . 
x{t — 1), x{t — 2), . . . , x(t — n), ... 

Элемент я (t) однозначно представляется в виде (10. 3): 

s(0 = v(0 + 8(0> 

где v(£) лежит в Hx(t), а о (г) ортогонально Hx(t), Легко показать, 
что в случае стационарной последовательности действительных случай­
ных величин 

°! = Ц8(')112 = <Й. (37) 

По теореме 24 из (4) 

d % = + %

{ 2 ^ , (38) 

5 /. (Я) 

причем в случае бесконечности интеграла в знаменателе правой частм 

<й = 0. 

Из (37), (38), (27) и (28) заключаем, что 

С dX 

о 

что и доказывает теорему 3. 

Математический институт им. В. А. Стеклова Получено 
Академии Наук СССР 26. XI. Itt& ' 

• 
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A. KOLMOGOROFF. INTERPOLATION UND EXTRAPOLATION 
VON STATIONAREN ZUFALLIGEN FOLGEN 

ZUSAMMENFASSUNG 

Es moge jedem ganzen t ( — oo < t < o o ) eine reelle zufallige Grosse 
x(t) mit endlicher mathematischen Erwartung des Quadrats entsprechen. 
Die Folge {x (t)} der zufalligen Grossen x (t) werden wir s t a t i o n a r nen-
nen, wenn die mathematischen Erwartungen 

m = Mx(t) 
und 

B{k) = M[{x{t + k)-rn) (x(t)-m)] 

von t nicht abhangen. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit kann man 

т = Мя(0 = 0 (1) 

setzen. Dann haben wir 
B{k) = M[x(t + k)x(t)]. (2) 

Da 
В(~к) = В(к) (3) 

ist, so genfigt es die zweiten Momente В (к) nur fur k^0 zu betrachten. 
Die Aufgabe der linearen Extrapolation der stationaren Folge, die 

der Bedingung (1) genugt, besteht in der Bestimmung bei gegebenen 
n > 0' und m ^ 0 solcher reeller Koeffizienten a s, fur die die lineare 
Kombination 

L = aix(t — l) + a2x(t — 2) + . . .+anx(t--n) 

der zufalligen Grossen 
x(t — 1), x{t — 2) , . . ., x{t — n) 

die bestmogliche Approximation der zufalligen Grosse x(t-\-m) ergibt. 
Fur das Mass der Gtite einer solchen Approximation ist es naturlich die 
mathematische Erwartung 

n n 

a* = M(x(t + m)-L)* = B(0)-2^В(т + $)а8 + ]g B(p-q)ava^ 
S = l p,o=l 

zu nehmen. 
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Falls die zweiten Momente В (к) bekannt sind, so kann die Aufgabe 
der Auffindung solcher Werte der Koeffizienten a s, fur die a2 minimal 
ist, leicht gelost werden. Diesen kleinsten Wert von a2 werden wir mit 
oE (w, m) bezeichnen. 

Offenbar kann die Grosse oE(n, m) mit wachsendem n nicht zunehmen. 
Daher existiert der Grenzwert 

lim oE(n, m) = GE(m). (4 ) 
n->oo 

Die Bestimmung dieses Grenzwertes ist die erste Aufgabe der vorliegen-
den Arbeit, die in ihr gelost wird. 

Was die Aufgabe der Interpolation anbetrifft, so betrachten wir nur 
den Fall der Abschatzung von x(t) nach den Grossen 

+ x{t + 2),...,x{t + n), 
x(t — l), x(t — 2),...,x(t — n). 

In diesem Fall bezeichnen wir mit oj(n) den kleinsten Wert der ma­
thematischen Erwartung 

0» = M ( 0 5 ( 0 - 0 ) * , 

wo Q die lineare Form 

Q = a1x{t + l) + a%x(t + 2) + ...+anx(t + n) + 
+ a^x(t — l) + a^x(t — Z)+. . .+a__nx(t — n) 

mit konstanten reellen Koeffizienten as bedeutet. 
Mit wachsendem n nimmt die Grosse af (n) nicht zu. Daher existiert 

der Grenzwert 
limo}(w)==of. (5) 
n->oo 

Unsere zweite Aufgabe besteht in der Bestimmung von of. 
Die unten angefuhrte Losung der beiden oben formulierten Aufgaben 

wurde von mir ohne Beweis in meiner N o t e ( 2 ) * mitgeteilt. Sie sttttzt 
sich auf Begriffe aus der Spektraltheorie der stationaren zufalligen Pro-
zesse. 

Die Spektraltheorie der stationaren zufalligen Prozesse wurde fur den 
Fall der stetigen Anderung der Zeitveranderlichen t von A . Khintchine 
[siehe ( 2 ) ] entwickelt. Fur den uns hier interessierenden Fall einer dis-
kreten stationaren Folge ist eine ausfuhrliche Darlegung der Theorie in 
dem Buch von H. Wold ( 3 ) en thai ten. Von fundamentaler Bedeutung ist 
hier der folgende 

* In der Formel (1) dieser Note ist ein Druckfehler unterlaufen 
muss so aussehen: 

- . H m c » ( J ) = *••( /) = . 

Die Formel (1) 

(1) 

0 
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* = - H ^ (12) 

0 

entweder endlich, oder gleich - j -oc *. Wir beweisen nun den folgenden 
SATZ 3. Falls / ? = - f - o o ist, so ist af = 0. Wenn aber das Integral R 

endlich ist, so ist 

a* = 4 . (i3) 

* Wenn Й Р ( А ) = 0 auf einer Menge positiven Masses ist, so setzen wir P = — oo 
und R = 4- o o . 

SATZ 1. Fur eine beliebige stationare Folge {x(t)} konnen die zweiten 
Momente В (к) in der Form 

B(A) = U eoskldW(l) (6) 
о 

dargestellt werden, wo W (I) eine nichtabnehmende reelle Funktion ist, 
die durch die Formel 

oo 

W(k) = B(0)h + 2^^P-sinkl (7) 

bestimmt wird. 

Die Ableitung w (\) = d ^ ~ der nichtabnehmenden Funktion W (к) 

existiert fast uberall und ist nichtnegativ und summierbar. Da 

log w (X) < w (X) 

ist, so folgt aus der Summierbarkeit von w(k), dass das Integral 

i > = -L ^ log w(\)dl (8) 
0 

entweder endlich, oder gleich — o c ist*. Ferner beweisen wir den folgen-
den 

SATZ 2. Falls P= — oo ist, so ist оЕ(т)=^0 fur alle m ^ O . Wenn 
aber das Integral P endlich ist, so ist 

c%(m) = eP (i+rl + rl + ...+r*m), (9) 

wo die rs aus den Beziehungen 

e a i C + a ^ + - = l+ / - 1 C + r 2 ^ + (10) 

ak — ~ cos kk log w(k)dk ( 1 1 ) 
6 

bestimmt werden. 
Da w ( X ) > 0 ist, so ist das Integral 
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In meiner Arbeit ( 4 ) ist die Theorie der stationaren Folgen von Ele~ 
menten des komplexen Hilbertsehen Raumes entwickelt worden. In §1 
der vorliegenden Arbeit zeige ich, dass die stationaren zufalligen Fol­
gen in dem oben definierten Sinn als ein Sonderfall der stationaren 
Folgen aufgefasst werden konnen, die in ( 4 ) betrachtet sind. Dies gestat-
tet die oben formulierten Satze 1, 2 und 3 als einfache Folgerungen 
aus den Resultaten der Arbeit ( 4 ) zu erhalten. 


