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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Теория массового обслуживания – это  математическое исследование 
таких систем, в которых в случайные моменты времени поступают требо-
вания (извне или изнутри системы). Они должны быть обслужены систе-
мой на некотором приборе, причем длительность обслуживания в общем 
случае случайна. 

Природа требований и их обслуживания зависит от конкретного вида 
системы. Первые задачи теории массового обслуживания были рассмот-
рены сотрудником Копенгагенской телефонной компании датским уче-
ным А.К. Эрлангом (1878 – 1929) в период между 1908 и 1922 годами. Эти 
задачи были вызваны к жизни стремлением упорядочить работу телефон-
ной сети и разработать методы, позволяющие заранее рассчитать качество 
обслуживания потребителей в зависимости от числа используемых уст-
ройств. Если под требованиями понимать, например, отказы элементов 
системы или станков и соответственно под обслуживанием их замену или 
ремонт, то многочисленные задачи надежности можно решать методами 
теории массового обслуживания. 

Очень много задач из разных областей техники и экономики удается 
сформулировать и решить с помощью теории массового обслуживания 
методами современной математики. В качестве примеров можно назвать 
различные технические дисциплины (связь, вычислительная техника, тех-
ника измерений, управление и автоматическое регулирование), организа-
цию производства, торговли, транспорта, здравоохранения, военного дела. 
Выявляются все новые сферы применения быстро развивающейся теории 
массового обслуживания. 

Потребности практики привели к необходимости увеличения выпус-
каемых высшей школой специалистов, владеющих основами теории веро-
ятностей, математической статистики, теории случайных процессов и не-
которыми специальными разделами современной прикладной математики. 

Монографии по теории массового обслуживания  [1–3, 5–7, 9–11] 
сложны для первоначального изучения, а в учебной литературе [4, 8, 13] 
акцент делается на изложение таких разделов теории, как асимптотиче-
ские методы, полумарковские процессы, статистика систем массового об-
служивания. В то же  время аналитическое решение задач массового об-
служивания [12, 14] обладает рядом положительных качеств, которых не 
имеют другие методы исследования: оно не привязано к определенным 
числовым значениям параметров системы обслуживания, позволяет нахо-
дить оптимальные решения и делать общие заключения. 

В связи с этим основная задача предлагаемого учебного пособия со-
стоит в изложении наиболее общих методов аналитического исследования 
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систем массового обслуживания с подробностью, необходимой для пер-
воначального изучения. 

В первом разделе учебного пособия даются основные понятия и опре-
деления теории массового обслуживания, вводятся показатели эффектив-
ности систем рассматриваемого класса. Второй раздел посвящен фор-
мальному описанию и исследованию основных типов систем массового 
обслуживания с использованием математического аппарата марковских 
случайных процессов с непрерывным временем и дискретными состоя-
ниями. Анализ специальных систем массового обслуживания на основе 
марковских процессов составляет содержание третьего раздела пособия. В 
четвертом разделе излагаются аналитические приемы, которые приводят 
реальные процессы функционирования систем массового обслуживания к 
марковским. 

Настоящее пособие предназначено, прежде всего, для студентов, обу-
чающихся по специальностям "Автоматизированные системы обработки 
информации и управления" и "Информационные системы и технологии". 
В то же время для понимания и применения изложенного материала дос-
таточно знаний, полученных при изучении дисциплин общеинженерного 
цикла (дискретной математики, теории вероятностей, математической ста-
тистики и теории случайных процессов). Поэтому оно может быть реко-
мендовано также студентам старших курсов широкого круга технических 
и экономических специальностей и направлений подготовки. 
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1. ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА СИСТЕМ МАССОВОГО 
ОБСЛУЖИВАНИЯ 

 
1.1. Основные элементы систем массового обслуживания 

 
Любая система массового  обслуживания (СМО) может включать в се-

бя следующие элементы (рис.1): входящий поток требований (или заявок) 
на обслуживание, очередь, обслуживающее устройство, состоящее из при-
боров (или каналов) обслуживания, выходящий поток. Это поток требова-
ний, покидающих систему. Требования этого потока могут быть обслуже-
ны приборами системы и не обслужены. 

 

 
Входящий поток (один или несколько потоков) представляет собой со-

вокупность требований, которые поступают в систему одно за другим в 
какие-то моменты времени и нуждаются в обслуживании. 

Если с точки зрения обслуживания все требования оказываются равно-
правными, то такой поток характеризуется только моментами времени 
поступления требований и называется однородным. 

Однородный поток называется стационарным, если его характеристи-
ки не зависят от времени. В частности, интенсивность (плотность) стацио-
нарного потока λ  (среднее число требований, поступающих в СМО в еди-
ницу времени) должна быть постоянной. 

Если требования поступают на обслуживание поодиночке, то такой по-
ток требований называется ординарным. 

Если требования поступают на обслуживание через равные промежут-
ки времени, то поток требований называется регулярным. Регулярные 
потоки сравнительно редко используются в теории СМО. Это объясняется 
их свойством “неограниченного последействия”, которое заключается в 
том, что по моменту поступления требования потока можно предсказать 
будущее и восстановить прошлое этого потока. 

Если требования поступают в случайные моменты времени, то, оче-
видно, промежутки времени между этими моментами являются случай-
ными величинами. 
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Поток требований называется рекуррентным (или простым процессом 
восстановления),  если он стационарен, ординарен, а интервалы времени 
между моментами поступления требований представляют собой незави-
симые случайные величины с одинаковым произвольным распределением. 

Приведем пример рекуррентного потока. 
Технический элемент (скажем, микросхема) работает непрерывно до 

своего отказа (выхода из строя); отказавший элемент мгновенно заменяет-
ся новым. Если отдельные экземпляры элемента выходят из строя незави-
симо друг от друга, то поток отказов (он же “поток замен” или ”восста-
новлений”) будет рекуррентным. 

Рекуррентный поток является частным случаем потока с ограничен-
ным последействием. 

Потоком с ограниченным последействием называется любой поток, у 
которого интервалы времени между моментами поступления требований – 
независимые случайные величины. Из этого определения следует, что в 
момент поступления требования будущее поведение процесса  (поступле-
ния требований) в вероятностном смысле не зависит от прошлого. 

Очевидно, что, если интервалы времени между моментами поступле-
ния требований имеют показательное (экспоненциальное) распределение, 
то такой поток представляет собой частный случай рекуррентного потока. 
Его называют пуассоновским, поскольку число требований, поступаю-
щих на обслуживание за фиксированный промежуток времени, в этом 
случае имеет дискретное распределение Пуассона. 

Целую гамму рекуррентных потоков можно получить “просеиванием” 
пуассоновского потока. 

Пусть, например, в какое-то учреждение поступает пуассоновский по-
ток посетителей, а у входа стоит “страж”, направляющий первого посети-
теля – к первому столу, второго – ко второму столу и т.д. Если столов n, то 
на каждый из них поступает так называемый “поток Эрланга n-го поряд-
ка”. 

Таким образом, поток Эрланга n-го порядка получается из пуассонов-
ского, если сохранить в потоке каждое n-е требование, а промежуточные – 
выбрасывать. 

Очевидно, что пуассоновский поток есть ни что иное, как поток Эрлан-
га первого порядка. 

Практически наиболее часто входящий поток требований предполага-
ется пуассоновским. Он играет в теории СМО примерно такую же роль, 
как и нормальное распределение в теории вероятностей. Дело в том, что 
суммирование (наложение) достаточно большого числа случайных пото-
ков при некоторых условиях приводит к пуассоновскому потоку. 

В наиболее общем случае входящий поток требований характеризует-
ся: 
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• числом требований (конечная или бесконечная совокупность 
требований); 

• распределением входящего потока (распределением промежутков 
времени между моментами поступления требований); 

• характером требований (одиночные – групповые, однородные – не-
однородные); 

• алгоритмом поведения требований, заставших СМО занятой (ожи-
дание обслуживания, ожидание с ограничениями, неприсоединение к оче-
реди, уход из системы). 

Очередь (одна или несколько очередей)  характеризуется: количеством 
мест ожидания (длиной очереди): от 0 до ∞ ; порядком, по которому ожи-
дающие требования направляются на обслуживание (дисциплиной очере-
ди). 

Основные виды дисциплины: 
• направление требований по определенным приборам; 
• очередь в порядке поступления требований; 
• требование, поступившее последним, обслуживается первым; 
• случайный выбор на обслуживание; 
• приоритет. 
Различают два важных приоритетных правила: 
1. Абсолютный (прерывающий) приоритет: при поступлении требова-

ния высокого приоритета прерывается обслуживание требования низкого 
приоритета, если такое имеется. Рассматривают случаи абсолютного при-
оритета с потерями, абсолютного приоритета с дообслуживанием и абсо-
лютного приоритета с обслуживанием заново. 

2. Относительный приоритет: требование высокого приоритета зани-
мает первое место в очереди, и не происходит никаких прерываний. 

Выделяют также: статические приоритетные правила, при которых 
приоритет (абсолютный или относительный) назначается до начала об-
служивания (заранее); динамические приоритетные правила, при которых 
выбор приоритета зависит от текущего состояния системы, например, от 
количества уже имеющихся или ожидающих обслуживания требований. 

Обслуживающее устройство – их число может быть любым: от 0 
до ∞ . 

Основной характеристикой функционирования прибора является время 
обслуживания требования этим прибором. Заметим, что этот показатель 
характеризует не качество обслуживания, а лишь пропускную способ-
ность. Время обслуживания требования прибором в общем случае – слу-
чайная величина. При этом считают, что продолжительности обслужива-
ния разных требований данным прибором есть случайные величины с од-
ним и тем же законом распределения. Если время обслуживания подав-
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ляющей части требований мало и только для сравнительно небольшой 
части требований велико, то этот закон распределения является показа-
тельным. 

В случае показательного времени обслуживания τ  плотность распре-
деления вероятностей 

 ( ) tetf µ−µ= , 0>µ , ∞<≤ t0 , (1.1) 
а функция распределения 

 ( ) ( ) ∫ µ−µ− −=µ=<τ=
t

tt edtetPtF
0

1 .  

При этом математическое ожидание 

∫
∞

µ−
µ=µ=τ

0

1dtteM t  . 

И, следовательно, параметр µ  в выражении (1.1) имеет простой физи-
ческий смысл: обратная его величина равна среднему времени обслужива-
ния требования прибором. Поэтому в литературе µ часто называют произ-
водительностью прибора. 

При показательном распределении времени обслуживания все теоре-
тические рассуждения существенно упрощаются. Многие окончательные 
результаты оказываются справедливыми и для произвольного закона рас-
пределения, но с тем же средним временем обслуживания. Поэтому в тео-
рии массового обслуживания обычно делают допущение, что время об-
служивания распределено по показательному закону. 

В наиболее общем случае обслуживающее устройство характеризует-
ся: 

• числом обслуживающих приборов; 
• распределениями длительностей обслуживания требований этими 

приборами; 
• особенностями организации обслуживания (обслуживание одиноч-

ных требований или групповое обслуживание; приборы обслуживания с 
одинаковым или различным распределением времени обслуживания; пе-
ременное или постоянное число обслуживающих приборов; специальные  
и общие приборы обслуживания); 

• структурой (параллельные приборы, последовательные приборы, 
специальные комбинации последовательных и параллельных приборов 
обслуживания). 

 
Выходящий поток (один или несколько потоков) одной системы массо-

вого обслуживания может служить полностью или частично входящим 
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потоком требований для другой системы. Существуют также системы 
массового обслуживания, в которых входящий поток требований форми-
руется из выходящего. В этих случаях имеет большое значение исследо-
вание структуры выходящего потока.  

 
1.2. Пуассоновский поток требований 

 
Обозначим через X(t) число требований, поступающих в систему мас-

сового обслуживания за промежуток времени (0, t). Если требования по-
ступают на обслуживание в случайные моменты времени, то X(t) – случай-
ная функция, одна из возможных реализаций которой  показана на рис. 2. 

Функция X(t), очевидно, принимает 
только целые неотрицательные значе-
ния и является неубывающей при воз-
растании времени t. Она определяет 
некоторую временную последователь-
ность событий, или, как принято гово-
рить в теории массового обслужива-
ния, поток требований. 

Далее, если не оговорено против-
ное, предполагается, что входящий 

поток требований обладает следующими тремя свойствами: 
1) вероятность поступления k требований в промежутке времени (0, t) 

равна вероятности поступления k требований в любом другом промежутке 
времени (α, α+t) той же продолжительности. Это свойство потока называ-
ется стационарностью. Оно выражает неизменность вероятностного ре-
жима потока во времени; 

2) вероятность поступления k требований в систему после произволь-
ного момента времени t0 не зависит от того, когда и сколько поступило 
требований до этого момента времени. Такое свойство потока называется 
«отсутствием последействия». Из него следует взаимная независимость 
поступления того или иного числа требований на обслуживание в непере-
секающиеся промежутки времени; 

3) вероятность поступления более одного требования за малый проме-
жуток времени ∆t есть величина более высокого порядка малости, чем ∆t. 
Это свойство потока называется ординарностью и выражает практическую 
невозможность одновременного поступления двух или более требований. 

Поток требований, удовлетворяющий двум последним перечисленным 
свойствам (отсутствие последействия, ординарность), называется пуассо-
новским. Если поток обладает всеми тремя свойствами, то он называется 
простейшим. 
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Обозначим через Pk(t) вероятность поступления в систему массового 
обслуживания ровно k требований за промежуток времени t, т. е. поло-
жим ( ) ( )( )ktXPtPk == . Если λ – плотность (интенсивность) потoка требо-
ваний, т. е. среднее число требований, поступающих на обслуживание в 
единицу времени, то для пуассоновского потока при малом h можно запи-
сать: 

( ) ,0≈hPk  k=2, 3, ...; ( ) ,1 hhP λ≈  ( ) .10 hhP λ−≈  
Отсюда, воспользовавшись теоремой умножения вероятностей 

независимых событий, получим: 
( ) ( ) ( ) ( )( )htPhPtPhtP λ−≈=+ 10000 ; 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1,1... 122

110
≥λ+λ−≈++

++=+

−−

−

khtPhtPhPtP
hPtPhPtPhtP

kkk

kkk  

или 
( ) ( ) ( );0

00 tP
h

tPhtP
λ−≈

−+  

( ) ( ) ( ) ( ) .1,1 ≥λ+λ−≈
−+

− ktPtP
h

tPhtP
kk

kk  

Переходя к пределу при h → 0, получаем: 
 ( ) ( );00 tPtP λ−=′  ( ) ( ) ( ) 1 ,1 ≥λ+λ−=′ − ktPtPtP kkk . (1.2) 
Допустим, что к начальному моменту t=0 не поступило ни одного тре-

бования, т. е. ( ) ,100 =P ( ) ,00 =kP  k =1, 2, ... Тогда решение системы диф-
ференциальных уравнений (1.2) можно записать в виде 

 ( ) ;0
tetP λ−=  (1.3) 

 ( ) ( ) .
0

1∫ −
λλ−λ=

t

k
tt

k dttPeetP  (1.4) 

Решая рекуррентное соотношение (1.4) последовательно для k=1,2, ... и 
учитывая при этом (1.3), находим: 

( ) ;1
ttetP λ−λ=  

( ) ( ) ;
!2

2

2

tettP
λ−λ

=  

.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

 ( ) ( ) .
!k
ettP

tk

k

λ−λ
=  (1.5) 

По определению математического ожидания из (1.5) 



 11 

( ) ( ) ( )

( )
( ) ,

!1

!

1

1
11

t
k
tte

k
etktkPtMX

k

k
t

k

tk

k
k

λ=
−

λ
λ=

=
λ

==

∑

∑∑
∞

=

−
λ−

∞

=

λ−∞

=  

т. е. среднее число требований, поступающих на обслуживание за время t, 
равно λt. 

Формула (1.5) дает распределение вероятностей числа требований, по-
ступающих на обслуживание за данный промежуток времени t. Вместо 
этого можно пользоваться распределением вероятностей промежутка вре-
мени Т между двумя последовательными моментами поступления требо-
ваний. Это распределение получается автоматически из формулы (1.5) при 
k=0. В самом деле, величина P0(t) по определению равна вероятности 
P(T>t) того, что случайная величина Т превзойдет t, поэтому можно запи-
сать 

 ( ) ( ) ( ) .11 tetTPtTPtF λ−−=>−=<=  (1.6) 
Отсюда для соответствующей плотности вероятностей имеем 
 ( ) ( ) ,tetFtf λ−λ=′=  (1.7) 

т. е. длительность интервала времени между двумя последовательными 
моментами поступлений требований пуассоновского потока имеет показа-
тельное распределение. При этом  

;1

0 λ
=λ= ∫

∞
λ− dtetMT t .11

2

2

0 λ
=λ








λ
−= λ−

∞

∫ dtetDT t  

Таким образом, математическое ожидание промежутка времени между 
двумя последовательными моментами поступлений требований равно об-
ратной величине интенсивности потока требований. Этого и следовало 
ожидать, так как ясно, что средняя продолжительность времени между 
двумя последовательными моментами поступления требований должна 
быть равна обратной величине от среднего числа требований, поступаю-
щих в единицу времени. 

Формулы (1.6) и (1.7) представляют закон распределения вероятностей 
для интервала времени не только между двумя последовательными мо-
ментами поступления требований, но и между произвольным фиксиро-
ванным моментом времени и ближайшим моментом поступления требо-
вания. Действительно, если Т – интервал времени между двумя последова-
тельными моментами поступления требований, а τ – интервал времени 
после поступления последнего требования в систему, то функция распре-
деления F1(t) оставшегося интервала времени τ−T  в силу (1.6) 
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( ) ( ) ( )
( ) =

τ>
τ><τ−

=τ><τ−=
TP

TtTPTtTPtF ,|1  

( )
( )

( ) ( )
( ) =
τ−

τ−+τ
=

τ>
+τ<<τ

=
F

FtF
TP

tTP
1

 

( )
( ),1 tFe

e
ee t

tt
=−=

−
= λ−

λτ−

τ+λ−λ−
 

следовательно, функция распределения оставшегося интервала времени  
Т–τ совпадает с функцией распределения всего интервала времени Т. 

Таким образом, для пуассоновского потока можно утверждать, что за-
кон распределения интервала времени от произвольного момента t0 до 
момента поступления ближайшего требования в систему массового об-
служивания не зависит от того, поступило или нет требование в момент t0. 
Это следует из свойства отсутствия последействия, являющегося основ-
ным для пуассоновского потока. 

 
1.3. Типы систем обслуживания. Краткая символика 

 
Существуют следующие типы систем массового обслуживания. 
Системы с отказами (потерями) – требования, которые при поступле-

нии не находят ни одного свободного прибора, теряются. 
Системы с ожиданием – возможно ожидание для любого числа требо-

ваний, которые не могут быть обслужены сразу. 
Комбинированные системы с ожиданием и потерями (системы ожи-

дания с ограничениями). Например, ожидать может только конечное чис-
ло требований, определяемое конечным числом мест ожидания. Требова-
ние может теряться и тогда, когда время ожидания или пребывания в сис-
теме превышает заданные границы. 

Приоритетные системы – поступающие требования имеют различные 
личные приоритеты. 

Многофазные системы – обслуживание состоит из нескольких после-
довательных этапов или “фаз”. 

Другой важный класс систем – так называемые замкнутые СМО. В 
отличие от незамкнутых (говорят “открытых”) систем массового обслу-
живания в замкнутых системах входящий поток требований формируется 
из выходящего. К таким системам относятся и так называемые сети мас-
сового обслуживания. 

Сеть массового обслуживания представляет собой совокупность ко-
нечного числа М обслуживающих центров, в которых циркулируют сооб-
щения, переходящие в соответствии с маршрутной матрицей из одного 
центра в другой. Под центром обслуживания понимают систему массового 
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обслуживания, состоящую из А одинаковых приборов ( ∞≤≤ A1 ) и буфе-
ра объемом С ( ∞≤≤ C0 ). При 1=A  центр называется однолинейным, 
при ∞=A  – бесконечнолинейным. 

Рассмотрим пример сети массового обслуживания, являющейся про-
стейшей моделью мультипрограммной ЭВМ (рис.3). 

 
Конечное число N  программ (сообщений), соответствующих уровню 

мультипрограммирования, согласно вероятностям iP  ( Mi  ,1= ) поочеред-
но обращается к одному из M  центров обслуживания. 

Обслуживающий центр 1 моделирует работу центрального процессора, 
а центры 2, 3, …, М представляют группу внешних запоминающих уст-
ройств. 

Для краткой характеристики систем массового обслуживания Кендалл 
впервые ввел символику, которая оправдала себя. Изложим ее в несколько 
расширенном виде. 

Символика использует пять разрядов: первый для характеристики вхо-
дящего потока однородных событий, второй для характеристики обслу-
живания, третий определяет особенности структуры системы, в четвертом 
разряде фиксируются особенности очереди, пятый разряд вводится для 
описания приоритетных систем массового обслуживания. 

В первом и во втором разрядах символами M , D , kE , G  обознача-
ются соответственно экспоненциальное, регулярное, эрланговское k-го 
порядка и произвольное распределения. Стрелка над буквой указывает, 
что исследуется многомерный случай  (входящий поток есть сумма неко-
торого числа потоков различных требований и распределения длительно-
стей обслуживания требований разных потоков различны). 

Если в первом разряде стоит один из перечисленных выше символов, 
то это означает, что входящий поток рекуррентный с соответствующим 
распределением интервалов между моментами поступления требований. 
Каждый из введенных выше символов во втором разряде означает, что 
распределение длительности обслуживания имеет указанный вид. 

Третий разряд содержит число обслуживающих приборов (1, 2 и т. д.). 
Если в этом разряде написана латинская буква (m, c и т. д.), то это означа-
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ет, что число приборов может быть произвольным и рассматривается об-
щий случай. 

В четвертом разряде указывается число мест для ожидания (макси-
мальная длина очереди): 0 – система с потерями без ожидания; 1, 2 и т. д. 
– система с ограниченным числом мест для ожидания. В случае системы с 
бесконечным числом мест ожидания ставят символ “∞ ” или, что чаще, 
опускают в символике четвертый разряд. 

В пятом разряде (для приоритетных систем) фиксируется символ j
if ; 

2 ,1 ,0=i ; 1 ,0=j . Если 0=i , то осуществляется обслуживание без при-
оритета, при 1=i  в системе имеется относительный приоритет, 2=i  оз-
начает наличие абсолютного приоритета (т.е. нижний индекс указывает на 
характер приоритета); 0=j  указывает, что требование, заставшее все 
места занятыми, теряется, 1=j  – вновь прибывшее требование вытесняет 
требование с низшим приоритетом. 

Описанная символика не позволяет учесть все мыслимые особенности 
СМО, поэтому она часто дополняется словесными описаниями. Например, 
говорят: ”система 1MD  с ненадежным обслуживающим прибором”. Это 
означает, что входящий поток требований регулярный, обслуживание 
производится по показательному закону, система одноканальная (одноли-
нейная), каждое требование, проходящее через обслуживающий прибор 
(он один), обслуживается не достоверно (с некоторой вероятностью), а раз 
символ в четвертом разряде опущен и пятого разряда нет, то система не-
приоритетная с ожиданием. 

 
1.4. Показатели эффективности систем массового обслуживания 

 
Работа систем массового обслуживания может рассматриваться как с 

точки зрения организаторов (владельцев) СМО так и с точки зрения об-
служиваемых клиентов. С первой точки зрения желательно “выжать из 
системы все, что возможно” и добиться того, чтобы ее каналы были пре-
дельно загружены. С точки зрения клиентов желательно всемерное 
уменьшение очередей. 

В связи с этим при решении задач оптимизации в теории массового об-
служивания необходимы “системный подход”, полное и комплексное рас-
смотрение всех “за” и ”против”. Поэтому в задачах массового обслужива-
ния не выделяют какого-либо одного показателя эффективности, а сразу 
ставят эти задачи как многокритериальные. 

Показатели эффективности систем массового обслуживания зависят от 
трех групп факторов: 

• характеристик качества и надежности системы; 
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• экономических показателей, характеризующих работу системы (ее 
стоимости, трудовых затрат обслуживающего персонала, убытков, связан-
ных с несвоевременным обслуживанием и т.д.); 

• особенностей ситуации, в которой эксплуатируется система (пара-
метров потока требований, ограничений на длину очереди и т.д.). 

К числу наиболее часто применяемых показателей эффективности 
функционирования СМО относятся следующие: 

1) вероятность kP  того, что обслуживанием требований в системе за-
нято k  приборов. Это наиболее полная характеристика, частными слу-
чаями которой являются: вероятность 0P  того, что все приборы свободны; 
вероятность nP  того, что все приборы заняты, где n  – число приборов в 
СМО. Эта характеристика в системе с отказами называется ”вероятностью 
отказа” Pотк, а в СМО с ожиданием – “вероятностью ожидания” π ; 

2) средняя длина очереди 1M , т.е. математическое ожидание числа 
требований, ожидающих начала обслуживания; 

3) среднее число требований, находящихся в системе (как обслужи-
ваемых, так и стоящих в очереди) 2M ; 

4) среднее число свободных от обслуживания приборов 3M ; 
5) коэффициент простоя обслуживающих приборов nM /33 =ξ ; 
6) среднее число приборов, занятых обслуживанием 4M ; 
7) коэффициент загруженности приборов nM /44 =ξ ; 
8) среднее время θM ожидания в очереди, т.е. математическое ожида-

ние времени θ  ожидания начала обслуживания; 
9) вероятность того, что время пребывания требования в очереди не 

продлится больше определенной величины, ( )tP <θ , 0>t . Очевидно, что 
эта характеристика является значением функции распределения )(tF  вре-
мени ожидания в фиксированный момент времени t; 

10) вероятность того, что число требований в очереди, ожидающих на-

чала обслуживания, больше некоторого числа, ∑
∞

+=
> =

1mk
km PP . Этот пока-

затель особенно необходим при оценке возможностей размещения требо-
ваний при ограниченности времени для ожидания. 

Кроме перечисленных критериев при оценке эффективности системы 
массового обслуживания могут быть использованы стоимостные показа-
тели: 

Cоб – стоимость обслуживания каждого требования в системе; 
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Сож – стоимость потерь, связанных с простаиванием требований в оче-
реди в единицу времени; 

Су – стоимость убытков, связанных с уходом из системы требований; 
Сk – стоимость эксплуатации каждого прибора системы в единицу 

времени; 
Сnk – стоимость единицы времени простоя прибора системы. 
Для выбора оптимальных параметров СМО по экономическим показа-

телям можно использовать функцию стоимости потерь в системе: 

− для системы с ожиданием ( ) ( )TMCMCMCn knk 431ож ++=ϕ
•

,    
где T  – интервал времени; 

− для системы с отказами ( ) ( )TpCMCn nk λ+=ϕ
•

у4 ; 

− для смешанных систем массового обслуживания 

TMCpCMCMCn knnk )()( 4у1ож3 +λ++=ϕ
•

. 
При решении некоторых задач целесообразно пользоваться критерием 

экономической эффективности системы массового обслужива-
ния ( )nСTpE ϕ−λ= об , где  С – экономический эффект, полученный при 
обслуживании каждого требования; обp  – вероятность обслуживания тре-
бования. 

 
2. ОСНОВНЫЕ ТИПЫ СИСТЕМ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 

В разделе рассматриваются системы массового обслуживания в пред-
положении пуассоновского входящего потока и показательного закона 
распределения как времени обслуживания требований, так и других слу-
чайных факторов работы СМО. Такие системы массового обслуживания 
называют марковскими, поскольку процессы их функционирования явля-
ются марковскими случайными процессами с непрерывным временем и 
дискретными состояниями. Для них хорошо разработан математический 
аппарат и получены аналитические решения. 

 
2.1. Системы массового обслуживания с отказами 

 
Пусть система массового обслуживания состоит из n однотипных об-

служивающих приборов и в эту систему поступает пуассоновский поток 
однородных требований с интенсивностью λ. Предположим далее, что 
время обслуживания каждого требования каждым прибором подчиняется 
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показательному закону с параметром µ. Если оказывается, что все обслу-
живающие приборы заняты, то требование получает отказ и покидает сис-
тему необслуженным. Такие системы массового обслуживания называют-
ся системами с отказами (или системами с потерями). 

Прежде всего выведем систему дифференциальных уравнений для ве-
роятности pk(t) того, что в системе в момент времени t находится на об-
служивании k требований (k = 0, 1, ..., n). Сразу же заметим, что в любой 

момент времени t должно выполняться условие нормировки ( ) 1
0

=∑
=

n

k
k tp . 

Это непосредственно следует из того, что в любой момент времени t в 
системе находится на обслуживании либо 0, либо 1, либо, наконец, n тре-
бований. 

По формуле полной вероятности  

 ( ) ( ) ( ),
0

hptphtp ik
n

i
ik ∑

=
=+  (2.1) 

где pik(h) – условная вероятность того, что через промежуток времени h 
будет обслуживаться k требований, если вначале обслуживалось i требо-
ваний. 

Будем считать h достаточно малым. Так как рассматриваемый поток 
требований – пуасcоновcкий и его плотность равна λ, то можно написать: 

 ( ) ( )hhhP Ο+λ=≥1 ; (2.2) 
 ( ) ( ),2 hhP Ο=≥  (2.3) 

где P≥m(h) – вероятность того, что в течение промежутка времени h в сис-
тему на обслуживание поступит не менее m требований, ( )hΟ  – величина 
более высокого порядка малости, чем h. Вероятность поступления в тече-
ние промежутка времени h в систему точно одного требования равна 
λh+Ο(h) (см. формулы (2.2), (2.3)). 

Далее, используя функцию распределения ( ) tetF µ−−=1  времени об-
служивания τ, подчиняющегося показательному закону с параметром µ, 
для вероятности Р (τ <h) того, что требование будет обслужено за время, 
меньшее h, находим 

 ( ) ( ),1 hhehP h Ο+µ=−=〈τ µ−  (2.4) 
откуда 

 ( ) .hehP µ−=〉τ  (2.5) 
Правая часть соотношения (2.5) равна вероятности того, что время об-

служивания превзойдет h, т. е. вероятности того, что ни один занятый 
прибор не освободится за время h. Следовательно, если на обслуживании 
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находится k требований, то вероятность того, что ни один из k обслужи-
вающих приборов не освободится за время h, по теореме умножения веро-
ятностей независимых событий равна e-µkh. Поэтому для вероятности того, 
что за время h освободится хотя бы один из k приборов, получаем 

( ).1 hkhe kh Ο+µ=− µ−  А так как вероятность освобождения двух и более 
приборов за время h равна Ο(h), то вероятность освобождения за время h 
точно одного из k приборов равна 

 ( ).hkh Ο+µ  (2.6) 
Найдем формулы для условных вероятностей pik(h). Пусть pik(h) = P(А), 

где событие А означает, что в системе через время h не будет ни одного 
требования при условии, что в начальный момент в ней также не было 
требований. Очевидно, событие А можно представить в виде суммы несо-
вместных событий: 

 54321 AAAAAA ++= , (2.7) 
где А1 означает, что за время h не поступило ни одного требования; А2 – за 
время h поступило одно требование; А3— это требование будет обслужено 
до окончания рассматриваемого промежутка времени h; А4 – за время h 
поступило более одного требования; А5 – эти требования будут обслужены 
до окончания рассматриваемого промежутка времени h. 

Но из формул (2.2) – (2.4) следует: 
( ) ( );11 hhAP Ο+λ−= ( ) ( );2 hhAP Ο+λ= ( ) ( );3 hhAP Ο+µ= ( ) ( );4 hAP Ο=

( ) ( )hAP Ο=5 . 
Отсюда и из (2.7), используя теоремы сложения вероятностей несовме-

стных событий и умножения вероятностей независимых событий, нахо-
дим 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ] ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ) ( ).11
5432100

hhhhhhhhhh
APAPAPAPAPAPhp

Ο+λ−=ΟΟ+Ο+µ⋅Ο+λ+Ο+λ−=
=++==

 (2.8) 

Таким образом, вероятность поступления в промежуток времени         
(t, t + h) m требований (m =1, 2, ...) и их обслуживания в этом же проме-
жутке имеет более высокий порядок малости, чем h. По этой причине эту 
вероятностную компоненту мы далее явно выписывать не будем, считая ее 
содержащейся в символе Ο(h). 

Пусть k – i ≥ 2. Тогда pik(h) равна вероятности того, что в систему за 
время h поступит на обслуживание не менее двух требований, и, следова-
тельно, по формуле (2.3)  

 ( ) ( ) 2 , −≤Ο= kihhpik . (2.9) 
Если же i – k ≥ 2, то pik(h) равна вероятности того, что за время h сис-

тему покинут не менее двух обслуженных требований, и, следовательно, 
по формуле (2.4)  
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 ( ) ( )[ ] ( ) 2 , +≥Ο=Ο+µ= − kihhhhp ki
ik . (2.10) 

Величина pk,k+1(h) с точностью до Ο(h) равна вероятности того, что в 
систему за время h поступит на обслуживание одно требование, т. е. 

 ( ) ( ) nkhhhp kk 〈≤Ο+λ=+ 0 ,1, . (2.11) 
Аналогично величина pk,k-1(h) с точностью до Ο(h) равна вероятности 

того, что за время h освободится точно один прибор из k, и, следователь-
но, согласно (2.6) 

 ( ) ( ) nkhkhhp kk ≤<Ο+µ=− 0 ,1, . (2.12) 
Если в системе в некоторый момент времени t находится на обслужи-

вании k требований, то в момент t+h в этой системе может оказаться лю-
бое число требований от 0 до n, и поэтому можно записать ( ) 1

0
=∑

=i
ik hp . 

Отсюда и из формул (2.9) и (2.10)   
 ( ) ( ) ( ) ( ) nkhhphphp kkkkkk ≤≤Ο+−−= +− 0 ,1 1,1,  (2.13) 

или, принимая во внимание соотношения (2.11) и (2.12), получаем 
 ( ) ( ) 11 ,1 −≤≤Ο+µ−λ−= nkhkhhhpkk . (2.14) 
Наконец, учитывая, что pn,n+1(h)=0 (в системе не может находиться n+1 

требований, так как рассматривается система с отказами и в ней имеется 
только n приборов), из соотношений (2.13) и (2.12) получаем 

 ( ) ( ).1 hkhhpnn Ο+µ−=  (2.15) 
Подставим теперь оценки (2.8) – (2.15) для pik(h)  в формулу (2.1), по-

лучим: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )










Ο+µ−+λ=+
−≤≤Ο++µ+

+µ−λ−+λ=+
Ο+µ+λ−=+

−

+

−

.1
;11 ,1

1
;1

1

1

1

100

hnhtphtphtp
nkhhktp

khhtphtphtp
hhtphtphtp

nnn

k

kkk  (2.16) 

Здесь в каждом уравнении все члены, содержащие множителем вели-
чину Ο(h), объединены вместе и обозначены тем же символом Ο(h). 

Запишем систему (2.16) в виде 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )














Ο+µ−λ=
−+

−≤≤Ο++µ+

+µ+λ−λ=
−+

Ο+µ+λ−=
−+

−

+

−

,1

;11 ,11

;1

1

1

1

10
00

tnptp
h

tphtp
nktpk

tpktp
h

tphtp

tptp
h

tphtp

nn
nn

k

kk
kk

 (2.17) 

где  символ Ο(1) означает величину, стремящуюся к нулю при h → 0. 
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Система разностных уравнений (2.17) в пределе при h → 0 превраща-
ется в систему дифференциальных уравнений: 

 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )










µ−λ=′
−≤≤+µ+

+µ+λ−λ=′
µ+λ−=′

−

+

−

.
;11 ,1

;

1

1

1

100

tnptptp
nktpk

tpktptp
tptptp

nnn

k

kkk  (2.18) 

Если предположить, что в начальный момент t=0 в системе нет требо-
ваний, то получим начальные условия: 

 ( ) ( ) ( ) .00;...;00;10 10 === nppp  (2.19) 
Хотя система обыкновенных дифференциальных уравнений (2.18) с 

начальными условиями (2.19) и является линейной, причем с постоянны-
ми коэффициентами, найти ее точное, т.е. аналитическое, решение в яв-
ном виде при m>2 в общем случае невозможно. Конечно, при желании 
систему (2.18), (2.19) всегда можно решить с любой степенью точности 
численно, например методом Рунге – Кутта. Однако численное решение с 
точки зрения качественного анализа представляет известные неудобства. 
Вместе с тем качественное исследование решений систем дифференци-
альных уравнений, возникающих в теории массового обслуживания, весь-
ма желательно. 

Рассмотрим более подробно частный случай системы (2.18), (2.19) при 
n=2, µ=l, λ=2. В этом случае система (2.18) принимает вид 

 








−=′
+−=′
+−=′

.22
;232

;2

212

2101

100

ppp
pppp

ppp
  (2.20) 

Используя  равенство ( ) ( ) ( )tptptp 102 1 −−= , исключим из второго 
уравнения системы (2.20) функцию р2(t), тогда, отбрасывая третье уравне-
ние, получаем: 

.25;2 11100 +−=′+−=′ ppppp  
Решение этой системы, как легко проверить, имеет вид 

( ) ;
15
2

3
2

5
1 52

0
tt eetp −− ++= ( ) .

5
2

5
2 5

1
tetp −−=  

Кроме того, 

( ) .
15
4

3
2

5
2 52

2
tt eetp −− +−=  



 21 

 
На рис. 4 функция ( ) ( ) ( )tptptN 21 2+=  равна среднему числу занятых 

обслуживающих приборов. В рассматриваемом случае, начиная с момента 
t =1,5, практически устанавливается стационарный режим, определяемый 
по формулам 

( ) ;2,0lim 00 ==
∞→

tpp
t

 ( ) ;4,0lim 11 ==
∞→

tpp
t

 ( ) .4,0lim 22 ==
∞→

tpp
t

 (2.21) 

Решение (2.21) называется стационарным решением системы (2.20). 
Оно соответствует так называемому состоянию равновесия, характери-
зуемому постоянством во времени всех вероятностных показателей сис-
темы массового обслуживания. При этом, что весьма примечательно, это 
решение не зависит от исходного распределения вероятностей числа тре-
бований в системе, т.е. от величин р0(0), p1(0), p2(0). Этот факт имеет для 
теории массового обслуживания неоценимое значение. 

Как уже отмечалось, найти явное аналитическое решение системы 
(2.18) при произвольном n в общем случае невозможно. Однако стацио-
нарное решение этой системы, если оно существует, найти легко. Дейст-
вительно, полагая ( ) nkptp kk

t
 ..., ,1 ,0 ,lim ==

∞→
 и переходя к пределу в диф-

ференциальной системе (2.18) при ∞→t , получаем уже алгебраическую 
систему: 

 ( ) ( )








µ−λ=
−≤≤+µ+µ+λ−λ=

µ+λ−=

−

+−

.0
;11 ,10

;0

1

11

10

nn

kkk
npp

nkpkpkp
pp

 (2.22) 
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Для упрощения записи системы (2.22) разделим каждое ее уравнение 
на µ, и введем обозначение α=λ/µ. В результате будем иметь: 

 ( ) ( )








−α=
−≤≤+++α−α=

+α−=

−

+−

.0
;11 ,10

;0

1

11

10

nn

kkk
npp

nkpkpkp
pp

 (2.23) 

Предположим, что р0 известно. Тогда, используя последовательно 
уравнения системы (2.23), получаем: 

 ( )[ ]

( )[ ]













α
=+α+α−=

α
=+α+α−=

α=

!3
2

3
1

;
2

1
2
1

;

0
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212

0
2
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01

pppp

pppp

pp

 

и вообще для любого nk ≤  
 !./0 kpp k

k α=  (2.24) 
Чтобы избавиться в формуле (2.24) от р0, а заодно и определить р0, ис-

пользуем условие нормировки ∑
=

=
n

k
kp

0
1 , справедливое также и при 

∞→t . Подставляя в это условие вместо рk правую часть равенства (2.24), 

получаем ,1
!0

0 =
α∑

=

n

k

k

k
p откуда .

!

1

0

0

∑
=

α
=

n

k

k

k

p  (2.25) 

Наконец, из формул (2.24) и (2.25) окончательно находим 

 . ..., ,1 ,0 ,

!

!

0

nk

k

kp
n

k

k

k

k =
α

α
=

∑
=

 (2.26) 

Формулы (2.26) называются формулами Эрланга. Они дают явное ана-
литическое решение для стационарного распределения вероятностей чис-
ла требований, находящихся на обслуживании в системе с отказами. 

Заметим, что прямой путь получения стационарного решения из неста-
ционарного при ∞→t  (как это было сделано для случая n=2, µ=l, λ=2) 
практически исключается из-за технических трудностей, возникающих 
при нахождении нестационарного решения системы (2.18) в явном виде. 
Вместе с тем на практике обычно интересуются именно установившимися 
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во времени (т. е. стационарными) вероятностными характеристиками 
функционирования системы массового обслуживания. 

Для рассматриваемой системы с отказами наибольший интерес пред-
ставляет вероятность отказа, т. е. вероятность того, что в момент поступ-
ления очередного требования на обслуживание все приборы будут заняты: 

 ,
!

!

!
0

0

отк n
p

k

npp
n

n

k

k

n

n
α

=
α

α
==

∑
=

 (2.27) 

и среднее число приборов, занятых обслуживанием: 

 ( ) ( )∑ ∑
= =

−α=
−
α

==
n

k

n

k
n

k

k p
k

pkpM
1 1

04 .1
!1

 (2.28) 

рn характеризует полноту обслуживания входящего потока, M4 – степень 
загрузки системы массового обслуживания. 

Пример. Автоматическая телефонная станция (АТС) имеет пять линий 
связи (пять обслуживающих приборов). Очевидно, что моменты поступ-
ления на АТС требований, т. е. заявок на соединение с абонентом для ве-
дения разговоров, равно как и продолжительность этих разговоров, явля-
ются случайными. Предположим, что поток требований – пуассоновский с 
интенсивностью λ=2 вызова в минуту и время каждого разговора имеет 
показательное распределение с математическим ожиданием 1/µ равным 
1,5 мин. Предполагается, что требование получает отказ, если в момент 
его поступления на АТС все пять линий связи заняты. В этом случае n=5, 
α=λ/µ=2⋅1,5=3 и, следовательно, для вероятности того, что телефонный 
разговор с первого вызова не состоится, согласно формуле (2.27)  

.11,0

!
3

!5/3
5

0

3

5 ==

∑
=k

k

k

p  

Среднее число занятых линий во время работы АТС определим по 
формуле (2.28): N=3 (1—0,11) =2,67 линии. Поэтому коэффициент загруз-
ки линий связи данной АТС 53,05/67,2/44 ===ξ nM , а коэффициент 
простоя 47,053,013 =−=ξ . 

Работу рассмотренной АТС вряд ли можно считать удовлетворитель-
ной, так как станция не соединяет с абонентом в среднем в 11% случаев 
(р5 = 0,11). Очевидно, что пропускную способность АТС при данных λ и µ 
можно увеличить только за счет увеличения числа линий связи. 

Найдем, сколько нужно использовать линий связи, чтобы увеличить 
пропускную способность АТС в 10 раз, т.е., чтобы вероятность отказа в 
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соединении с абонентом не превосходила 0,011. Для этого, используя 
формулу (2.27) с α = 3, составим таблицу: 

n 1 2 3 4 5 6 7 8 
pn 0,750 0,529 0,346 0,206 0,110 0,052 0,022 0,008 
Отсюда следует, что если проектировать АТС для данных значений λ и 

µ  так, что она сможет одновременно обслуживать восемь разговоров 
(n=8), то только в 0,8% случаев будет получен отказ из-за занятости всех 
восьми линий связи. 

 
2.2. Системы с бесконечным числом приборов 

 
Рассмотрим систему массового обслуживания, отличающуюся от рас-

смотренной в предыдущем подразделе только тем, что число обслужи-
вающих приборов неограниченно, т.е. ∞=n . Естественно считать, что 
при любой интенсивности входящего потока все требования, поступаю-
щие в систему, начинают немедленно обслуживаться, ибо в рассматри-
ваемой системе всегда имеются незанятые приборы. Таким образом, если 
в системе с отказами очередь из требований не образуется просто из-за 
того, что требования покидают систему, когда в ней все приборы заняты, 
то здесь очередь не возникает по другой причине. 

Поскольку предположения относительно входящего потока требований 
и времени обслуживания этих требований остаются те же, что и для слу-
чая, рассмотренного в предыдущем подразделе (промежутки времени ме-
жду моментами поступления требований независимы и имеют показа-
тельное распределение с параметром λ, промежутки времени обслужива-
ния этих требований также независимы и имеют показательное распреде-
ление, но с параметром µ), то для нахождения рk(t) здесь может быть ис-
пользована система (2.18), за исключением последнего ее уравнения, 
имеющего специальный вид из-за ограниченного числа обслуживающих 
приборов. 

Отбрасывая это уравнение и полагая в (2.18) 1≥k вместо 11 −≤≤ nk , 
получаем 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )



≥+µ+µ+λ−λ=′
µ+λ−=′

+− .1 ,1
;

11

100
ktpktpktptp

tptptp

kkkk
 (2.29) 

Система (2.29), в отличие от аналогичной (2.18), имеет бесконечный 
порядок. Однако отсутствие последнего замыкающего уравнения специ-
ального вида позволяет найти ее явное аналитическое решение. Но мы 
этого делать не будем, поскольку нас интересует только стационарное 
решение. Его можно получить предельным переходом при ∞→n в (2.26): 
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Пример. Пусть на некоторую станцию неотложной медицинской по-
мощи поступают за час в среднем два вызова врачей. Моменты поступле-
ния этих вызовов, очевидно, являются случайными величинами. Предпо-
ложим, что поток вызовов врачей является пуассоновским и, следователь-
но, характеризуется только одним параметром. В нашем случае этот пара-
метр λ=2 вызовам в час. Будем считать, что после получения каждого вы-
зова станция немедленно высылает врача к больному, а время, затрачи-
ваемое на оказание медицинской помощи и дорогу в оба конца, имеет по-
казательное распределение с математическим ожиданием 1/µ =1,5 ч. 

Состояние данной системы массового обслуживания определяется ко-
личеством врачей, находящихся на обслуживании (включая дорогу). Обо-
значим через рk вероятность того, что в установившемся режиме на об-
служивании находятся k врачей. Так как в нашем случае λ/µ=2⋅1,5=3, то 

согласно формуле (2.30)  ... 1, 0, ,3
!

1 3 == − ke
k

p k
k Ниже приведены значе-

ния рk найденные по этой формуле: 
k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 
pk 0,050 0,149 0,224 0,224 0,168 0,101 0,050 0,022 0,008 0,003 
Отсюда видно, что наиболее вероятными являются состояния, при ко-

торых заняты одновременно два или три врача. Вероятность того, что ни 
один врач не будет занят, равна 0,05. Следовательно, вероятность того, 
что хотя бы один врач находится на обслуживании, равна 0,95. 

Если при той же средней продолжительности обслуживания вызовов в 
единицу времени поступает меньше (например, в среднем один вызов за 
час), то получаются следующие значения рk: 

 
k 0 1 2 3 4 5 6 
pk 0,223 0,335 0,251 0,126 0,047 0,014 0,003 
Здесь уже наиболее вероятным является состояние, при котором занят 

только один врач. Вероятность того, что все врачи будут не заняты, равна 
0,223. 
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2.3. Системы массового обслуживания с ожиданием 
 

Рассмотрим опять, как и в подразд. 2.1, систему массового обслужива-
ния, состоящую из конечного числа n однотипных обслуживающих при-
боров. Но требование, заставшее все обслуживающие приборы занятыми, 
не покидает систему, а «становится» в очередь и ждет, пока его не обслу-
жит один из освободившихся приборов. Разумеется, в системе с бесконеч-
ным числом обслуживающих приборов такая ситуация возникнуть не мо-
жет. 

Как обычно, будем предполагать, что входящий поток требований яв-
ляется пуассоновским с интенсивностью λ, а продолжительность каждого 
обслуживания каждым прибором подчиняется показательному закону с 
параметром µ. При этом продолжительности обслуживания, рассматри-
ваемые априорно, считаются стохастически независимыми как друг от 
друга, так и от моментов поступления требований в систему.  

Обозначим через рk(t) вероятность того, что система находится в со-
стоянии k, т. е. вероятность того, что в системе в момент времени t нахо-
дятся на обслуживании и в очереди (если таковая имеется) k требований. 
Если nk ≤ , то в системе нет очереди и число свободных от обслуживания 
приборов равно n-k. Легко видеть, что при k<n функционирование данной 
системы совпадает с функционированием системы с отказами, рассмот-
ренной в подразд 2.1, и, следовательно, величины р0(t), р1(t),..., рn-1(t) удов-
летворяют первым уравнениям системы (2.18): 

 ( ) ( ) ( );100 tptptp µ+λ−=′  (2.31) 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .11 ,1 11 −≤≤+µ+µ+λ−λ=′ +− nktpktpktptp kkkk  (2.32) 
Последнее уравнение системы (2.18) здесь не используется, так как оно 

составлено в предположении, что переход системы из состояния п в со-
стояние n+1 невозможен. С другой стороны, рассматриваемая система с 
ожиданием может находиться в любом состоянии k = 0, 1, ... 

Обозначим через рik(h) вероятность перехода системы из состояния i в 
состояние k за время h, т. е. условную вероятность того, что через время h 
в системе на обслуживании и в ожидании его будут находиться k требова-
ний, если вначале на обслуживании и в ожидании его находилось i требо-
ваний. Тогда, рассуждая так же, как в подразд. 2.1, для любого nk ≥  
получаем: 

 ( ) ( ) ;2 , ≥−Ο= kihhpik  (2.33) 
 ( ) ( );,1 hhhp kk Ο+λ=−  (2.34) 
 ( ) ( );,1 hhnhp kk Ο+µ=+  (2.35) 

где Ο(h) – бесконечно малая более высокого порядка малости, чем h. 
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Формулы (2.33) и (2.34) совпадают с соответствующими формулами 
подразд. 2.1, (2.35) заменяет формулу ( ) ( ) ( )hhkhp kk Ο+µ+=+ 1,1 , получен-
ную в подразд. 2.1 для СМО с отказами и отражает тот факт, что при 

nk ≥  в системе с ожиданием, находящейся в состоянии k+1, имеется не 
k+1,a n занятых приборов. 

Далее из условия нормировки ( )∑
∞

=
=

0
1

i
ik hp  и равенств (2.33) – (2.35) 

находим 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).11 1,1, hhhnhhphphp kkkkkk Ο+λ−µ−=Ο+−−= +−  (2.36) 
Подставляя теперь равенства (2.33) – (2.36) в формулу полной  вероят-

ности ( ) ( ) ( ),
0
∑
∞

=
=+

i
ikik hptphtp  имеем ( ) ( ) +λ=+ + htphtp kk 1  

( )( ) ( ) ( ),1 1 hhntphhntp kk Ο+µ+λ−µ−+ +  откуда при 0→h  
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) . ,11 nktpntpntptp kkkk ≥µ+µ+λ−λ=′ +−  (2.37) 
Полагая ( ) kk

t
ptp =

∞→
lim  и переходя к пределу при ∞→t  в уравнениях 

(2.31), (2.32), (2.37), получаем бесконечную систему уже алгебраических 
уравнений: 

 ( ) ( )
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Для упрощения записи разделим каждое уравнение системы (2.38) на µ 
и введем обозначение α=λ/µ, в результате получим: 
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Если положить 
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Решая последовательно эти рекуррентные соотношения, получаем 
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Для определения р0 используем условие нормировки 

 ,1
0

∑
∞

=
=

k
kp  (2.41) 

означающее, что обслуживающая система и в установившемся режиме 
находится в одном и только в одном из возможных состояний 0, 1, ... 

Из (2.41) и (2.40)  
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Если выполняется условие  
 n<α , (2.43) 

то 
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Таким образом, вероятность того, что в системе с ожиданием для ста-
ционарного режима не будет находиться на обслуживании ни одно требо-
вание, можно найти по формуле 

 ( ) ( ) .
!1!

11
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0

−−

= 











α−−
α

+
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k

nk

nnk
p  (2.44) 

Вероятность же того, что в этой системе на обслуживании будет нахо-
диться ( )1≥kk  требований, можно найти по формулам (2.40), (2.44). 

При 1=n , т. е. в случае, когда система массового обслуживания состо-
ит только из одного прибора, из формул (2.40) и (2.44) 

( )  ... 1, ,0 ,1 =α−α= kp k
k  
Если условие (2.43) не выполняется, то геометрическая прогрессия в 

квадратных скобках в (2.42) расходится. Это означает, что р0=0, а также в 
силу (2.40) pk=0, k =1, 2, ... Таким образом, если условие (2.43) не выпол-
няется, то вероятность того, что в системе находится на обслуживании 
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любое конечное число требований, при ∞→t  равна нулю. Иными слова-
ми, при нарушении условия (2.43) длина очереди при ∞→t  становится 
бесконечной. Система явно не справляется с обслуживанием. 

Заметим, что (2.43) выполняется, если имеет место по крайней мере 
одно из следующих трех условий: интенсивность λ входящего потока дос-
таточно мала; среднее время обслуживания l/µ каждого требования каж-
дым прибором достаточно мало; число приборов п достаточно велико. 
Далее будем предполагать, что условие (2.43) выполнено. 

Формулы (2.40) позволяют легко найти следующие средние характери-
стики функционирования системы массового обслуживания с ожиданием: 
M1 – среднюю длину очереди, т. е. математическое ожидание числа требо-
ваний, ожидающих начала обслуживания; M2 – среднее число требований, 
находящихся в системе (как обслуживаемых, так и стоящих в очереди); M3 
– среднее число свободных от обслуживания приборов. Действительно, 

используя формулу 
( )

,10 ,
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ii получающуюся в результате 
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Эти средние характеристики можно использовать для выбора лучшего 
варианта при проектировании системы массового обслуживания. При 
этом в общем случае исходят из условия минимизации полных потерь за 
счет ожидания в очереди и простоя приборов. Например, число п прибо-
ров с экономической точки зрения естественно определять из условия ми-
нимума функции ( ) ,31ож MСMCn nk+=ϕ где ожC  —удельные издержки 
простоя требования в очереди; nkC  – удельные издержки простоя прибо-
ра. 

Формулы (2.40) позволяют легко вычислить вероятность π того, что 
все п обслуживающих приборов заняты. Действительно, используя теоре-
му сложения вероятностей несовместных событий, получаем 

 ( ) ( ) .!1!
00
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Таким образом, вероятность того, что все приборы окажутся занятыми 
и, следовательно, требованию придется встать в очередь, равна правой 
части равенства (2.48). Иначе эту вероятность называют вероятностью 
ожидания. Для сравнения напомним, что в случае системы с отказами, 
рассмотренной в подразд. 2.1, вероятность того, что все п обслуживающих 
приборов окажутся занятыми («вероятность отказа»), определяется по 
формуле: .!/0отк npp nα=  

Однако для систем с 
ожиданием вероятность 
ожидания π играет мень-
шую роль, чем аналогич-
ная величина – вероят-
ность отказа ротк для сис-
тем с отказами. Дело в 
том, что даже при значе-
ниях π, близких к единице, 
функционирование систе-
мы массового обслужива-
ния может быть признано 
удовлетворительным, если 
только время ожидания θ 

начала обслуживания для подавляющей части требований мало. В связи с 
этим для системы с ожиданием важное значение имеет функция распреде-
ления F(t) времени ожидания, или, что то же, времени пребывания в оче-
реди. Эта функция имеет вид (рис. 5): 
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Наличие разрыва непрерывности и интервала возрастания функции 
распределения F(t) свидетельствует о том, что время θ ожидания в очере-
ди является случайной величиной смешанного типа, из (2.49) ее матема-
тическое ожидание  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .10
000

dtentdttFtttdFM n λ−µ−
∞∞∞

∫∫∫ λ−µπ=′+π−⋅==θ  

Отсюда, интегрируя по частям, для среднего времени ожидания начала 
обслуживания, получаем 
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 ).(/ α−µπ=θ nM   (2.50) 
Как и следовало ожидать, среднее время ожидания начала обслужива-

ния оказалось пропорциональным среднему времени обслуживания l/µ 
требования в системе и вероятности π того, что все приборы заняты. Заме-
тим, что если уже найдена средняя длина М1 очереди, то среднее время Мθ 
ожидания в очереди легко можно найти по формуле Мθ = М1/λ. Действи-
тельно, при установившемся режиме число покидающих в единицу време-
ни систему обслуженных требований равно числу поступающих в едини-
цу времени в систему на обслуживание требований. А поступает в едини-
цу времени λ требований. 

Пример. В некоторой мастерской по ремонту часов имеется n масте-
ров, работающих с одинаковой производительностью. Наблюдения пока-
зали, что в течение рабочего дня от населения поступает на ремонт в 
среднем 30 шт. часов разных марок, причем каждый мастер за один рабо-
чий день ремонтирует в среднем 10 часов. Общее число часов у населения 
велико и они выходят из строя в случайные моменты времени. По всей 
вероятности, клиенты приносят часы на ремонт более или менее равно-
мерно в течение рабочего дня (стационарность), независимо друг от друга 
(отсутствие последействия) и не группами в два и более человека (орди-
нарность). Значит, рассматриваемый поток требований можно считать 
пуассоновским, причем с интенсивностью λ = 30 шт. часов в рабочий 
день. 

Время ремонта подавляющей части неисправных часов сравнительно 
мало (замена разбитого стекла, стрелки и др.). В капитальном же ремонте, 
требующем большого времени (изготовление нестандартных деталей для 
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импортных часов, точка осей и пр.), часы нуждаются сравнительно редко. 
В связи с этим предположим, что время обслуживания (время ремонта 
часов) подчиняется показательному закону, причем с параметром 
µ =10 шт. часов в рабочий день. 

Проанализируем работу этой мастерской с точки зрения теории массо-
вого обслуживания. Прежде всего заметим, что для выполнения условия 
(2.43) необходимо, чтобы в мастерской было не менее четырех мастеров. 
Если n < 4, то условие (2.43) не будет выполнено: α=λ/µ = 3< n. 

Пусть в мастерской работает минимально возможное число мастеров, 
т.е. n = 4. Тогда вероятность р0 того, что все четыре мастера в момент по-
ступления очередных часов на ремонт не заняты, можно найти по формуле 
(2.44): 

( ) ( ) 038,0
34!14

3
!3

3
!2

331
1432

0 =












−−
++++=

−

p . 

Таким образом, в течение семичасового рабочего дня в среднем 
14607038,0 ≈⋅⋅  мин все четыре мастера свободны. 

С другой стороны, для вероятности π того, что все 4 мастера в момент 
поступления очередных часов на ремонт заняты, согласно формуле (2.48) 
имеем 

( ) ( ) ,51,0
34!14

3038,0 4
≈

−−
⋅

=π  

т. е. все мастера заняты половину рабочего времени. 
Клиента интересует, прежде всего, среднее время Мθ  ожидания начала 

ремонта его часов после того, как он их отнес в мастерскую. Это время 
можно найти по формуле (2.50): 

( ) 051,0
3410

51,0
=

−
=θM раб. дня 21≈  мин. 

Руководство мастерской, по-видимому, прежде всего интересует сред-
нее число часов М1, ожидающих ремонта, и общее среднее число часов 
М2, ожидающих ремонта и ремонтируемых. По формулам (2.40), (2.45) и 
(2.46) находим: 

;13,0038,0
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58,456,1

4
31

413,0
!2

3
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33038,0
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++=M  шт. 

Представляет, конечно, интерес и среднее число М3 мастеров, свобод-
ных от работы. По формуле (2.47) получаем 

.007,13
!3
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!2
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!0
04038,0 32
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Это означает, что каждый мастер свободен в среднем одну четверть 
рабочего времени, т. е. 1,75 ч в день. 

Для п = 5 аналогичные вычисления дают: p0 = 0,047; π = 0,24;         
Мθ  = 5 мин; М = 0,35 шт.; М2 = 3,37 шт.; М3 = 2. 

Сравнение всех этих результатов показывает, что оптимальное число 
мастеров равно 4. Если 4<n , это означает, что со временем груда неис-
правных часов, поступающих в мастерскую на ремонт, будет неограни-
ченно увеличиваться и, таким образом, мастерская явно не будет справ-
ляться со своей работой. Если же 4>n , то выигрыш, получаемый клиен-
тами, будет несущественным по сравнению с экономическими затратами, 
связанными с привлечением дополнительных мастеров. 

Так, если вместо четырех использовать пять мастеров, то среднее вре-
мя ожидания начала ремонта часов уменьшится с 21 до 5 мин. Однако 
вряд ли это даст какое-либо преимущество клиентам, так как ремонт в их 
присутствии практически все равно исключается из-за большого среднего 
времени ремонта одних часов. Вместе с тем при 5=n  только 24% рабоче-
го времени все мастера полностью загружены работой, причем в среднем 
два мастера все время свободны. Иными словами, загрузка мастеров низ-
кая. 

Из графиков функции распределения времени ожидания (см. формулу 
(2.49)) начала ремонта часов 
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(рис. 6) следует, что вероятность 
того, что время ожидания начала 
ремонта часов окажется меньшим, 
например 0,1 раб. дня, при 4=n  и 
п = 5 соответственно равна 0,81 и 
0,97. 
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2.4. Замкнутые системы массового обслуживания 
 

До сих пор мы рассматривали только такие системы массового обслу-
живания, для которых интенсивность λ входящего потока требований не 
зависит от состояния системы. В этом случае источник требований нахо-
дится вне системы и генерирует неограниченный поток требований. В 
этом подразделе обратимся к системы массового обслуживания, для кото-
рых λ зависит от состояния системы, причем источник требований являет-
ся «внутренним» и генерирует ограниченный поток требований. 

Например, пусть в гараже имеется m автомашин и n(n<m) площадок 
для ремонта, причем на каждой площадке может находиться только одна 
автомашина. Здесь автомашины – источники требований, а ремонтные 
площадки – обслуживающие приборы. Неисправная автомашина после 
обслуживания (ремонта) используется по своему прямому назначению и 
вновь становится потенциальным источником возникновения требований 
на обслуживание. Ясно, что интенсивность поступления требований на 
обслуживание зависит от того, сколько автомашин в данный момент на-
ходится в эксплуатации и сколько автомашин обслуживается или стоит в 
очереди, ожидая обслуживания. 

Итак, рассмотрим систему массового обслуживания, состоящую из 
приборов, каждый из которых может одновременно обслуживать только 
одно требование, причем, как обычно, время обслуживания одного требо-
вания есть случайная величина с функцией распределения ( ) tetF µ−−=1 . 

Входящий поток требований исходит из m(m>n) обслуживаемых объ-
ектов, которые в случайные моменты времени выходят из строя и требуют 
обслуживания. При этом каждый объект, находящийся в эксплуатации, 
генерирует независимо от других объектов пуассоновский поток требова-
ний с интенсивностью λ, так что если в эксплуатации находится k объек-
тов, то общий (суммарный) входящий поток имеет интенсивность kλ. Тре-
бование, поступившее в систему в момент, когда свободен хотя бы один 
прибор, немедленно идет на обслуживание. Если требование застает все 
приборы занятыми обслуживанием других требований, то оно не покидает 
систему (как в случае систем с отказами), а становится в очередь и ждет 
до тех пор, пока один из приборов не станет свободным (как в случае сис-
тем с ожиданием). 

Системы массового обслуживания, в которых входящий поток требо-
ваний формируется из выходящего, называются замкнутыми. 

Как и в подразд. 2.3, будем говорить, что система массового обслужи-
вания находится в состоянии k, если общее число требований, находящих-
ся на обслуживании и в очереди, равно k. Для рассматриваемой замкнутой 
системы, очевидно, k = 0, 1, …, m. При этом если система находится в со-
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стоянии k, то число объектов, находящихся в эксплуатации, равно m – k. 
Заметим, что из этих и только этих m – k объектов формируется в данный 
момент времени входящий поток требований. 

Составим систему дифференциальных уравнений для вероятности pk(t) 
того, что замкнутая система массового обслуживания в момент времени t 
находится в состоянии k = 0, l, ..., m. Для этой цели выпишем ряд элемен-
тарных, ранее уже неоднократно встречавшихся, формул. 

Так как входящий поток требований по предположению является пуас-
соновским с интенсивностью λ, то вероятность того, что за время h в сис-
тему поступит k требований, 

 ( ) ( ) h
k

k e
k
hhP λ−λ

=
!

, (2.51) 

отсюда 
 ( ) ( ),10 hhehP h Ο+λ−== λ−   (2.52) 

 ( ) ( ).1 hhhehP h Ο+λ=λ= λ−   (2.53) 
Далее, так как время τ обслуживания подчиняется показательному за-

кону с параметром µ, то 
 ( ) hehP µ−−=<τ 1 ; (2.54) 

 hehP µ−=>τ )( . (2.55) 
Далее применим стандартный классический метод, а именно в форму-

ле полной вероятности 

 ( ) ( ) ( )hptphtp ik
m

i
ik ∑

=
=+

0
 (2.56) 

последовательно оценим переходные вероятности для различных возмож-
ных комбинаций индексов i и k, подставим эти оценки в формулу (2.56) и 
перейдем к пределу при 0→h . В результате получим следующие четыре 
случая.  

Случай 1 

 ( ) ( ) ( )
( ) ( )




≤≤Ο+µ−−λ−
<≤Ο+µ−−λ−

=
. ,1
;0 ,1

mknhnhhkm
nkhkhhkm

hpkk  (2.57) 

Действительно, пусть система в момент времени t находится в состоя-
нии k, nk <≤0 . Тогда через время h она останется в том же состоянии k, 
если за это время не поступит в систему ни одно из m – k возможных тре-
бований (событие A1) и не покинут систему ни одно из k требований, на-
ходящихся там в момент времени t на обслуживании (событие A2). Но, 
используя теорему умножения вероятностей независимых событий и фор-
мулы (2.52) и (2.55), получаем: 
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 ( ) ( ) kmheAP
−λ−=1 , (2.58) 

 ( ) ( )kheAP µ−=2 . (2.59) 
Следовательно, учитывая независимость событий A1 и A2, можно записать 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ==== µ−−λ− khkmh
kk eeAPAPAAPhp 2121  

( ) ( )[ ] ( )[ ] ( ) ( ).111 hkhhkmhkhhhkm Ο+µ−λ−−=Ο+µ−⋅Ο+λ−−= . 
Случай, когда mkn <≤  отличается от рассмотренного ( )nk <≤0  

только тем, что при nk >  обслуживаются не k, а только п требований (так 
как в системе имеется только п обслуживающих приборов, каждый из ко-
торых может обслуживать только одно требование). 

 Случай 2 

 ( ) ( )
( )




≤≤Ο+µ
<<Ο+µ

=− . ,
;0 ,

1, mknhnh
nkhkh

hp kk  (2.60) 

Действительно, система за время h перейдет из состояния ( )nkk <<0  
в состояние k – 1, если за это время не поступит в систему ни одно из m – k 
возможных требований (событие A1) и покинет систему (будучи обслу-
женным) только одно из каких-либо k обслуживаемых требований (собы-
тие A3). Но по формуле Бернулли 

 ( ) ( )( ) ( ).1
1

3 hhkeekAP
khh Ο+µ=−=
−µ−µ−   (2.61) 

Поэтому, учитывая независимость событий A1 и A3 и используя форму-
лу (2.58), запишем 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ).31311, hhkAPAPAAPhp kk Ο+µ===−  
Случай, когда mkn ≤≤ , отличается от рассмотренного  

( )nk <<0 только тем, что при nk ≥  вероятность Р(А3) того, что освобо-
дится только один какой-либо из обслуживаемых приборов, не зависит от 
k, и, следовательно, вместо (2.61) справедливо равенство 

( ) ( )( ) ( ).1
1

3 hhneenAP
nhh Ο+µ=−=
−µ−µ−  

Случай 3 
 ( ) ( ) ( ) .0 ,1, mkhhkmhp kk <≤Ο+λ−=+   (2.62) 
Действительно, система за время h перейдет из состояния ( )mkk <≤0  

в состояние 1+k , если за это время в систему поступит только одно из m – 
k возможных требований (событие А4) и систему не покинет ни одно из k 
требований (событие А2). Но, применяя теорему сложения вероятностей 
несовместных событий и формулу (2.53), получаем ( ) ( ) .4

hhekmAP λ−λ−=  
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Поэтому, учитывая независимость событий А2 и А4 и используя (2.59), 
имеем: 

( ) ( ) ( ) ( ) ===+ 24241, APAPAAPhp kk  

( ) ( ) ( ) ( ).hhkmehekm
khh Ο+λ−=λ−= µ−λ−  

Случай 4 
 ( ) ( ) 2 , ≥−Ο= kihhpik .  (2.63) 
Действительно, вероятность того, что за время h в систему поступят 

два или более требования, согласно (2.51) при 2≥k равна ( )hΟ . С другой 
стороны, вероятность того, что за время h систему покинут два или более 
требования, согласно (2.54) и теореме умножения вероятностей независи-
мых событий также равна ( )hΟ . Поэтому вероятность перехода системы 
из состояния i в состояние k при 2≥− ki  за время h тем более равна 
( )hΟ . 
Подставим теперь полученные оценки (2.57), (2.60), (2.62), (2.63) для 

pik(h) в формулу (2.56). Тогда, например, при 0=k  получим 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =Ο++=+ hhptphptphtp 1010000  
( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )hhhtphhtp Ο+Ο+µ+Ο+λ−= 10 1  или 
( ) ( ) ( ) ( )htmphtphtp Ο+λ−=−+ 000 / .  

Переходя к пределу при 0→h , имеем ( ) ( ) ( ).100 tptmptp µ+λ−=′  А так 
как нас будут интересовать только стационарные решения, то в последнем 
равенстве переходим к пределу при ∞→t : .0 10 pmp µ+λ−=  Проведя ана-
логичные рассуждения для mk  ..., ,2 ,1= , получим следующую однород-
ную систему алгебраических уравнений: 

 
( ) ( )[ ]

( )
( ) ( )[ ]
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 (2.64) 

Здесь ( ) . ..., ,1 ,0 ,lim,/ mktpp k
t

k ==µλ=α
∞→

 

Для решения системы (2.64) введем новые переменные: 
( ) ( ) ;0 ,1 1 nkpkpkmz kkk <≤+−α−= +  

 ( ) . ,1 mknnppkmz kkk ≤≤−α−= +  (2.65) 
В новых переменных система (2.64), как легко проверить, принимает 

очень простой вид 
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;00 =z  
;0 ,01 mkzz kk <<=−−  

01 =−mz  
и имеет, очевидно, только нулевое решение ,0=kz  .1 ..., ,1 ,0 −= mk  Сле-
довательно, равенства (2.65) можно переписать так: 

( ) ;0 ,
11 nkp

k
kmp kk <≤
+

α−
=+

( ) . ,1 mknp
n
kmp kk ≤≤
α−

=+  

Отсюда последовательными подстановками легко находим 

 
( )

( )
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−
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!!
!

;1 ,
!!
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0

0

mknp
kmnn

m

nkp
kmk

m

p

nk

k

k

k  (2.66) 

Величину же р0, как обычно, определяем из условия нормировки 

∑
=

=
m

k
kp

0
1и полученных формул (2.66) для рk, mk  ..., ,2 ,1= . Зная вероятно-

сти рk, mk  ..., ,2 ,1= , можно вычислить среднюю длину очереди 

 ( ) ,1 ∑
=

−=
m

nk
kpnkM  (2.67) 

среднее число обслуживаемых и ожидающих обслуживания требова-
ний 

 ,
1

2 ∑
=

=
m

k
kkpM  (2.68) 

среднее число свободных от обслуживания приборов 

 ( )∑
−

=
−=

1

0
3

n

k
kpknM . (2.69) 

Отсюда легко находим коэффициент простоя обслуживаемого объекта 
 ,/11 mM=ξ  (2.70) 
коэффициент использования объектов 
 ( )mM /1 22 −=ξ  (2.71) 
и коэффициент простоя обслуживающих приборов 
 ./33 nM=ξ  (2.72) 
Коэффициент ξ2 – весьма важная интегральная характеристика замкну-

той системы массового обслуживания. Он характеризует интенсивность 
эксплуатации объектов, так как практически равен вероятности того, что 
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данный объект в любой момент времени t будет находиться в эксплуата-
ции, т. е. работать. Для установившегося режима работы СМО его можно 
вычислить по формуле 

 )/( 2112 ttt +=ξ , (2.73) 
где λ= /11t  – среднее время безотказной работы объекта; t2 – среднее 
время простоя этого объекта. 

Обозначим, как и в подразд. 2.3, время ожидания в очереди через θ. 
Очевидно, общее время простоя П слагается из времени ожидания в оче-
реди θ  и времени обслуживания τ, т. е. .τ+θ=П  Переходя к математиче-
ским ожиданиям, учитывая равенства ;2tМП = µ=τ /1M  и определяя t2 из 
формулы (2.73), находим 

 .111111

2

2

2

2
12 µ

−
ξ
ξ−

λ
=

µ
−

ξ
ξ−

=
µ

−=τ−=θ ttMMПM  (2.74) 

Пример. Пусть для обслуживания (наладки) шести однотипных авто-
матов выделено два мастера одинаковой производительности. Время от 
времени эти автоматы останавливаются и требуют наладки. Предполага-
ется, что поток остановок автоматов является пуассоновским, а время их 
наладки подчиняется показательному закону. Каждый автомат останавли-
вается в среднем один раз в два часа, а среднее время наладки одного ав-
томата одним мастером составляет 0,4 ч. Таким образом, λ= 0,5; µ = 2,5; 
α=λ/µ=0,2. 

Возможны следующие варианты организации обслуживания: 1) оба 
мастера обслуживают все шесть автоматов, так что при остановке автома-
та его обслуживает один из свободных мастеров; в этом случае 2=n , 

6=m ; 2) каждый из двух мастеров обслуживает по три закрепленных за 
ним автомата. В этом случае 1=n , 3=m . 

В результате вычислений по формулам (2.66) получаем табл.1 для 
первого варианта и табл.2  для второго варианта. 

Т а б л и ц а  1 
Число неработаю-
щих автоматов 

Число автоматов, 
ожидающих  
наладки 

Число свободных 
мастеров pk 

0 0 2 0,320 
1 0 1 0,384 
2 0 0 0,192 
3 1 0 0,077 
4 2 0 0,023 
5 3 0 0,005 
6 4 0 0,000 
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Т а б л и ц а  2 
Число неработаю-
щих автоматов 

Число автоматов, 
ожидающих налад-

ки 

Число свободных 
мастеров pk 

0 0 1 0,531 
1 0 0 0,318 
2 1 0 0,127 
3 2 0 0,025 

 
Используя значения pk в табл. 1 и 2, вычислим для обоих вариантов ко-

эффициент простоя автоматов ξ, коэффициент использования автоматов 
ξ2 и коэффициент простоя мастеров ξ3. Начнем с первого варианта. Сред-
нее число автоматов, простаивающих в каждый момент в очереди из-за 
того, что мастера заняты наладкой других автоматов, определяется по 

формуле (2.67): ( ) 140,02
6

2
1 =−= ∑

=k
kpkM . Иными словами, в среднем из 

шести автоматов 0,14 автомата будет стоять в очереди до тех пор, пока не 
освободится мастер. 

Для среднего числа неработающих автоматов, т. е. автоматов, которые 
налаживают и которые стоят в очереди, имеем согласно (2.68) 

109,1
6

1
2 == ∑

=k
kkpM . Это означает, что в среднем из шести автоматов не 

работают немного больше одного. 
Наконец, среднее число мастеров, не занимающихся в каждый момент 

времени наладкой автоматов, определяется по формуле (2.69):  

( ) 024,12
1

0
3 =−= ∑

=k
kpkM . 

Теперь по формулам (2.70) и (2.72) вычислим коэффициенты ξ, ξ2  и 
ξ3. Имеем 023,06/11 ==ξ M , т. е. каждый автомат стоит в очереди в ожи-
дании начала его отладки приблизительно 0,023 части рабочего времени. 
Далее ( ) 815,06/1 22 =−=ξ M , т. е. вероятность того, что данный автомат в 
любой момент времени будет работать, равна 0,815. Наконец, 

512,02/33 ==ξ M , т. е. каждый мастер свободен от наладки автоматов 
чуть больше половины рабочего времени. Кроме того, по формуле (2.74) 
найдем среднее время ожидания начала обслуживания: 

054,0
5,2

1
815,0

815,01
5,0

1
=−

−
=θM ч ≈ 32мин. 

Вычислим аналогично коэффициенты ξ ξ2, ξ3 и  величину Mθ для вто-
рого варианта и соберем полученные результаты в табл.3. 
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Т а б л и ц а  3 

Вариант Показатели функ-
ционирования 

Первый Второй 

ξ 0,023 0,059 

ξ2 0,815 0,784 

ξ3 0,512 0,531 

Mθ, мин 3,2 9,1 

 
Из табл. 3 заключаем, что по всем показателям первый вариант лучше 

второго. Например, простой автоматов в первом варианте на 0,059—0,023 
= 0,036 рабочего времени меньше, т. е. производительность труда на один 
автомат в первом варианте на 3,6% больше, чем во втором. 

 
2.5. Смешанные системы с ожиданием 

 
В подразд. 2.3 и 2.4 рассмотрены системы массового обслуживания с 

ожиданием, для которых типично следующее: требования, поступающие в 
систему на обслуживание, покидают ее только после обслуживания. Од-
нако на практике часто встречаются системы массового обслуживания с 
ожиданием, в которых имеются различные ограничения, например на 
время пребывания в очереди, на время пребывания требования в системе, 
на длину очереди. Возможны также различные комбинации подобных ог-
раничений. Такие системы массового обслуживания называются смешан-
ными системами с ожиданием. В связи с этим системы массового обслу-
живания с ожиданием, рассмотренные в подразд. 2.3, иногда называют 
чистыми системами с ожиданием. 

В смешанных системах массового обслуживания требование, посту-
пившее в систему на обслуживание и заставшее все приборы занятыми, 
может покинуть систему и не обслуженным. Так, если имеется ограниче-
ние на длину очереди, выражающееся в том, что число требований, ожи-
дающих начала обслуживания, не должно превышать т, то очередное тре-
бование, поступившее в систему на обслуживание в момент времени, ко-
гда все приборы заняты и т требований ожидают обслуживания, обязано 
покинуть систему, хотя оно и не обслужено. Такая ситуация возникает, 
например, в мастерских, предназначенных для ремонта каких-либо ма-
шин, с ограниченной площадью для их хранения. 

Кстати заметим, что если длина очереди ∞=m , то смешанная система 
с ожиданием вырождается в чистую систему с ожиданием, рассмотренную 
в подразд. 2.3; в другом крайнем случае, когда длина очереди 0=m , рас-
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сматриваемая смешанная система вырождается в систему с отказами (см. 
подразд. 2.1.). 

Ограничение на время пребывания в очереди выражается в том, что 
время ожидания требованием начала обслуживания не должно превышать 
некоторой величины tож, где tож – постоянная или случайная. Иначе говоря, 
если за время tож с того момента, как требование стало в очередь, не осво-
бодится ни один из обслуживающих приборов, то требование покидает 
систему, хотя оно и не обслужено. Предполагается, что если процесс об-
служивания уже начат, то он доводится до конца независимо от времени 
ожидания начала обслуживания. Такая ситуация может возникнуть, на-
пример, в парикмахерской: с одной стороны, деловые люди, знающие це-
ну времени, не могут позволить себе находиться в очереди больше, чем 
некоторое tож . С другой стороны, если уж клиент сел в кресло и его начали 
брить, то он вряд ли уйдет с одной выбритой щекой. 

Ограничение на время пребывания требования в системе массового об-
служивания означает, что общее время пребывания требования в систе-
ме – время ожидания начала обслуживания плюс время собственно об-
служивания – не должно превышать некоторой величины Tож. В против-
ном случае требование независимо от того, начато его обслуживание или 
нет и если начато обслуживание, то окончено оно или нет, покидает сис-
тему. Такая ситуация может возникнуть, например, в привокзальном ате-
лье мелких услуг: пассажир, несомненно, предпочтет забрать свой пиджак 
с еще не всеми выведенными пятнами, чем опоздать на поезд. 

Оставляя в стороне все многообразие смешанных систем массового 
обслуживания, рассмотрим для примера смешанную систему с ограниче-
нием на длину очереди и время пребывания в ней. Итак, пусть на вход 
системы массового обслуживания, состоящей из п однотипных приборов, 
поступает пуассоновский поток требований с интенсивностью λ. Время 
обслуживания τ каждого требования подчинено показательному закону 
( ) tetP µ−−=<τ 1 . Обозначим максимальное число мест в очереди через m. 

Если в системе находится ( )nkk ≤  требований, то все они обслуживаются, 
причем каждое требование одним прибором. Если в системе находится 

( )mssn ≤+ требований, то по понятной причине п из них обслуживаются, 
а остальные s стоят в очереди и ждут начала обслуживания. Если вновь 
прибывшее в систему требование застанет в ней mn + требований            
(п находящихся на обслуживании и m ожидающих начала обслуживания), 
то оно покидает систему необслуженным. 

Предположим далее, что время пребывания требования в очереди, за-
ставшего в системе ( )mssn <+  других требований, не должно превосхо-
дить tож, где tож – случайная величина, имеющая показательное распреде-
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ление P(tож<t)=1-e-νt .Таким образом, требование, заставшее все приборы 
уже занятыми, покидает систему необслуженным в следующих двух слу-
чаях: 1) если в очереди стоит уже m требований; 2) если требование про-
стаивает в напрасном ожидании начала обслуживания в среднем 1/ν еди-
ниц времени (в связи с этим параметру ν иногда придают смысл интен-
сивности ухода из очереди необслуженных требований). 

Обозначим, как обычно, через pk(t) вероятность того, что система мас-
сового обслуживания в момент времени t находится в состоянии k. На-
помним, что здесь различные состояния определяются так: 0 – в системе 
нет ни одного требования и, стало быть, все приборы свободны; k – в сис-
теме находится k требований и все они обслуживаются, k =1, 2, ..., n; 

sn + — в системе находится sn +  требований, из них п обслуживаются, a 
s стоят в очереди в ожидании обслуживания, s = l, 2, . . ., m. Вероятности 
для всех этих возможных состояний системы массового обслуживания 
удовлетворяют дифференциальным уравнениям: 

( ) ( ) ( );100 tptptp µ+λ−=′  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;11 ,1 11 −≤≤µ++µ+λ−λ=′ +− nktpktpktptp kkkk  

( ) ( ) ( )[ ] ( )+ν−+µ+λ−λ=′ − tpnkntptp kkk 1  
( )[ ] ( ) ;1 ,1 1 −+≤≤+−+µ+ + mnkntpnkn k  
( ) ( ) ( ) ( ).1 tpmntptp mnmnmn +ν−++ +µ−λ=′  

Опуская вывод и решение соответствующей системы уравнений для 
установившегося режима, приведем окончательный результат: 

 

( )
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0 ∑
+
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−=

mn

k
kpp  (2.76) 

где ,/µλ=α  µν=β / . 
Знание вероятностей pk, как и раньше, позволяет вычислить среднее 

число требований, находящихся в очереди (длину очереди), 

 ( ) ,
1

1 ∑
+

+=
−=

mn

nk
kpnkM  (2.77) 

среднее число требований, находящихся в системе, 
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 ,
1

2 ∑
+

=
=

mn

k
kkpM  (2.78) 

среднее число свободных от обслуживания приборов 

 ( ) ,
1

0
3 ∑

−

=
−=

n

k
kpknM  (2.79) 

Важнейшей характеристикой качества обслуживания в рассматривае-
мой системе является вероятность отказа 

 α−−= /)(1 3отк Mnp , (2.80) 
где 3Mn −  – среднее число приборов, занятых обслуживанием, а 

α− /)( 3Mn  – вероятность обслуживания. Другая важнейшая характери-
стика качества обслуживания – среднее время Мθ пребывания требования 
в очереди, т. е. средняя длительность ожидания начала обслуживания. 

Если f(t) —плотность вероятности времени θ нахождения требования в 
очереди до начала его обслуживания, то ( ) ( ) .dttfdtttP ≈+<θ<  Но за 
время t нахождения требования в очереди за ним образуется очередь, со-
стоящая в среднем из λt требований (по определению входящего потока 
требований). Поэтому среднее число требований, находящихся в очереди 
в интервале времени ) ,( dttt + , равно dtttf )(λ . 

Отсюда непосредственно следует, что среднее число требований, на-
ходящихся в очереди в интервале времени ),0( ∞ , т.е. математическое 
ожидание числа требований, ожидающих начала обслуживания 

 ( )∫
∞

θλ=λ=
0

1 MdtttfM или ./1 λ=θ MM  (2.81) 

Формула (2.81) позволяет вычислить математическое ожидание време-
ни θ пребывания требования в очереди без знания закона распределения 
величины θ. 

Пример. В крупный магазин поступают из различных отдаленных хо-
зяйств машины с фруктами. Эти машины поступают в случайные моменты 
времени с плотностью λ = 4 машины в день. В магазине имеется подсоб-
ное помещение, позволяющее хранить не более т машин фруктов одно-
временно, и п бригад продавцов одинаковой производительности. Время 
продажи (обслуживания) одной машины с фруктами одной бригадой слу-
чайно и составляет в среднем 0,5 дня. 

Фрукты – скоропортящийся товар и срок их хранения зависит от мно-
гих случайных факторов, например вида, времени, прошедшего с момента 
сбора фруктов, степени их созревания, условия транспортировки. Предпо-
ложим, что среднее допустимое время хранения этих фруктов составляет 
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2,5 дня. Формально, чтобы можно было использовать формулы, приведен-
ные в этом подразделе, нужно предположить, что поток поступления ав-
томашин с фруктами пуассоновский, а продолжительности обслуживания 
автомашин и сохранности содержимого автомашин подчиняются показа-
тельному распределению. На практике это, конечно, может не выполнять-
ся. Например, продолжительность сохранности свежих фруктов скорее 
имеет гамма-распределение, чем показательное. Однако, как показали со-
ответствующие расчеты методом статистического моделирования, инте-
гральные характеристики смешанных систем с ожиданием практически 
мало зависят от вида распределений времени обслуживания требований и 
времени их пребывания в очереди. Таким образом, ;4=λ  ;2=µ   

;4,05,2/1 ==ν  ;2=α  .2,0=β  
Соответствующие результаты вычислений, полученные по формулам 

(2.75) – (2.81) для 2 ;1=n  и ,3 ;2 ;1=m  приведены в табл. 4. 
Т а б л и ц а  4 

n=1 Показатели 
функциони-
рования 

m=0 m=1 m=2 m=3 

P0 0,333 0,158 0,090 0,059 
p1 0,667 0,316 0,181 0,117 
p2 — 0,526 0,300 0,195 
p3 — — 0,430 0,281 
p4 — — — 0,350 
M1 — 0,53 1,16 1,81 
M2 0,67 1,37 1,97 2,75 
M3 0,33 0,16 0,09 0,06 
pотк 0,67 0,58 0,54 0,53 

Mθ, дней — 0,13 0,29 0,45 
 n=2 

p0 0,2 0,145 0,119 0,105 
p1 0,4 0,290 0,238 0,210 
p2 0,4 0,290 0,238 0,210 
p3 — 0,244 0,225 0,198 
p4 — — 0,181 0,159 
p5 — — — 0,122 
M1 — 0,21 0,59 0,88 
M2 1,2 1,6 2,11 2,47 
M3 0,8 0,58 0,48 0,42 
pотк 0,4 0,29 0,24 0,21 

Mθ, дней — 0,06 0,15 0,22 
Из этой таблицы следует, что одна бригада продавцов ( )1=n  явно не 

справится со своей работой, ибо в среднем свыше половины (53—67%) 
всех поступающих фруктов не будет распродано. Вероятность отказа в 
обслуживании при наличии двух бригад продавцов ( )2=n  уже значитель-
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но меньше (21-40%), но еще сравнительно велика. По-видимому, целесо-
образно использовать три бригады. 

С другой стороны, вероятность отказа ротк менее чувствительна к изме-
нению величины т. Поэтому если содержание подсобного помещения 
связано с относительно большими издержками, то рационально использо-
вать небольшие значения т, например т = 1. Вместе с тем полное отсут-
ствие подсобного помещения (т = 0) также невыгодно, так как при этом 
заметно возрастает вероятность отказа. 

 
3. СПЕЦИАЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 

Все системы массового обслуживания, рассмотренные в предыдущем 
разделе, являются в определенном смысле классическими. Вместе  с тем 
существует большое количество разновидностей СМО, отражающих те 
или иные закономерности и особенности работы реальных объектов ис-
следования. Для них в рамках марковских ограничений также получены 
аналитические решения (по крайней мере, для установившихся режимов). 
Охарактеризуем основные подобные модели, используемые для описания 
широкого круга производственно-экономических и организационно-
технических систем. 

 
3.1. Упорядоченные системы 

 
До сих пор предполагалось, что все обслуживающие приборы равно-

правны в том смысле, что очередное требование может обслуживать лю-
бой из свободных приборов. Однако легко себе представить такую систе-
му массового обслуживания, в которой все приборы пронумерованы, при-
чем очередное требование может обслуживать данный свободный прибор 
только при условии, если все приборы с меньшим номером уже заняты 
обслуживанием. В этом случае вероятность того, что k приборов будут 
заняты одновременно обслуживанием, имеем 

 ,...,2,1,
!/

!/

0

=
α

α
=

∑
=

k
i

kp k

i

i

k

k  (3.1) 

где µλ=α / , λ – среднее число требований, поступающих в единицу вре-
мени, µ/1  – среднее время обслуживания одного требования. 

Пример. Пусть в некоторый гараж поступает в течение семичасового 
рабочего дня в среднем девять заявок на перевозки грузов, причем среднее 
время перевозок (включая время возвращения в гараж) составляет 0,7 ч. 
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Предполагается, что все автомашины пронумерованы, а обслуживание 
очередной заявки по перевозке груза осуществляет свободная автомашина 
с наименьшим номером. Результаты вычислений по формуле (3.1) сле-
дующие ( 9=λ , 10=µ , 9,0=α ):  

k 1 2 3 4 5 
pk 0,474 0,176 0,050 0,011 0,002 

 
Отсюда следует, что в среднем только 0,2% рабочего времени загру-

жены одновременно пять автомашин. Это указывает на то, что гаражу 
можно обойтись меньшим, чем пять, количеством автомашин. Если в га-
раже имеется всего три автомашины, то вероятность того, что очередному 
требованию придется встать в очередь, равна 0,05. Так как эта вероятность 
достаточно мала, то, по-видимому, гаражу достаточно иметь три автома-
шины. Таким образом, формула (3.1) позволила определить не только сте-
пень загруженности каждой автомашины, но и оптимальное количество 
автомашин, которое нужно иметь данному гаражу. 

Существуют различные обобщения рассматриваемой упорядоченной 
системы массового обслуживания. Например, иногда упорядочивают не 
отдельные приборы, а группы приборов, так что очередное требование 
начинает обслуживаться каким-либо свободным прибором k-й группы, 
если только все приборы всех предыдущих групп заняты. 

Пусть kr  – число приборов в k-й группе, a kA  – событие, состоящее в 
том, что требование получает отказ на приборах k-й группы. Тогда веро-
ятность того, что очередное требование застанет все приборы первой 
группы занятыми, можно определить по формуле Эрланга: 
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Вероятность того, что это требование застанет также занятыми все 
приборы второй группы 
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Получив отказ в приборах первой и второй групп, требование поступа-
ет на обслуживание в приборы третьей группы. Вероятность того, что и 
здесь оно получит отказ, т. е. застанет все приборы занятыми, можно оп-
ределить по формуле 
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Продолжая этот процесс, можно найти вероятность )...( 21 kAAAP  того, 
что требование прошло необслуженным последовательно сквозь приборы 
первой, второй,..., k-й групп. Это позволяет по формуле 

 ( ) ( )
( )121

21
121 ...

......|
−

− =
k

k
kk AAAP

AAAPAAAAP  (3.4) 

определить условную вероятность отказа на приборах k-й группы при ус-
ловии, что получен отказ на приборах всех предыдущих k-1 групп. Заме-
тим, что величина ( )121 ...|1 −− kk AAAAP  равна вероятности того, что при-
боры k-й группы обслужат требование при условии, что был получен от-
каз на приборах всех предыдущих k – 1 групп. 

Пример. На заводе имеются два красильных цеха: основной и допол-
нительный. В основном цехе функционируют четыре красильные уста-
новки, а в дополнительном – две. Производительность всех этих шести 
установок одна и та же и в среднем равна 5 изд./ч. Из многих цехов завода 
в случайные моменты времени в основной красильный цех поступают на 
окраску изделия с интенсивностью 10 изд./ч. Если в момент поступления 
на окраску очередного изделия все четыре красильные установки основ-
ного цеха оказываются занятыми, то это изделие поступает в дополни-
тельный цех. Если при этом обе красильные установки дополнительного 
цеха также оказываются занятыми, то изделие остается неокрашенным. 

Здесь 10=λ , 5=µ , 41 =r , 22 =r , 2=α . Поэтому по формулам (3.2) и 
(3.3) получаем ( ) 095,01 =AP ; ( ) 012,021 =AAP . Это означает, что 9,5% 
всех поступающих на окраску в основной цех изделий не будут в этом 
цехе окрашены, а 1,2% изделий вообще не будут окрашены. Используя эти 
данные, согласно формуле (3.4) имеем ( ) 127,0095,0/012,0| 12 ==AAP ; 
иначе говоря, если изделие не было окрашено в основном цехе, то с веро-
ятностью 0,127 оно не будет окрашено также и в дополнительном кра-
сильном цехе. 

 
3.2. Системы с поступлением групповых заявок 

 
До сих пор предполагалось, что требования поступают в систему мас-

сового обслуживания по одному, т. е. входящий поток требований – орди-
нарный. Рассмотрим теперь системы, в которых требования поступают 
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группами, причем число требований в каждой группе либо постоянно, 
либо случайно. 

Предположим: 
1) поток групп требований является пуассоновским с интенсивностью 

λ групп в единицу времени; 
2) время обслуживания каждого требования в каждой группе подчине-

но показательному закону с математическим ожиданием µ/1  единиц вре-
мени; 

3) число требований X в каждой группе случайное и имеет распределе-
ние вероятностей 

( ) sasXP == , 0≥sa ; ∑
∞

=
=

1
1

s
sa ; 

4) каждое требование в поступившей в систему группе начинает об-
служиваться с одной и той же вероятностью; 

5) число обслуживающих приборов равно n и все они однотипны; 
6) рассматриваемая система массового обслуживания принадлежит к 

типу систем с отказами; это означает, что очередное требование покидает 
систему необслуженным, если в момент его поступления все приборы за-
няты. 

Для такой системы массового обслуживания справедливы рекуррент-
ные соотношения: 
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где µλ=α / , np  – вероятность того, что в системе при установившемся 
режиме находится на обслуживании k требований (или, что то же, занято k 

приборов). При этом условие нормировки имеет вид ∑
=

=
n

k
kp

0
1 . Основной 

интегральной характеристикой для систем с отказами является вероят-
ность pотк того, что требование получит отказ в обслуживании. Для рас-
сматриваемого случая 
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Пример. Над некоторой зенитной батареей, состоящей из трех одно-
типных орудий, в случайные моменты времени пролетают группы самоле-
тов противника с интенсивностью 10 групп/ч. Каждая группа состоит из 
одного, двух или трех самолетов соответственно с вероятностями 0,2; 0,3 
и 0,5. Среднее время, необходимое для обстрела одного самолета одним 
орудием, равно 3 мин. Оценим эффективность этой батареи. 

Здесь 10=λ , 20=µ , 5,0=α , 3=n , 2,01 =a , 3,02 =a , 5,03 =a , 
0=sa , 3>s . Из формул (3.5) находим: 

;5,0 01 pp =  

;325,005,075,02,0
11
5,0

11
5,01

001012 pppppp =−=
+

−
+
+

=  

( ) ( )[ ] .204,05,05,03,05,03,02,0
3
5,0

00123 ppppp =+++++=  

Отсюда, используя условие нормировки, получаем: 494,00 =p , 
247,01 =p , 160,02 =p , 101,03 =p  и, следовательно, по формуле (3.6) 

( ) %.2424,0
5,033,022,05,0
101,03160,02247,01отк ==

⋅+⋅+
⋅+⋅+

−=p  

Это означает, что в среднем 76% самолетов противника будут обстре-
ливаться («обслуживаться») рассматриваемой гипотетической батареей. 

Разумеется, требования могут поступать группами также и в системах 
массового обслуживания с ожиданием (как чистых, так и смешанных). 
Такая ситуация может возникнуть, например, при разгрузке судов, прибы-
вающих в порт не по одному, а караванами и, естественно, ожидающих 
начала их разгрузки в случае занятости всех причалов. 

Рассмотрим, например, смешанную систему массового обслуживания с 
ожиданием, у которой имеется ограничение на время пребывания требо-
ваний в очереди, причем это время подчиняется показательному закону с 
параметром ν. Предположим далее, что число требований в каждой группе 
постоянно и равно s, а в остальном эта система с ожиданием совпадает с 
рассмотренной уже системой с отказами и групповым поступлением тре-
бований. Тогда вместо формул (3.5) имеем: 
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где µλ=α / , µν=β / ; 0p — вероятность того, что все n приборов сво-
бодны; ( )nkpk ≤≤1  – вероятность того, что заняты k приборов; 

( )1+≥ nkpk  – вероятность того, что все n приборов заняты и nk −  требо-
ваний стоят в очереди. При этом условие нормировки здесь уже имеет вид 

∑
∞

=
=

0
1

k
kp , а вероятность отказа в обслуживании можно определить по 

формуле 
 ,/1 4отк α−= sMp  (3.8) 
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есть среднее число приборов, занятых обслуживанием. 
Пример. Пусть в библиотеку за книгами заходит в среднем 15 человек 

в час, причем каждый читатель берет две книги. В библиотеке имеются 
три сотрудника, каждый из которых осуществляет выдачу одной книги в 
среднем в течение 2 мин. Если в момент прихода читателя в библиотеку 
все трое сотрудников оказываются занятыми выдачей книг, то он стано-
вится в очередь, причем среднее время его пребывания в очереди не 
должно превышать 5 мин. 

Здесь 15=λ , 30=µ , 12=ν , 3=n , 2=s , 5,0=α , 4,0=β . Вероятно-
сти kp  состояний, вычисленные по формулам (3.7), следующие (для 8≥k  
вероятности kp  не выписаны, так как они меньше 0,001): 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 
pk 0,468 0,234 0,176 0,068 0,035 0,013 0,005 0,001 
Отсюда, пользуясь формулами (3.8) и (3.9), находим: 952,04 =M ; 

048,0отк =p . Таким образом, в среднем 4,8% посетителей покинут биб-
лиотеку, не получив в ней книги. Коэффициент загруженности 
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nM /44 =ξ  здесь равен 0,317, т. е. каждый сотрудник библиотеки загру-
жен в среднем 31,7% рабочего времени. Это сравнительно низкая загру-
женность. По-видимому, в этой библиотеке целесообразно ограничиться 
двумя сотрудниками. 

Проведя аналогичные вычисления для 2=n  при прочих равных усло-
виях, находим 115,0отк =p ; 442,04=ξ . Это означает, что при двух со-
трудниках их средняя загруженность увеличивается до 44,2% (вместо 
31,7% при 3=n ), что с экономической точки зрения целесообразно. При 
этом среднее число необслуженных читателей также увеличивается до 
11,5% (вместо 4,8% при 3=n ). Эта величина вероятности отказа сравни-
тельно высокая и вряд ли подобной организацией работы библиотеки бу-
дет довольно население. 

Однако если увеличить допустимое среднее время пребывания в оче-
реди с 5 мин до, скажем, 20 мин, создав соответствующие условия для 
чтения свежих журналов и газет, то, для 2=n  и 3=ν  при прочих равных 
условиях, находим 055,0отк =p ; 472,04 =ξ . Таким образом, два сотруд-
ника могут обеспечить книгами 94,5% всех приходящих в библиотеку чи-
тателей. При этом они будут загружены в среднем на 47,2%. 

 
3.3. Системы с приборами разной производительности 

 
Во всех рассмотренных выше системах массового обслуживания пред-

полагалось, что все обслуживающие приборы имеют одинаковую произ-
водительность. Рассмотрим систему, состоящую из двух приборов, на ко-
торую поступает пуассоновский поток требований с параметром λ . Время 
обслуживания требований этими приборами подчиняется показательному 
закону, причем для первого прибора параметр равен 1µ , а для второго – 

)( 212 µ>µµ . Если требование застает один свободный прибор, то оно на-
чинает обслуживаться этим прибором. Если требование застает оба при-
бора свободными, то оно начинает обслуживаться с равной вероятностью 
любым из этих приборов. Если требование застает оба прибора занятыми, 
то оно становится в очередь и ждет, пока не освободится один из двух 
приборов. 

В этом случае для установившегося режима: 
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где ( )21/ µ+µλ=α ; 12 /µµ=γ ; ,00p  ,01p  ,10p  ,11p  kp — вероятности 
состояний системы соответственно для случаев: 1) оба прибора свободны; 
2) первый прибор свободен, второй занят; 3) первый прибор занят, а вто-
рой свободен; 4) оба прибора заняты; 5) в системе находится k требова-
ний. При этом среднее число требований, находящихся в системе (как об-
служиваемых, так и стоящих в очереди), можно вычислить по формуле 
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γ−−αγ++γ−α
=  

Пример. Для заказа лекарств в некоторую аптеку в случайные момен-
ты времени заходят в среднем 24 человека в час. В этой аптеке принимают 
рецепты на изготовление лекарств два аптекаря. Первый из них оформляет 
в среднем 18 заказов в час, второй же работает медленнее, оформляя в 
среднем только 12 заказов в час. При этом никому из них не отдается 
предпочтение. 

Здесь 24=λ ; 181 =µ ; 122 =µ ; 80,0)1218/(24 =+=α ; 
60,018/12 ==γ . Поэтому по предыдущим формулам находим p00 = 0,11; 

p01 = 0,11; p10 = 0,08; 70,011 =p ; M2 = 0,18.  
Таким образом, 70% рабочего времени оба аптекаря будут оформлять 

заказы на изготовление лекарств одновременно. При этом очереди либо не 
будет совсем, либо, что менее вероятно, в очереди будет стоять один, в 
крайнем случае два человека. Первый аптекарь свободен 
p00+p01=0,22=22% рабочего времени, а второй – p00+p10=0,19=19% рабоче-
го времени. Одновременно оба аптекаря свободны p00=0,11 = 11% рабоче-
го времени. 

Рассмотрим еще систему массового обслуживания с приборами разной 
производительности, у которой приборы упорядочены. Для разнообразия 
исследуем случай системы с отказами. Итак, пусть система массового об-
служивания состоит из двух последовательно расположенных приборов, 
производительность первого из которых характеризуется параметром µ1 а 
второго – µ2. На первый из этих приборов поступает поток требований с 
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параметром λ. Если первый прибор оказывается занятым, то требование 
поступает на обслуживание на второй прибор. Если и второй прибор за-
нят, то требование получает отказ и покидает систему необслуженным.    
В этом случае имеем: 
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где γ1=µ1/λ, γ2=µ2/λ. 
Очевидно, наиболее интересной характеристикой является величина 

pотк, равная вероятности отказа в обслуживании требования. Из формулы 
(3.10) непосредственно следует, что для уменьшения величины pотк нужно 
взять в качестве первого прибор, имеющий большую производительность. 
В этом случае на второй прибор будет поступать более редкий поток не-
обслуженных требований. Обслуживать же такой поток более целесооб-
разно прибором меньшей производительности. 

Пример. В упаковочном цехе имеются два упаковочных автомата, 
первый из которых упаковывает в среднем 40 изделий в час, а второй – 30 
изделий в час. В случайные моменты времени на первый автомат поступа-
ет для упаковки в среднем 80 изделий в час. Если этот автомат оказывает-
ся занятым, то изделие поступает для упаковки на второй автомат. Если и 
второй автомат оказывается занятым, то изделие остается неупакованным. 

Здесь λ=80; µ1 = 40; µ2=30; γ1=0,5; γ2=0,375. Отсюда по формуле (3.10) 
находим pотк = 0,44, т. е. чуть ли не половина всех изделий, поступающих 
в цех на упаковку, оказывается неупакованной. Улучшения работы упако-
вочного цеха можно добиться, например, заменой старых упаковочных 
автоматов новыми, более производительными. 

Так, если первый упаковочный автомат заменить на новый, для кото-
рого µ1 = 120, то формула (3.10) при γ1 = l,5 и γ2 = 0,375 дает pотк =0,22, т. е. 
уже только примерно пятая часть изделий не будет упаковываться. В этом 
случае из формул (3.11) получаем p01 =0,25, p10 = 0,17, p00 =0,36, и, следо-
вательно, первый упаковочный автомат простаивает в среднем p00+p01= 
0,61=61% рабочего времени, а второй – p00+p10=0,53=63% рабочего време-
ни. Одновременно оба упаковочных автомата простаивают p00=0,36=36% 
рабочего времени. 

На первый взгляд может показаться парадоксальным, что при таких 
сравнительно больших простоях упаковочных автоматов 22% изделий 
остаются неупакованными. Дело здесь заключается в том, что изделия 
поступают на упаковку нерегулярно. 
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Заметим, что если поменять местами упаковочные автоматы, т. е. пер-
вым считать менее производительный автомат, то формула (3.10) при γ1 = 
= 0,375 и γ2 = 1,5 дает pотк = 0,27. Таким образом, неудачное упорядочение 
двух упаковочных автоматов приводит к увеличению на 5% числа неупа-
кованных изделий.  

 
3.4. Многофазные системы 

 
Ранее рассматривались только такие системы массового обслуживания, 

в которых каждое требование обслуживалось только одним прибором. В 
некоторых случаях, однако, обслуживание одного требования осуществ-
ляется последовательно несколькими приборами. Именно сначала на при-
борах первой группы осуществляется первая фаза обслуживания данного 
требования, затем на приборах второй группы – вторая фаза обслуживания 
этого же требования и т. д., так что требование считается обслуженным 
только в том случае, когда оно пройдет через все фазы обслуживания, на-
чиная с первой. Такие системы массового обслуживания называются мно-
гофазными, или многоэтапными. При этом в зависимости от того, покида-
ет требование систему или становится в очередь (если все обслуживаю-
щие приборы данной фазы заняты), имеем многофазную систему с отка-
зами или с ожиданием. 

В простейшем случае число фаз равно двум и число приборов в каждой 
фазовой группе равно единице. Рассмотрим подобную систему массового 
обслуживания с ожиданием. Как обычно, предположим, что входящий 
поток требований является пуассоновским с параметром λ, а время об-
служивания подчиняется показательному закону с параметром µ1 для при-
бора первой фазы и с µ2 для прибора второй фазы. Если очередное требо-
вание перед первой или второй фазами обслуживания застает соответст-
вующий прибор занятым, то оно становится в очередь и ждет пока ранее 
поступившее требование не будет обслужено в данной фазе. В этом случае 
для установившегося режима 

 ( )( )2121, 1121
21 α−α−αα= nn

nnp , 0, 21 ≥nn , (3.12) 

где 21,nnp  – вероятность того, что в первой фазе находится 1n , а во вто-

рой – 2n  требований. При этом предполагаются выполненными неравен-
ства 1/ 11 <µλ=α ; 1/ 22 <µλ=α . 

Вероятность простоя одного первого прибора 

 ( )( ) ( )∑ ∑
∞

=

∞

=
α−α=α−α−α==

1 1
1221201 .111

k k

k
kpP  (3.13) 
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Аналогичное выражение получаем для вероятности простоя одного 
второго прибора: 

 ( )212 1 α−α=P . (3.14) 
Среднее число требований, находящихся в первой фазе (на обслужива-

нии и в очереди), можно определить по формуле 

 ∑ ∑
∞

=

∞

= α−
α

==
0 0 1

1
,11

1 2
21 .

1n n
nnpnN  (3.15) 

Аналогичная величина для второй фазы определяется из равенства 
 )1/( 122 α−α=N , (3.16) 

так что среднее число требований, находящихся в рассматриваемой сис-
теме, равно 21 NN + . 

Пример. Из многих цехов для обязательной проверки на контрольный 
пункт поступают некоторые изделия. Так как цехов много, то естественно 
предположить, что изделия поступают на контрольный пункт в случайные 
моменты времени, образуя неограниченный пуассоновский поток требо-
ваний. Контроль изделий состоит в том, что сначала часть параметров из-
делий должен проверить контролер А, а затем другую часть параметров 
должен проверить контролер В. Предполагается, что время проверки па-
раметров априори непредсказуемо (из-за зависимости от многих случай-
ных факторов) и имеет показательное распределение. Статистический 
анализ показал, что в данных условиях 20=λ , 501 =µ , 252 =µ . 
Здесь 4,050/201 ==α ; 8,025/202 ==α  и, следовательно, по формулам 
(3.12) – (3.16) находим ( )( ) 12,08,014,0100 =−−=p ; ( ) 48,04,018,01 =−=P ; 

08,02 =P ; 67,01 =N ; 42 =N . 
Таким образом, оба контролера одновременно незаняты в среднем 12% 

рабочего времени, а в отдельности незаняты в среднем: контролер А – 
48% и контролер В – 8% рабочего времени. Очереди у контролера А прак-
тически нет, а у контролера В в среднем ожидают проверки три изделия. 

Если система массового обслуживания замкнутая и, стало быть, число 
требований, поступающих на обслуживание, ограничено числом m, то 
вместо формулы (3.12) имеем 

( )( )( )
( )( ) ( )1

2
1

121
2

2
2

121

2121
11,

1121
21 ++++ α−ααα+α−αα−α

α−αα−α−
αα= mmmm

nn
nnp . 

При ∞→m  эта формула, естественно, переходит в формулу (3.14). 
Если рассматривается система массового обслуживания с отказами, то 

вместо формулы (3.12) вероятности всех возможных состояний удовле-
творяют следующим формулам: 
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( )( ) ;11
1

21
00 α+α+

=p  ;00
21

2
21

11 pp
α+α
αα

= ;00201 pp α=  

111100100 =+++ pppp . 
При этом вероятность обслуживания каждого требования в обеих фа-

зах (пропускная способность системы) может быть найдена из равенст-
ва ( )./1 10002обсл ppp +α=  

Так, если в рассмотренном примере предположить, что изделия, посту-
пающие на контрольный пункт, остаются непроверенными, когда они за-
стают занятым соответствующий прибор, то ;397,000 =p  ;085,011 =p  

;318,001 =p  ;200,010 =p 75,0обсл =p , т. е. в этом случае только 75% из-
делий будут проверены. 

 
3.5. Системы с накопителем требований 

 
На практике встречаются такие системы массового обслуживания, в 

которых требования поступают сначала в так называемый накопитель, а 
затем, после окончания обслуживания предыдущей партии накопившихся 
требований, – на обслуживание. Такая ситуация возникает, например, при 
обработке деталей, предварительно накапливающихся в бункере. 

Рассмотрим систему массового обслуживания, состоящую из накопи-
теля требований и обслуживающего прибора. В накопитель поступает пу-
ассоновский поток требований с параметром λ. Если в накопителе имеется 
уже m требований, то очередное требование получает отказ. Время обслу-
живания прибором каждой партии требований, поступивших с накопите-
ля, подчиняется показательному закону с параметром µ. Моменты поступ-
ления партий накопившихся требований на обслуживающий прибор яв-
ляются случайными. В этом случае вероятность pk того, что в накопителе 
при установившемся режиме имеется ровно k требований, можно опреде-
лить по формуле 

 ( )

( )











=
+α

α

<
+α

α

=
+

, ,
1

; ,
1 1

mk

mk
p

m

m

k

k

k  (3.17) 

где µλ=α / . Очевидно, величина pm равна вероятности отказа. 
Зная вероятности kp , легко находим среднее число М требований, 

находящихся в накопителе: 
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 ∑
=

=
m

k
kkpM

1
. (3.18) 

Если mM << , то это значит, что загрузка накопителя слабая. 
Пример. В некотором музее имеется только один экскурсовод, кото-

рый обслуживает группы туристов, состоящие не более чем из 10 человек. 
Среднее время обслуживания группы туристов этим экскурсоводом со-
ставляет 20 мин. Туристы приходят в музей в случайные моменты време-
ни в среднем 30 человек в час и ждут, пока не освободится экскурсовод, 
если число ожидающих туристов менее 10, или уходят, если нет возмож-
ности попасть в музей с ближайшей группой. 

Здесь 103/30/ ==µλ=α . Следовательно, по формулам (3.17), (3.18) 
имеем: 

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
pk 0,091 0,083 0,075 0,068 0,062 0,056 0,052 0,047 0,042 0,038 0,386 

и ∑
=

==
10

1
14,6

k
kkpM . Это означает, что в среднем 38,6% туристов не попа-

дают в музей, а среднее число ожидающих туристов равно 6,14. Если 
среднее время обслуживания группы туристов сократить, скажем, вдвое, 
то 162,010 =p , т. е. только 16,2% туристов не попадут в музей. 
 

3.6. Системы со смешанным потоком требований 
 

До сих пор мы рассматривали системы массового обслуживания с 
единственным входящим потоком требований. Однако на практике весьма 
распространены системы массового обслуживания с двумя, тремя и более 
независимыми входящими потоками требований. Такие системы называ-
ются системами со смешанным потоком требований. Простейшая система 
массового обслуживания со смешанным потоком требований, для которой 
полностью разработан математический аппарат, функционирует следую-
щим образом. В систему, состоящую из одного обслуживающего прибора, 
поступают независимо друг от друга два пуассоновских потока требова-
ний; первый с интенсивностью λ1, а второй – λ2. Застав прибор занятым, 
требование из первого потока становится в очередь, а из второго потока 
покидает систему необслуженным. Время обслуживания требований из 
обоих потоков подчиняется показательному закону. 

Рассмотрим более интересный случай, когда требования обоих потоков 
должны быть в конечном счете обслужены, причем требования первого 
потока имеют абсолютный приоритет в обслуживании. Это означает сле-
дующее: если при поступлении требования из любого потока прибор сво-
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боден, то это требование начинает немедленно обслуживаться; если же 
прибор занят, то требование из второго потока становится в очередь в лю-
бом случае, а требование из первого, т. е. приоритетного потока, – только 
при наличии ранее поступивших необслуженных требований из первого 
потока, включая сюда и требование, находящееся на обслуживании. Если 
же таковых нет и, стало быть, в очереди стоят только требования из второ-
го потока и на обслуживании находится также требование из второго по-
тока, то это требование снимается с обслуживания независимо от того, 
сколько времени оно там находилось, и начинает обслуживаться требова-
ние из первого (приоритетного) потока. После освобождения прибора на 
обслуживание поступает то требование приоритетного потока (если тако-
вое имеется), время ожидания которого наибольшее. Требования из второ-
го потока поступают на обслуживание только при условии, если нет ожи-
дающих требований приоритетного потока. При этом среди требований 
второго потока соблюдается обычная дисциплина очереди: «Первым при-
шел, первым и поступай на обслуживание». В частности, первым на об-
служивание поступает то требование из второго потока, обслуживание 
которого было прервано появлением требования из приоритетного потока. 

Заметим, что система с относительным приоритетом в обслуживании 
отличается от рассматриваемой системы с абсолютным приоритетом  
только тем, что требование из приоритетного потока, застав прибор заня-
тым обслуживанием требования из второго (неприоритетного) потока, 
ждет окончания его обслуживания. Например, хотя в билетной кассе ин-
валиды войны пропускаются вне очереди, процесс продажи билетов оче-
редному пассажиру не прерывается при появлении инвалида. 

Естественно считать, что в общем случае среднее время обслуживания 
требований из разных потоков неодинаково. Обозначим через 1/1 µ  сред-
нее время обслуживания требований, имеющих абсолютный приоритет, а 
через 2/1 µ  – аналогичную величину для требований из второго (непри-
оритетного) потока. 

Для рассматриваемой системы массового обслуживания представляют 
интерес '

1M  – среднее число требований из приоритетного потока, нахо-

дящихся в очереди; ''
2M  – среднее число требований из неприоритетного 

потока, находящихся в системе, '
ожθ  – среднее время ожидания в очереди 

требования из приоритетного потока, ''
ожθ  – среднее время ожидания в 

очереди требования из неприоритетного потока. 
Если выполняется условие ,121 <α+α  где 111 /µλ=α , 222 /µλ=α , то 

для установившегося режима справедливы формулы 
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Пример. Обувная мастерская с одним мастером осуществляет обыч-
ный и срочный (в присутствии заказчика) ремонт обуви. При поступлении 
заказа на срочный ремонт обычный ремонт прерывается. В среднем в час 
поступает одна пара обуви на срочный ремонт и три пары обуви на обыч-
ный ремонт. На обычный ремонт одной пары мастер затрачивает в сред-
нем 15 мин, а на срочный (обычно мелкий) – 3 мин. 

Здесь ;11 =λ 32 =λ ; 201 =µ ; 42 =µ  и, следовательно, 
;05,020/11 ==α 75,04/32 ==α . Так как 175,005,021 <+=α+α , то по 

формулам (3.19) находим: 
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0026,0'
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1

3
8,3''

ож ≈=−=θ  мин. 

Таким образом, для срочного ремонта среднее время ожидания в оче-
реди составляет 0,16 мин (т. е. практически никакой очереди нет), а для 
обычного – 61 мин. 

 
3.7. Системы с ненадежными обслуживающими приборами 
 

На практике встречаются системы массового обслуживания, в которых 
каждое требование, проходящее через обслуживающий прибор, обслужи-
вается не достоверно, а с некоторой вероятностью p. Если подобная сис-
тема есть система с отказами, состоящая из п однотипных приборов со 
средним временем обслуживания µ/1 , на которую поступает поток требо-
ваний с интенсивностью λ, то вместо классической формулы Эрланга 

 откобсл 1 pp −= , (3.20) 

где 
1

0
отк !!

−

= 
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k

kn

k
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n
p , µλ=α / , имеем 

 ppp ⋅= обсл
'
обсл . (3.21) 

Действительно, вероятность '
обслp  того, что требование будет обслу-

жено по теореме умножения вероятностей независимых событий, равна 
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произведению вероятности обслp  того, что требование будет принято к 
обслуживанию, на вероятность p  обслуживания этого требования. 

Таким образом, при 1<p  вероятность обслуживания и, следовательно, 
пропускная способность системы уменьшаются по сравнению с рассмот-
ренным в подразд. 2.1 классическим случаем 1=p . 

Пример. В ателье проката имеется восемь полотеров, каждый из кото-
рых берется на прокат в среднем на два дня. В среднем в ателье за полоте-
рами обращаются пять человек в день. Вероятность того, что взятый на 
прокат полотер будет исправно работать, равна 0,95. 

Здесь 8=n ; 5=λ ; 5,0=µ ; 95,0=p , откуда по формулам (3.20), (3.21) 

находим 76,0'
обсл =p ; 73,095,076,0обсл =⋅=p . Таким образом, ателье 

проката в среднем на 73% обеспечивает население полотерами. Если бы 
эти полотеры время от времени не выходили из строя, то население было 
бы обеспечено ими на 76%. 

Рассмотрим теперь такие системы массового обслуживания, в которых 
отказавшие приборы ремонтируются в процессе функционирования сис-
темы. Пусть в систему массового обслуживания, состоящую из n одно-
типных приборов, поступает пуассоновский поток требований с интен-
сивностью λ. Время обслуживания требований каждым прибором подчи-
няется показательному закону с параметром µ. Приборы в случайные мо-
менты времени выходят из строя как тогда, когда они свободны, так и то-
гда, когда они заняты обслуживанием требования. Неисправные приборы 
сразу же поступают в ремонт, так что вместо того, чтобы обслуживать, эти 
приборы сами начинают обслуживаться. Время работы каждого прибора 
случайно и подчиняется показательному закону с параметром γ. Одновре-
менно в ремонте может находиться только один прибор, так что если 
имеются другие неисправные приборы, то они стоят в очереди. Отремон-
тированные приборы могут также выходить из строя. Суммарный поток 
отказов еще не ремонтированных и ремонтированных (возможно много-
кратно) приборов предполагается пуассоновским с параметром q. Если 
прибор отказал во время обслуживания требования, то это требование те-
ряется (даже если имеются свободные исправные приборы). 

Рассмотрим сначала систему с отказами. В этом случае требование те-
ряется, если в момент его поступления в систему нет ни одного свободно-
го исправного прибора. Если имеется только один прибор ( 1=n ), то для 
такой системы в случае установившегося режима справедливы формулы: 

γ+
=π

q
q

1 ; 10 1 π−=π ; ( )( ) γλ++µ+λ
λ

= λ
qq

p1 ; 10 1 pp −= , 11
' π+= pp ; 
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λ

= 1'' qpp ; '''
отк ppp += , (3.22) 

где π1 – вероятность того, что прибор неисправен; π0 – вероятность того, 
что прибор исправен; p1 – вероятность того, что прибор занят обслужива-
нием; p0 – вероятность того, что прибор свободен; p' – вероятность того, 
что прибор либо неисправен, либо занят обслуживанием; p" – вероятность 
того, что требование покинет систему не полностью обслуженным из-за 
выхода из строя прибора; pотк – вероятность отказа в обслуживании. 

Пример. В случайные моменты времени к моечной установке подъез-
жают в среднем четыре автомашины в час. Средняя производительность 
моечной установки составляет 10 автомашин в час. В случайные моменты 
времени моечная установка выходит из строя в среднем два раза за 100 ч 
работы. Иными словами, среднее время наработки моечной установки на 
один отказ равно 50 ч. Время, необходимое для ремонта моечной установ-
ки, случайное и составляет в среднем 1 ч. Если автомашина подъезжает к 
моечной установке в тот момент, когда установка занята или находится в 
ремонте, то она уезжает невымытой. Здесь 4=λ ; 10=µ ; q=0,02; 1=γ , из 
формул (3.22) находим: 

;020,0
02,01

02,0
1 =

+
=π  ( )( ) 281,0

4102,01002,01
14

1 =
⋅+++

⋅
=p ; 

;301,0020,0281,0' =+=p 001,0
4

281,002,0'' =
⋅

=p ;

302,0001,0301,0отк =+=p . 
Следовательно, в среднем 30,2% автомашин не будут вымыты моечной 

установкой. Из них только 0,1% – по причине выхода из строя моечной 
установки во время мойки. Это указывает на то, что узким местом являет-
ся не плохая надежность моечной установки, а ее перегруженность. 

Перейдем теперь к другому варианту рассматриваемой системы с не-
надежными приборами – к системе с ожиданием. В этом случае требова-
ние не теряется, а становится в очередь, если в момент его поступления в 
систему нет ни одного исправного прибора. Очевидно, эта система может 
быть как с ограничением на длину очереди, время пребывания в очереди 
или системе, так и без ограничений. Для определенности рассмотрим слу-
чай с ограничением на длину очереди, когда в очереди имеется только m 
мест. Так как формулы для произвольных n и m громоздки, то приведем 
формулы только для частного случая 1=n , 2=m и установившегося ре-
жима: 

320
1

1
ω+ω+ω+

=p ; ( ) 0π+µ
λ

=ω
q

; ( )γ+
γ

=π
q0 ; 
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01 pp ω= ; 0
2

2 pp ω= ; 0
3

3 pp ω= ; 
 ( ) 0321 π++= pppM ; 322 2 ppMM ++= ; (3.23) 

λ= /'' qMp ; ''
3отк ppp += . 

Здесь p0 – вероятность того, что прибор свободен; p1 – вероятность того, 
что прибор занят и очередь отсутствует; p2 – вероятность того, что прибор 
занят и имеется одно требование в очереди; p3 – вероятность того, что 
прибор занят и имеются два требования в очереди; М – среднее число тре-
бований, находящихся на обслуживании; 2M  – среднее число требований, 

находящихся в системе; ,0π  pотк , ''p  имеют тот же смысл, что и для сис-
темы с отказами. 

Пример. В ЭВМ в случайные моменты времени поступают для обра-
ботки блоки информации некоторой структуры с плотностью два блока в 
час. Время обработки одного блока информации на ЭВМ в среднем равно 
10 мин. Иногда ЭВМ выходит из строя, причем среднее время ее наработ-
ки на один отказ равно 3 ч. Среднее же время ремонта ЭВМ составляет 
15 мин. Во внешней памяти ЭВМ могут одновременно храниться не более 
двух блоков информации, так что если очередной блок информации по-
ступает в тот момент, когда в ЭВМ уже два блока информации ожидают 
обработки, то он теряется. Блок информации теряется также и в том слу-
чае, когда во время его обработки ЭВМ дает сбой. 

Здесь 2=λ , 6=µ , 31=q , 4=γ . Поэтому согласно (3.23) 668,00 =p ; 

228,01 =p ; 078,02 =p ; 026,03 =p ; 307,0=M ; ;440,02 =M  051,0'' =p ; 
077,0отк =p . 

Таким образом, в среднем 7,7% блоков информации не будет обрабо-
тано: из них 5,1% за счет сбоя ЭВМ во время обработки и 2,6% за счет 
отсутствия места во внешней памяти ЭВМ для хранения свыше двух бло-
ков информации. Среднее число блоков информации, находящихся либо 
на обработке (во внутренней памяти ЭВМ), либо на хранении (во внешней 
памяти ЭВМ), равно 0,44. 

 
3.8. Системы с групповым обслуживанием 

 
В некоторых системах массового обслуживания поступившее требова-

ние начинают обслуживать сразу несколько приборов. В простейшем слу-
чае поступившее требование начинают обслуживать независимо друг от 
друга сразу все n имеющихся в системе приборов, и обслуживание этого 
требования считается законченным, как только оканчивается его обслу-
живание одним из приборов. Затем осуществляется аналогичное группо-
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вое обслуживание следующего требования (если таковое имеется) и т. д. 
Если время обслуживания каждого требования каждым прибором подчи-
няется показательному закону с параметром µ, то такая система эквива-
лентна системе с одним прибором, обслуживающим каждое требование в 
течение времени, подчиняющегося показательному закону с параметром 
nµ. Иначе говоря, среднее время группового обслуживания уменьшается в 
n раз. Поэтому для систем с подобной организацией группового обслужи-
вания применимы соответствующие ранее рассмотренные формулы, если 
в них подставить единицу вместо n, и nµ вместо µ. В частности, для клас-
сической пуассоновской системы с отказами, имеющей параметры (в 
обычных обозначениях) λ, nµ, µ, вместо формулы Эрланга 

 ( )

( )∑
=

µλ

µλ
= n

k

k

n

k

np

0

отк
!/1/

!/1/  (3.24) 

имеем 

 
µλ+
µλ

=
/1

/
отк

np . (3.25) 

Заметим, что описанная организация группового обслуживания ведет к 
уменьшению пропускной способности системы массового обслуживания. 
Это следует из того, что правая часть формулы (3.24), как легко прове-
рить, всегда меньше правой части формулы (3.25). 

Рассмотрим другой вариант организации группового обслуживания 
требований, при котором увеличивается пропускная способность системы 
массового обслуживания. Пусть это будет опять пуассоновская система с 
отказами, имеющая параметры λ, µ, n. Обслуживание производится сразу 
всеми n приборами, но, в отличие от только что рассмотренного случая, 
здесь вновь поступившее требование не получает отказа, если в системе 
уже находится требование на групповом обслуживании. 

Обслуживание в этой системе организовано так. Если поступившее в 
систему требование застает все приборы свободными, то оно начинает 
обслуживаться, причем всеми n приборами одновременно. При этом, как и 
в только что рассмотренном случае, среднее время обслуживания умень-
шается в n раз. После окончания обслуживания все n приборов становятся 
одновременно свободными. Если поступившее в систему требование за-
стает там ранее поступившее другое требование, то оно также принимает-
ся на обслуживание. При этом часть приборов (безразлично каких) про-
должает обслуживать ранее поступившее требование, а другая часть  на-
чинает обслуживать вновь прибывшее требование. Таким образом, уже 
два требования обслуживаются всеми n приборами. 
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В общем случае, если новое требование застает в системе k 
( )1 ..., ,1 ,0 −= nk  ранее прибывших требований, оно принимается на об-
служивание. Это означает, что 1+k  требований обслуживаются всеми n 
приборами, причем распределение n приборов по 1+k  требованиям про-
извольно. При этом важно, чтобы все n приборов были заняты. Если новое 
требование застает в системе n ранее прибывших требований, то оно по-
лучает отказ и покидает систему необслуженным. Такие системы иногда 
называются системами с полной взаимопомощью между приборами. В 
них освободившаяся после обслуживания какого-либо требования группа 
приборов присоединяется к обслуживанию других требований, находя-
щихся в системе. Это означает, что если в данный момент в системе име-
ется хотя бы одно требование, то все приборы будут заняты его обслужи-
ванием. В этом случае вместо формулы (3.25) имеем: 

 ( )










µ=λ
+

µ≠λ
−λµ

−λµ

=
+

.если,
1

1

;если,
1/

1/
1

отк
т

n

т
n

n

p
n

 (3.26) 

Предположим теперь, что в рассматриваемой системе массового об-
служивания с полной взаимопомощью между приборами имеется m мест 
для ожидания. Тогда если очередное требование застает в системе n ранее 
прибывших требований, то оно уже не получает отказа, а становится в 
очередь и ожидает освобождения хотя бы одного из приборов. 

В общем случае, если новое требование застает в системе kn +  
( )1 ..., ,1 ,0 −= mk  ранее прибывших требований, оно становится в очередь. 
Наконец, если новое требование застает в системе mn +  требований, то 
оно получает отказ и покидает систему необслуженным. 

Для такой смешанной системы с ограничением на длину очереди и 
полной взаимопомощью между обслуживающими приборами вместо 
(3.26) имеем: 
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 (3.27) 

При этом среднее время пребывания требования в очереди, например 
для случая µ=λ n , можно определить по формуле 

 ( )
( )12

1
++λ

+
=θ

mn
mmM . (3.28) 
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Пример. В случайные моменты времени в порт для разгрузки прича-
ливают баржи; в среднем шесть барж в час. В порту имеются три бригады 
грузчиков, каждая из которых разгружает баржу в среднем за 0,5 ч. Оче-
редная баржа начинает разгружаться, если в порту менее трех барж, ста-
новится в очередь, если в порту менее (3+4) барж и, наконец, покидает 
порт неразгруженной, если в порту находится (3+4) баржи, из которых три 
разгружаются и четыре ожидают разгрузки. 

Если разгрузка барж организована по принципу полной взаимопомощи 
между бригадами, то по формуле (3.27) имеем ( 6=λ , 3=n , 2=µ , 4=m ) 

=откp  1/(3+4+1) = 0,125, т. е. в среднем 12,5% барж не будет разгружать-
ся в этом порту. При этом согласно (3.28) среднее время нахождения в 

очереди барж  ( )
( ) 5,12ч

24
5

14362
144

≈=
++⋅

+
=θM мин. 

Заметим, что если каждая баржа будет разгружаться только одной 
бригадой, то 145,0отк =p , т. е. на 2,5% больше отказов. 

 
4. МАРКОВИЗИРОВАНИЕ МОДЕЛЕЙ МАССОВОГО 

ОБСЛУЖИВАНИЯ 
 

В большинстве практически интересных задач потоки событий, пере-
водящие систему из одного состояния в другое, могут быть с достаточной 
точностью аппроксимированы потоками Пуассона. В этом случае процесс, 
протекающий в системе, благодаря замене реальных потоков пуассонов-
скими сводится к марковскому, т.е. становится процессом без последейст-
вия. 

Представление процесса функционирования системы в виде марков-
ского случайного процесса с непрерывным временем позволяет применить 
для описания процесса ее функционирования аппарат обыкновенных 
дифференциальных уравнений (примеры марковских моделей массового 
обслуживания приведены в предыдущих разделах). 

Сведение эмпирического процесса функционирования  СМО к марков-
скому путем замены реальных потоков пуассоновскими приводит, естест-
венно, к некоторым погрешностям, величина которых зависит от степени 
последействия реальных потоков. В большинстве практических случаев 
эти погрешности невелики и не превышают погрешностей в исходных 
данных, возникающих при статистической обработке реальных потоков. 
Однако иногда имеют место случаи, когда потоки событий, переводящие 
систему из одного состояния в другое, являются потоками с ограничен-
ным последействием, заменить которые пуассоновскими возможно лишь в 
качестве первого приближения. 
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Поэтому необходимо рассмотреть вопрос о том, каким образом учесть 
последействие потоков так, чтобы процесс функционирования систем 
можно было описать по-прежнему в виде марковского процесса с непре-
рывным временем и дискретным числом состояний. 

В данном разделе рассматривается простой метод, который в некото-
рых случаях может быть полезен в ситуациях такого рода. В этом методе 
используются два свойства потока Эрланга, состоящих в том, что, во-
первых, поток Эрланга – поток с ограниченным последействием и, во-
вторых, закон распределения промежутка времени между событиями в 
потоке Эрланга является композицией показательных законов распреде-
ления. 

 
4.1. Потоки Эрланга и их свойства 

 
Потоком Эрланга k-го порядка называется ординарный стационарный 

поток с ограниченным последействием, у которого промежутки времени Т 
между событиями в потоке являются суммами случайных величин, рас-
пределенных по показательному закону с параметром λ. 

Поясним это с помощью рис. 7. 
Обозначим через Е события, соответст-
вующие пуассоновскому потоку, и 
предположим, что они пронумерованы 
в порядке их появления, начиная с не-
которого исходного момента. Пусть Е* 
– события, определяемые следующим 
образом: Е* наступает в момент появления событий Е с номером, кратным 
k. Тогда поток, состоящий из последовательности событий Е*, и будет по-
током Эрланга k-го порядка. В частности, на рисунке приведен поток Эр-
ланга при k = 3. Очевидно, при k = 1 имеем исходный пуассоновский по-
ток, для которого промежутки времени Т между событиями в потоке рас-
пределены по закону с плотностью 

 ( ) tetf λ−λ= , (4.1) 
где λ – параметр потока. 

Промежуток времени между n-м и (n+k)-м событиями в потоке Эрлан-
га равен сумме k промежутков времени между событиями в пуассонов-
ском потоке. Следовательно, искомый закон является k-кратной компози-
цией закона (4.1), плотность распределения его имеет вид 

 ( ) ( )
( )

t
k

k e
k

ttf λ−
−

−
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=
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1
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где k – порядок потока Эрланга, λ – плотность исходного пуассоновского 
потока. 

Закон распределения с плотностью (4.2) называется законом Эрланга k-
го порядка. 

В качестве примера на рис. 8 приведены законы распределения  fk(t) 
для k = 1, 2, 3, 6, 11, 26 при λ = 1. 

Известно, что поток называется потоком с ограниченным последейст-
вием, если промежутки времени между последовательными событиями 

представляют собой 
независимые случайные 
величины. Следова-
тельно, потоки Эрлан-
га – потоки с ограни-
ченным последействи-
ем, так как промежутки 
времени Т между собы-
тиями, являясь суммами 
независимых случай-
ных величин, независи-
мы между собой. 

 
Математическое ожидание и дисперсия промежутка времени между 

событиями в потоке Эрланга k-го порядка определяются формулами 
 λ= /kmk , 2/λ= kDk . (4.3) 
Из этих формул получаем, что для закона Эрланга любого порядка 

справедливо соотношение kk Dm λ= .  
Плотность потока Эрланга Λk обратна величине математического 

ожидания mk: 
 kk /λ=Λ , (4.4) 

где λ – параметр показательного закона. 
Из (4.3) и (4.4) 
 kkm Λ= /1 , 2/1 kk kD Λ= . (4.5) 
С учетом (4.4) выразим fk(t) через плотность Λk : 

 ( ) [ ]
( )

tk
kk

k
k ke

k
tktf Λ−
−

−
Λ

=
!1

1
.  

Законы fk(t) при Λk = 1 для k = 1, 2, 3, 6, 11, 26 показаны на рис. 9. 
При постоянной плотности потока Λk математическое ожидание не за-

висит от порядка потока k, а дисперсия с возрастанием k неограниченно 
убывает, при k → ∞ и Dk → 0 (см. (4.5) и рис. 9). 
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Таким образом, поток Эрланга обладает ценным свойством, которое 
состоит в следующем: при неограниченном увеличении порядка потока k 
и при постоянной плотности Λk он приближается к регулярному потоку с 
постоянными интервалами времени между событиями, равными 1/Λk, а 
плотность распределения fk(t) при k → ∞ обращается в δ-функцию в точке 
t = 1/Λk. 

Это свойство потоков Эрланга позволяет при различных k получать 
практически любую степень последействия потока – от полного отсутст-

вия последействия (k = 
=1) до жесткой функ-
циональной связи между 
моментами появления 
событий (при k → ∞). 
Таким образом, порядок 
потока k может служить 
как бы мерой последей-
ствия, имеющегося в 
потоке. Заметим, что 
даже при k → ∞ поток 
Эрланга остается пото-
ком с ограниченным 
последействием. 

Определим асимметрию Sk закона Эрланга: 

 ( )3/3 kkk DS µ= , (4.6) 

где 3kµ  – третий центральный момент распределения  fk(t). 

В свою очередь, ( ) 32 2333 kkkkkk mmDm +−−α=µ , где 3kα  – третий на-
чальный момент распределения  fk(t), 

 ( ) ( )
( )∫ ∫

∞ ∞
λ−

−

−
λλ

==α
0 0

1
33

!13
t

k

kk e
k

ttdttft . (4.7) 

Берем интеграл по частям, после чего получаем ( )( ) 3/213 λ++=α kkkk . 
Подставляя полученные выражения в (4.6) и производя несложные преоб-
разования, получаем kSk /2= . Для показательного закона (k = 1) Sk = 2. 

При k → ∞ 0/2limlim ==
∞→∞→

kS
k

k
k

.  

Таким образом, при увеличении порядка потока k скошенность распре-
деления постепенно исчезает, распределение становится более симмет-
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ричным. Закон Эрланга любого порядка имеет положительную асиммет-
рию. 

Определим эксцесс распределения  fk(t) 
 ( )[ ] 3/4 −µ=ε kkx Dk

, (4.8) 

где 4kµ  – четвертый центральный момент распределения  fk(t), 

 42 364 2344 kkkkkkk mmm −α+α−α=µ . (4.9) 
Начальные моменты определим аналогично (4.7): 

( )( )( ) 4/3214 λ+++=α kkkkk , ( )( ) 3/213 λ++=α kkkk , ( ) 2/12 λ+=α kkk . 
Подставляя полученные выражения в (4.9) и (4.8) и производя неслож-

ные преобразования, получаем kkx /6=ε .  

Для показательного закона (k = 1) kxε = 6. С увеличением k kxε  

уменьшается и в пределе при k → ∞ 0→ε kx  (так как закон Эрланга при    

k → ∞ асимптотически стремится к нормальному закону). Пределы изме-
нения kxε = 6÷0. Следовательно, закон Эрланга любого порядка всегда 
имеет положительный эксцесс. 

Используя зависимость числовых характеристик и степени последей-
ствия потока Эрланга от порядка потока k, рассмотрим способ замены ре-
альных потоков с ограниченным последействием потоками Эрланга раз-
личного порядка. 

 
4.2. Замена реальных потоков потоками Эрланга 

 
Произвольные потоки с ограниченным последействием, встречающие-

ся на практике, можно заменить потоками Эрланга с теми же математиче-
ским ожиданием и дисперсией промежутка времени между событиями в 
потоке. 

Пусть, например, в результате статистической обработки промежутков 
времени между событиями в произвольном потоке с ограниченным после-
действием получены оценки для математического ожидания и дисперсии 
Т: mc = 2, Dc = 1. 

Заменим этот поток потоком Эрланга с теми же характеристиками. Из 
(4.3) получаем cc Dmk /2= , откуда k = 4. 

Таким образом, произвольный поток с ограниченным последействием 
с математическим ожиданием промежутка времени между событиями mc = 
= 2 и дисперсией Dc = 1 можно заменить потоком Эрланга 4-го порядка с 
плотностью λ = 2. 

Следует заметить, что такая замена возможна при условии 
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 2
cc mD ≤ . (4.10) 

Ввиду функциональной зависимости между математическим ожидани-
ем и дисперсией в потоке Эрланга рассмотренная замена возможна не для 
любых значений математического ожидания mc и дисперсии Dc произ-
вольного потока. Например, при mc = 2, Dc = 1,6 получаем k = 2,5, т.е. 
дробное значение k. Таким образом, используя лишь рассмотренные пото-
ки Эрланга, не всегда удается реальный поток с ограниченным последей-
ствием заменить рассмотренными потоками Эрланга. Однако существует 
класс потоков, так называемые обобщенные потоки Эрланга, с помощью 
которых можно заменить любой реальный поток с ограниченным после-
действием, с любым математическим ожиданием и дисперсией, если со-
блюдено условие (4.10). 

Обобщенным потоком Эрланга называется поток, у которого проме-
жутки времени Т между событиями являются суммами случайных вели-
чин Ti, подчиняющихся показательному закону распределения с различ-
ными параметрами λi. 

Для обобщенных законов Эрланга введем обозначение f*k(t). Тогда за-
кон распределения с плотностью  

( ) ( )∏∑∏
==

λ−

=
λ−λ










λ=

k

j
ij

k

i

t
k

i
ik ietf

111

*  

будем называть обобщенным законом Эрланга k-го порядка. 
Определим числовые характеристики закона f*k(t) – математическое 

ожидание m*k, дисперсию D*k, асимметрию S*k и эксцесс kx*ε . 
В общем случае для обобщенного закона Эрланга k-го порядка f*k(t) с 

параметрами λi (i =1, 2, …, k) математическое ожидание 

 ∏∑∏
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≠
= =

λλ=
k

i
i

ji
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i
ikm

11 1

* , (4.11) 

дисперсия 

 ∏∑∏
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≠
= =
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1 1

2* , (4.12) 

асимметрия 
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Рассмотрим некоторые свойства обобщенных законов Эрланга. Для 
простоты возьмем обобщенный закон Эрланга 2-го порядка 

 ( ) ( )tt eetf 21

12

21*
2

λ−λ− −
λ−λ

λλ
= .  

Очевидно, при λ2 = λ1 = λ  )(*
2 tf  =  f2(t), где  f2(t) – закон Эрланга 2-го 

порядка. 
При λ2 → ∞ 

( ) ( ) ( )tfeeetf ttt
11

12

12*
2 121

22
limlim =λ=−

λ−λ
λλ

= λ−λ−λ−

∞→λ∞→λ
, 

где  f1(t) – показательный закон с параметром λ1. 
Естественно, при λ1 или λ2, стремящихся к нулю, )(*

2 tf → 0. 
При рассмотрении обобщенных законов Эрланга более высокого по-

рядка выявляются некоторые дополнительные свойства. Рассмотрим из-
менение обобщенного закона Эрланга третьего порядка  )(*

3 tf  при изме-
нении параметров λ1, λ2 и λ3: 

( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )











λ−λλ−λ
+

λ−λλ−λ
+

λ−λλ−λ
λλλ=

λ−λ−λ−

323123211312
321

*
3

321 ttt eeetf . 

Очевидно, при λ1 = λ2 = λ3  )(*
3 tf  =  f3(t). Если λ1 ≠ λ2, а λ3 → ∞, 

то ( ) ( )tftf *
2

*
3

3
lim =

∞→λ
. Если же λ3 = λ2, но λ2 ≠ λ1, то 

( ) ( )tftf *
)1(3

*
3

23
lim =

λ→λ
, где  f*3(1)(t) – обобщенный закон Эрланга 3-го по-

рядка, у которого два параметра из трех равны между собой. 
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Если для  )(*
)1(3 tf  положить λ1 = λ2, то ( ) ( )tftf 3

*
)1(3

21
lim =

λ→λ
, если же    

λ1 → ∞, то ( ) ( )tftf 2
*

)1(3
1
lim =

∞→λ
.  

Примем для обобщенных законов Эрланга с несколькими равными па-
раметрами λ0 следующие обозначения: f*k(t) – все k параметров λi разные; 
f*k(k-2)(t) – два параметра равны λ0, остальные k-2 параметров        λi раз-
ные; f*k(k-3)(t) – три параметра равны λ0, остальные k-3 параметров λi раз-
ные; f*k(1)(t) – k-1 параметр равны λ0, один параметр λ1 отличен от осталь-
ных; fk(t) – все параметры равны между собой, т.е. λi (i = 1, 2, …, k) равны 
λ0. 

Используя эти обозначения, все превращения обобщенных законов Эр-
ланга при изменении параметров λi можно представить в виде рис. 10. Пе-
реходы слева направо, обозначенные на схеме горизонтальными стрелка-
ми, происходят при одном из λi → λ0. Переходы слева направо, обозна-
ченные на схеме вертикальными стрелками, происходят, когда один из 
параметров λi → ∞, т.е. при понижении порядка законов Эрланга, при этом 
количество равных параметров λ0 остается прежним. Переходы справа 
налево, обозначенные вертикальными стрелками, происходят, когда один 
из параметров λ0 → ∞,при этом также получается понижение порядка за-
кона Эрланга. 

Из рассмотрения свойств обобщенных законов Эрланга можно сделать 
важный для практики вывод: при постоянной плотности потока Эрланга 
Λ*k, а следовательно, при постоянном математическом ожидании m*k, из-
меняя параметры λi от λ0 до ∞, можно получить различные значения дис-
персии D*k. При этом наиболее удобным в практическом отношении явля-
ется обобщенный закон Эрланга  f*k(1)(t), у которого все параметры равны 
λ0, кроме одного λ1. Варьируя эти параметры при постоянном математиче-
ском ожидании m*k, можно получить различные значения дисперсии D*k. 

Используя это свойство, можно реальные потоки с ограниченным по-
следействием заменять потоками Эрланга с теми же математическим ожи-
данием и дисперсией промежутка времени между событиями в потоке. 
При этом, однако, необходимо соблюдать условие 22

kkk mDkm ≤≤ . 
Из выражений (4.11) и (4.12) нетрудно получить общее выражение для 

математического ожидания и дисперсии закона  f*k(1)(t): 

 ( )
( )

01

011
* 1

λλ
λ+λ−

=
km k , (4.13) 
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λ+λ−
=

kD k . (4.14) 

Тогда порядок замены реального потока с ограниченным последейст-
вием с математическим ожиданием mc и дисперсией Dc обобщенным по-
током Эрланга  f*k(1)(t) с теми же характеристиками сводится к следующе-
му. 

Определяется порядок потока Эрланга cc Dmk 2= . Дробное значение k 
округляется в большую сторону. 

Из выражения (4.13) имеем 
 ( )cmk 001 1/ λ+−λ=λ . (4.15) 
Подставляя (4.15) в (4.14) и производя несложные преобразования, 

получаем ( ) ( ) ( ) 0112 0
2
0

2 =−+λ−−λ− kkmkDm ccc , откуда 

( ) ( ) ( )( )
( )cc

ccc

Dm

Dmkkmkkm

−

−−−−±−
=λ 2

222
0

0
111

2,1 . 
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Подставив 10λ  и 20λ  в (4.15), получим два значения 11λ  и 21λ . Таким 
образом, для одних и тех же значений mc и Dc получаем закон  f*k(1)(t) с 
двумя различными сочетаниями параметров λ1 и λ0: ( 11λ , 10λ ), ( 21λ , 

20λ ), при этом ck mm =* , D*k = Dc. 
Метод, с помощью которого получено распределение Эрланга, подска-

зывает способ моделирования процессов с ограниченным последействием, 
при котором потоки, переводящие систему из одного состояния в другое, 
являются потоками Эрланга (см. рис. 7). 

Предположим для конкретности, что события Е обозначают процесс 
переходов системы из состояния в состояние, число состояний системы 
равно k и процесс протекает следующим образом: 1) в каждый момент 
времени система может находиться только в одном из k состояний; 2) сис-
тема последовательно проходит состояния 1, 2, …, k. Время пребывания 
системы в каждом состоянии распределено по показательному закону с 
параметром λ = kΛk. 

Длительность пребывания системы во всех k состояниях соответствует 
промежутку времени между событиями Е*, эти события и образуют поток 
Эрланга. 

Такое разбиение каждого состояния системы на k состояний позволяет 
продемонстрировать важный факт. Пусть n*(t) и n(t) – соответственно 
числа появления событий Е* и Е за время от 0 до t. Пуассоновский про-
цесс n(t) является марковским, процесс n*(t), напротив, немарковский: 
вероятноять того, что n*(t)dt = j при условии n*(t) = i, зависит от момента 
появления последнего события в потоке Е*, следовательно, от того, в ка-
ком из k состояний находится система [от значения n(t)]. Следовательно, 
разбиение каждого состояния системы на k состояний позволяет свести 
исследуемый процесс к марковскому n(t), который более удобен для ис-
следования. 

 
4.3. Марковские модели процессов с ограниченным  

последействием 
 

Рассмотрим способ, позволяющий в необходимых случаях описывать 
процессы функционирования систем уравнениями для марковского про-
цесса с непрерывным временем и дискретным числом состояний при по-
токах событий, имеющих ограниченное последействие. В качестве пото-
ков с ограниченным последействием будем рассматривать только потоки 
Эрланга, считая, что произвольный стационарный поток с ограниченным 
последействием всегда можно заменить обобщенным потоком Эрланга 
способом, рассмотренным в подразд. 4.2. 
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Рассмотрим дискретный марковский процесс (рис. 11), состояния ко-
торого составляют множество X = {x0, x1, …, xn}. Введем в рассмотрение 
подмножество Z = {Yβ, Yγ} и транзитивное подмножество состояний Y =     
= {x1, x2, …, xn-1}. 

Особенность данного процесса состоит в том, что каждое из подмно-
жеств Yβ и Yγ имеет единственное состояние, и для определенности будем 
считать, что Yβ = {x0}, Yγ = {xn}. Состояние x0 является входным, а xn – вы-
ходным состоянием для подмножества Y. 

Введем следующее ограничение: процесс блуждания по состояниям 
подмножества Y возможен только в одном направлении: x1 →  xn. 

В первую очередь, нас будет интересовать закон распределения време-
ни Т пребывания в транзитивном подмножестве состояний Y при условии, 
что время отсчитывается от момента начала блуждания процесса из со-
стояния x0 до момента выхода поцесса из состояний подмножества Y, т.е. 
до момента перехода процесса из состояния xn-1 в состояние xn подмноже-
ства Yγ. 

Система дифференциальных уравнений для определения закона рас-
пределения времени Т имеет вид 

( ) ( )tptp 000 λ−=
•

, 

 ( ) ( ) ( )tptptp 00111 λ+λ−=
•

, (4.16) 
.  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  .  . 

( ) ( )tptp nnn 11 −−
•

λ= . 
Начальное условие для интегрирования этой системы дифференциаль-

ных уравнений: ( ) 000 =p , ( ) 00 =ip  (i = 1, 2, …, n).    
Решив систему дифференциальных уравнений (4.16) и найдя вероят-

ность pn(t), можно определить плотность распределения случайной вели-

чины Т ( ) ( )tptf n
•

= .  
Рассмотрим частный случай, когда процесс блуждания по состояниям 

простейший, тогда все интенсивности λi потоков являются постоянными 
величинами. 

Здесь случайная величина Т – время пребывания в транзитивном под-
множестве состояний Y – является суммой случайных величин τi, распре-
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деленных по показательному закону с параметрами λi. Очевидно, закон 
распределения случайной величины Т – композиция показательных зако-
нов распределения с параметрами λi, следовательно, является обобщен-
ным законом Эрланга. Порядок закона Эрланга определяется количеством 
состояний подмножества Y. Для n-1 состояний подмножества Y имеем 
обобщенный закон Эрланга (n-1)-го порядка f*n-1(t). 

Для рассматриваемого частного случая, таким образом, закон распре-
деления случайной величины Т можно найти, не интегрируя систему 
уравнений (4.16). 

Отметим то важное для практики обстоятельство, о котором речь шла 
раньше. Оно состоит в том, что если транзитивное подмножество состоя-
ний Y представить в виде одного обобщенного состояния x~  (рис. 12), 

время пребывания в Т котором оп-
ределяется законом Эрланга, то 
процесс, протекающий в этом пре-
образованном множестве состоя-
ний X~  = {x0, x~ , xn}, будет уже не 

марковским, а процессом с ограниченным последействием. 
Справедливо обратное утверждение. Если имеем процесс с ограничен-

ным последействием, состояния которого составляет множество               
X~  = {x0, x~ , xn}, то данный процесс с ограниченным последействием 
можно представить в виде марковского случайного процесса с множест-
вом состояний X = {x0, x1, …, xn-1, xn} путем введения дополнительных со-
стояний xi (i = 1, 2, …, n-1). При этом произвольные потоки переходов 
процесса из состояния в состояние заменяются потоками Эрланга соответ-
ствующего порядка, а состояние x~  представляется в виде транзитивного 
множества состояний Y = {x1, x2, …, xn-1}. В этом случае процесс с ограни-
ченным последействием может быть описан дифференциальными уравне-
ниями (4.16). 
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